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有限群の部分群束と群の構造

飯寄信保（山口大学），澤辺正人（国士舘大学）

1 準備

以下，Gを有限群，π(G)を群Gの位数を割り切る素数の全体とする。π(G)の部分集合
πに対し，
Sgpπ(G)をGの π-部分群全体，
Nπ(G)をGの冪零 π-部分群全体，
e||G|に対し，Ne(G) = {H ∈ Nπ(G)(G)|exp(H)|e},
Abπ(G)をGの可換 π-部分群全体，
AπをGの π-可換部分群でその exponentがΠp∈πpを割り切るもの全体,

Lπ(G) = {L ∈ Nπ|OπZNG(L) ≤ L}
とする。これらの部分群の族は含有関係によりポセットとみなし，また，それに付随する
単体的複体と考え,それらも同じ記号を用いて表すものとする。このとき，Nπ(G),Abπ(G)

及びLπ(G)はホモトピー同値である [3]。また，これらのホモロジー群の基本的な扱いは
[3]に記載されている。本稿の目的は，これらの単体的複体の構造から群Gの構造につい
て何が言えるかということを明らかにすることである。

2 指標環とSgpπ(G)等の関係

筆者は群の構造と指標との関係について考察してきた。その考察において，特に次の
prime graphというものは, 強力な道具であった [6]。

定義（prime graph) prime graph Γ(G)とは，頂点集合をπ(G)とし，辺集合を{(p, q)|p ̸=
q, ∃g ∈ G s.t. pq|o(g)}でる無向グラフである。

偶数位数の群Gの prime graphが非連結な場合，2を含まない連結成分を πとすると，G
はHall冪零 π-部分群をもつことが知られており，また，Gにおいては πに含まれる素数
たちは同一のような振る舞いをすることが観察されている。このHall冪零 π-部分群は例
外指標と密接に関係している。群指標と prime graphの関係は，prime graphが非連結な
場合に特殊な sharp指標が存在することが知られている。この視点から考察するとGの
指標環Z[Irr(G)]をイデアルZ · 1Gで割ってできるZ-加群は，πと π′に対応する部分加群
の直和になることが得られる。ブラウアーの通常指標に関する定理を踏まえると，これら
の議論においてNπ(G)(G)が重要であることは容易に理解できると思う。ブラウアーの理
論を踏まえ，部分群の束Nπ(G)(G)と指標環を結び付ける道具として我々は，クイバの表
現を用いている。Sgpπ(G)を点集合，（異なる）2元H,K ∈ Sgpπ(G)がH < Kのときこ
れを矢（K → H)と考えることにより，Sgpπ(G)をクイバとみなすことができる。更に，
各H ∈ Sgpπ(G)に指標環Z[Irr(H)]を，K → Hに制限写像 resKH : Z[Irr(K)]→ Z[Irr(H)]

を対応させることで Sgpπ(G)の表現を得ることができる。（その他の部分群束については，
このクイバの部分構造と考え，表現もその部分構造へ制限したものを考える。）指標環の
代わりに p-ブラウアー指標の為す環（これはZ[Irr(H)]の各要素の定義域をGp′へ制限し
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たもの全体 Z[Irr(H)]|Gp′
と一致する）を対応させることにより新たな表現ができる。こ

のような表現を用いることで，部分群の指標のGへの誘導指標を立体的に観察すること
ができるであろうし，各表現の間のmorphismを考えれば，Cartan行列およびその一般
化を得ることができる。この一般化されたCartan行列は，異なる２つの素数に関するブ
ラウアー指標間の関係を記述するものである [5]。本稿においては，Nπ(G)(G)の幾何的構
造とGの構造について考えることにする。

3 Nπ(G)の被覆

Nπ(G)の構造を調べる際に，都合の良い部分構造を考えそれらのデータを基に考察す
ることは極普通なことだと思う。ここでは次のような部分構造への分解を考えたい。

Nπ(G) = ∪λ∈ΛNπ(Aλ) (ここで，AλはGの部分群)

本稿において，上の和集合においてどの一つのNπ(Aλ)が欠けても等号が成立しない場合，
既約であると呼ぶことにする。
ここで，Aλ達をどのように選ぶかが問題となる。単純に考えると極大部分群の中から

選ぶという方法が思いつくのであるが，多くの場合で極大部分群を決定することは困難で
あることが多い。また個々のNπ(Aλ)の構造も一般に計算するのが難しいと考えられる。
それゆえ形式的・抽象的な議論する場合以外には適切でないと考えられる。
我々の目的を踏まえ，指標環との関係から次のようなNπ(G)の分解を考えている。

Nπ(G) = ∪λ∈ΛNπ(CG(xλ)) (ここで，xλ ∈ Gπ)

この {Nπ(CG(xλ))}λ∈ΛをNπ(G)の被覆と呼ぶことにし，Nπ(G)の被覆 {Nπ(CG(xλ))}λ∈Λ
達の中の |Λ|の最小値を l(Nπ(G))で表すこととする。この被覆において各Nπ(CG(xλ))は
可縮であるから，その意味で単純な構造を持っていることがわかる。冒頭に記載されて
いる部分群の束についても同様に被覆が定義される。Nπ(G)の被覆 {Nπ(CG(xλ))}λ∈Λの
各ピースを ⟨xλ|λ ∈ Λ⟩に制限してできる ⟨xλ|λ ∈ Λ⟩の被覆 {Nπ(C⟨xλ|λ∈Λ⟩(xµ))}µ∈Λの各
ピースも可縮になっていることから次の問いが浮かんでくる。

Quiz Nπ(G)とNπ(⟨xλ|λ ∈ Λ⟩)の幾何的構造に関してどのような関係があるか。

上の問に対して，次がわかっている。

定理 ⟨xλ|λ ∈ Λ⟩が冪零であれば，Nπ(G)とNπ(⟨xλ|λ ∈ Λ⟩)はホモトピー同値である。
よって，この場合Nπ(G)は可縮である。

恐らくGが単純群の場合，上の定理と同様なことが成り立つと予想される。

4 l(Ne(G))とGの関係

l(Ne(G))とGの関係を考えることは，極普通なことであろう。しかし，Ne(G)の力の
及ばない範囲を考えるのは，ほぼ無意味と思われるので l(Ne(G))とOπ(e)′(G)（Oπ(e)′(G)

は [G : N ]と eが互いに外なるような正規部分群N で位数が最小のもの）或いは，

Ye(G) := ⟨x ∈ G| o(x)|e⟩
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との関係を調べる方が適当だと思われる。例えば，次の事実は，明らかに成立つ。

l(Ne(G)) = 1 ⇐⇒ (|Z(Oπ(e)′(G))|, e) ̸= 1

l(Ne(G)) = 1以外の場合では次のQuizが考えられる。

Quiz 2 ≤ l(Ne(G)) ≤ 4ならば，Oπ(e)′(G)は可解であるか。

5 l(Ne(G)) = 2の場合

この節では，l(Ne(G)) = 2の場合を考察する。即ち，次の既約な被覆がある場合を考
える。

Ne(G) = Ne(CG(s)) ∪Ne(CG(t))

但し，s, t ∈ Gであり o(s) = p, o(t) = q ∈ π(e)とする。この条件は、かなり強い条件な
ので伝統的な群論の手法を用いれば解決できると思うが，ここでは「束」，「poset]，或は
「単体的複体」の中でできるだけ考えたい。

補題　A [s, t] ̸= 1とする。このとき，次が成り立つ。
[sg, sh] = 1 (∀g, h ∈ CG(t)) 及び，[tk, tl] = 1 (∀k, l ∈ CG(s))

証明は次のとおりである。あるg, h ∈ CG(t)に対して，[⟨sg⟩, ⟨sh⟩] ̸= 1とすれば [⟨s⟩, ⟨shg−1⟩] ̸=
1となるので，⟨shg−1⟩ ̸∈ Ne(CG(s))。故に，⟨shg

−1⟩ ∈ Ne(CG(t))を得るが,これは [s, t] = 1

を意味するので矛盾である。

この補題から群論色の議論を多少行うと次が直ちに得られる。

命題　B 素数pについてNp(G) = Np(CG(s))∪Np(CG(t))かつ [s, t] ̸= 1であれば，p = 2

であり ⟨s, t⟩ ≃ D8である。

前章の定理を用いると次を得る。

系 　 l(Np(G)) = 2ならば，Np(G)は可縮である。

補題 Aの証明でも明らかなように次にあげる集合は重要である。

S = {x ∈ G|[s, sx] ̸= 1} 及び，　 T = {y ∈ G|[t, ty] ̸= 1}

なぜならば，補題 Aの証明方法を用いると x ∈ Sならば

x∗ : Ne(CG(s))→ Ne(CG(t)) (X ∈ Ne(CG(s)) 7→ Xx)

なる単射poset mapを得ることができるからである。実際，X ∈ Ne(CG(s))ならば ⟨s,X⟩ ∈
Ne(CG(s))であり，⟨sx, X⟩x ̸∈ Ne(CG(s))となるから ⟨sx, X⟩x ∈ Ne(CG(t))。よってXx ∈
Ne(CG(t))となる。

これと似たような議論をすると「もし [s, t] = 1であるならば，S ∩ T = ∅」も得られる。
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また, S = ∅であるならば，Op(G) ̸= 1, 及び，T = ∅であるならば，Oq(G) ̸= 1が成り立
つことも容易にわかる。

補題　C S ̸= ∅かつ T ̸= ∅とする。このとき

H = ST ∪ ST ST ∪ ST ST ST ∪ · · ·

は明らかにGの部分群であり，H = CG(s)HCG(t)を満たす。特にNe(G) = Ne(H)。

補題 Cを用いてほのかにQillen予想の香りのする次の主張を得る。

定理
F (G) ∩O{p,q}(G) ̸= 1.

（文責　飯寄）
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松尾代数から生成される頂点代数

東京女子大学 現代教養学部 数理科学科 山内 博

概 要
本研究は Cuipo Jiang, Ching Hung Lam 両氏との共同研究に基づくものである。その

あらましを報告する。

1 松尾代数
まず，3互換群の定義を復習する。

定義 1.1. G を群，I を位数が 2 の元からなる G の部分集合とする。G は I で生成され，任
意の a, b ∈ I について ab = bab ∈ I であり，また |ab| ≤ 3 が満たされるとき，組 (G, I) を 3

互換群と呼ぶ。

3互換群の概念は Fischerにより導入され，適当な仮定の下でその分類が研究された (cf. [Fi71])。
対称群 G = Sn とその互換のなす類 I = {(i j) ∈ Sn | 1 ≤ i < j ≤ n} が典型的な例であり，
その名もこの例から来ていると思われる。他にも以下の例が 3互換群となることが知られてい
る。(互換の類が明らかなものについては省略している。)

� ADE型のワイル群，ここで 3互換類は鏡映

� G = Sp2n(2) で I は移換全体

� G = O±
2n(2) で I は移換全体

� G = O±
2n(3) で I は鏡映全体

� G = Un(2) で I は移換全体

� G = Fi22,23,24，この場合 I は一意的な共役類

3互換群 (G, I) が与えられたとき，a, b ∈ I について，|ab| = 3 のとき二項関係 a ∼ b が成
り立つものと定め，この二項関係により隣接関係を定めることにより I にはグラフの構造が入
る。ここで a ∼ b ならば ab = ba すなわち bab = aba が成り立つ。簡便のため，a ∼ b のとき
a ◦ b = aba と定める。このとき 3互換群に付随した松尾代数は以下のように定義される。

定義 1.2 ([Ma05]). (G, I) を 3互換群とする。α, β ∈ C として，Bα,β(G) =
⊕

i∈I Cxi に積およ
び内積を以下のように定める。

xixj =


2xi (i = j)

α

2
(xi + xj − xi◦j (i ∼ j)

0 (その他)

(xi |xj) =



β

2
(i = j)

αβ

8
(i ∼ j)

0 (その他)

(1.1)

1
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このとき Bα,β(G)は不変内積を持つ可換代数となる。これを (G, I)に付随した松尾代数と呼ぶ。

頂点代数との対応を考慮して，各生成元 xi は xixi = 2xi を満たすように積を定義している
が，このとき xi/2 が冪等元となるので，松尾代数は冪等元で張られ，生成される代数である。
一般には松尾代数は非結合的である。
3互換群の定義において I は共役類とは限らなかった。I が一つの共役類となるための条件
は，先述したグラフ構造を考えたとき，これが連結となることであり，それゆえ I が一つの共
役類でないことと，I = I1 t I2 で Ii 6= ∅ (i = 1, 2) なる非連結な部分集合に分割されること
は同値である。この場合，Gi = 〈Ii〉 (i = 1, 2) とおけば (Gi, Ii) は G の 3互換部分群であり，
G はこれらの中心積G = G1 ∗G2 となっている。対応して，松尾代数も両側イデアルへの直和
分解

Bα,β(G) = Bα,β(G1)⊕Bα,β(G2)

を持ち，さらにこの分解は内積に関する直交分解にもなっている。そのため，松尾代数の構造
を考える際は，I は一つの共役類と仮定して差し支えない1。I が連結，すなわち一つの共役類
であるとき，G を連結もしくは直既約という。また，|I| = 1 のとき，G および I を自明とい
い，そうでないとき非自明という。以下では主に非自明かつ直既約な例を考える。
G が直既約のとき，i ∈ I に対して k := |{j ∈ I | j ∼ i}| は i に依らず一定値をとる。(これ

は I をグラフとみたときの次数と一致する。) もし kα + 4 6= 0 ならば，次の元

ω =
4

kα + 2

∑
i∈I

xi (1.2)

を考えると，直接計算により ω/2 は Bα,β(G) の単位元を与えることが確認できる。また，こ
のとき 2(ω |ω) = 4β|I|/(kα + 4) であることも確認できる2。
さて，G は共役により I に作用していた。その作用は自然に Bα,β(G) の自己同型へと拡張
される。すなわち，次の準同型が一意に定まる。

σ : G −→ AutBα,β(G)

a 7−→ σa : x
i 7→ xaia

−1
(1.3)

定義から Kerσ = Z(G) であり，それゆえ G の中心が自明であれば，σ は単射となる。ここで
α 6= 2 を仮定する。すると，各 i ∈ I について，xi の随伴作用 ad xi は 3つの固有値 0, 2, α を
持ち，松尾代数は次ように分解する。

Bα,β(G) = Cxi ⊕ Ker ad xi ⊕ Ker (ad xi − α)

ad xi : 2 0 α

σi : 1 1 −1

(1.4)

このとき，ad xi による固有空間分解から，i ∈ I の作用が復元されることが見てとれる。これ
は，松尾代数の場合には，3互換群を忘れても，生成元 (冪等元) xi の作用から，群が復元でき
ることを意味している。次節でみるように，他の代数の部分構造として松尾代数が含まれてい
る場合，その代数構造から自己同型群として 3互換群の作用が自然と現れることがある。実際
には，松尾代数はこのような考察を経て，導入されたものである (cf. [Mi96, Ma05])。

1初めから 3互換群の定義において I は共役類としてしまってもよいのだが，3互換部分群を考えた場合，例
えば Sk ×Sn−k < Sn のような，必ずしも 3互換類が共役類とは限らないものが現れるため，そうしていない。

2頂点代数において ω は共形ベクトルに対応し，2(ω |ω) の値は中心電荷に対応する。

2
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2 グライス代数
V を OZ 型の頂点代数，すなわち V = ⊕n≥0Vn, V0 = C1, V1 = 0 なる次数分解を持つ頂点
代数とする。このとき次数 2の部分空間 V2 には以下の積3および内積により不変内積を持つ可
換代数構造が導入される。

ab = a(1)b, (a | b)1 = a(3)b (a, b ∈ V2) (2.1)

これを V のグライス代数とよぶ4。以下では，主に OZ 型の頂点代数を考える。e ∈ V2 は
Le(n) = e(n+1) とおくときに以下の交換関係式

[Le(m), Le(n)] = (m− n)Le(m+ n) + δm+n,0
m3 −m

12
ce, ce = 2(e | e) ∈ C (2.2)

を満たすとき，中心電荷 ce のヴィラソロ元と呼ばれる。

補題 2.1 ([Mi96]). e ∈ V2 がヴィラソロ元であることと，e/2 がグライス代数における冪等元
であることは同値であり，このとき中心電荷は ce = 2(e | e) で与えられる。

この補題より，グライス代数における冪等元を考察することは頂点代数におけるヴィラソロ
元を調べることと同義となり，重要となる。

定義 2.2. 中心電荷 1/2 のヴィラソロ元 e ∈ V2 はそれが生成するヴィラソロ頂点部分代数が単
純すなわち 〈e〉 ∼= L(1/2, 0) となるとき，イジング元と呼ばれる。また，イジング元 e ∈ V が V

において L(1/2,1/16) と同型な部分加群を持たないとき，σ型と呼ばれる。

e ∈ V が σ型のイジング元であるならば，V を 〈e〉 ∼= L(1/2, 0)-加群とみたとき，L(1/2, 0) お
よび L(1/2,1/2) の直和と同型となる。それゆえゼロモード 2e(1) = 2Le(0) は V 上半単純であり，
整数固有値を持つ。よって (−1)2e(1) は V 上 well-defined となる。

命題 2.3 ([Mi96]). V を OZ 型の頂点代数とする。

(1) e ∈ V を σ型イジング元とするとき，σe := (−1)2e(1) ∈ AutV である。

(2) e, f を相異なる σ型イジング元とするとき，(e | f) = 0 もしくは 2−5 である。(e | f) = 2−5

ならば |σeσf | = 3, σef = σfe であり，グライス代数において ef =
1

4
(e+ f − σef) を満た

す。また，(e | f) = 0 ならば σeσf = σfσeで，グライス代数において ef = 0 となる。

(3) EV を V における σ型イジング元の集合とするとき，GV = 〈σe | e ∈ EV 〉 は 3互換群を
なす。

命題 2.3 (2) より，線形包 CEV ⊂ V2 はグライス代数において部分代数をなし，3互換群 GV

に付随した松尾代数 B1/2,
1/2
(GV ) の準同型像となることが分かる。さらに，GV はグライス代数

のみならず，頂点代数全体の構造を保つ自己同型群を与えている。このように σ型イジング元
で生成される頂点代数には 3互換群が自然と対応する。

3ここで Y (a, z) =
∑

n∈Z a(n)z
−n−1 ∈ (EndV )[[z±1]] である。

4その理由は V としてムーンシャイン頂点代数 V ♮ を考えた場合，最初グライスによって構成され，その後コ
ンウェイにより再構成されたモンスター群のグライス代数が得られるからである。

3
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3 σ型イジング元で生成される頂点代数
次の条件を満たす頂点代数を考えよう。

条件 1. 頂点代数 V は以下を満たす。

(1) V は OZ 型である。

(2) EV を V における σ型イジング元の集合として，V は EV により生成されている。

以下，V は上記の条件を満たすものとする。このとき IV = {σe | e ∈ EV } として GV = 〈IV 〉
とすれば (GV , IV ) は 3互換群となるのであった。もし EV が EV = A tB, A ⊥ B = 0 なる直
交分割を持てば，V = 〈A〉⊗〈B〉 となり，さらに 〈A〉, 〈B〉 それぞれも条件 1 をみたす。よって
以下では EV は直既約，すなわち非自明な直交分割を持たないものとする。

命題 3.1 ([JLY19]). V は {a1(−n1) · · · ak(−nk)1 | k ≥ 0, ai ∈ EV , ni ≥ 0} の線形包と一致する。

この命題から特に，V のグライス代数は CEV と一致することが分かる。これと命題 2.3を
合わせることで次が従う。

命題 3.2 ([Mi96, Ma05]). 全射 B1/2,
1/2
(GV ) ↠ V2 = CEV が存在する。特に，V が単純であれ

ば，そのグライス代数 V2 は B = B1/2,
1/2
(GV ) としてその非退化商B/radB と同型である。

条件 1を満たす頂点代数については多くの先行研究がなされており，正定値性の仮定の下で
は (V ではなく) GV の分類が完成している。

定理 3.3 ([KM01, Ma05]). V を条件 1を満たす R 上の頂点代数とし，さらに V の不変内積は
正定値とする。3互換群 GV = 〈σe | e ∈ EV 〉 で直既約なものは，次の群

Sn, O−
6 (2), O−

8 (2), Sp6(2), Sp8(2), O+
8 (2), O+

10(2)

もしくはこれらの自然加群による次の拡大のいずれかに同型である。

F :Sn, F 2:Sn, F6
2:O

−
6 (2), F6

2:Sp6(2), F8
2:O

+
8 (2)

ここで埋め込みS2n+1 < Sp2n(2)およびS2n+2 < Sp2n(2)によりSnの自然加群 F は F2⌊(n−1)/2⌋
2

としている。

この定理に現れる 3互換群はカイパースとホールの分類 [CH95] において斜交型と呼ばれる
ものに限られている。また，上記の群を実現する頂点代数の例も知られており，R を ADE 型
のルート格子として，V +√

2R
の部分代数として得られている (cf. [Ma05])。

定理 3.3 は頂点代数 V ではなく，それに付随する 3 互換群 GV の分類に関する結果であっ
たが，V 自身については次の定理が成り立つ。

定理 3.4 ([JLY19]). 条件 1 を満たす頂点代数は唯一つの単純商を持つ。特に，単純であれば，
頂点代数構造はそのグライス代数から一意的に定まる。

この定理の系として，定理 3.3に現れる群 GV を実現する V は一意であり，[Ma05] で与え
られた例のみであることが分かる。さて，定理 3.4において，我々は単純性の仮定の下で一意
性を得たが，単純性自体についてもさらに考察を行い，次の結果を得た。

4
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命題 3.5 (Jiang-Lam-Y.). V を条件 1を満たす頂点代数とする。GV = 〈σe | e ∈ EV 〉 が定理 3.3

に現れる以下の群と同型ならば，V は単純頂点代数となる。

F≤2:Sn, O−
6 (2), F6

2:O
−
6 (2), O−

8 (2), Sp6(2), F6
2:Sp6(2), Sp8(2), O+

8 (2), F2:O
+
8 (2), O+

10(2)

さらに，上記の結果に基づいて，F 3:S4, F8
2:Sp8(2) およびO−

10(2) は条件 1を満たす頂点代数
V に付随する群 GV の部分群には成りえないことが証明できる。この考察とカイパースとホー
ルによる 3互換群の分類結果 [CH95] を合わせることで，次の分類定理を得た。

定理 3.6 (Jiang-Lam-Y.). V を条件 1を満たす頂点代数とし，GV = 〈σe | e ∈ EV 〉 は直既約と
する。このとき GV は定理 3.3に現れるものに限る。すなわち，定理 3.3はC 上で考え，正定
値性を課さなくてもそのまま成り立つ。

これで条件 1を満たす頂点代数の完全な分類が得られたと考えられる。分類が完成した事自
体は嬉しいのであるが，出来上がった結果だけを見てみると，元となった定理 3.3を補強した
のみで，それを超えた何か新しい例はないという結果でもあるため，この点においては少々残
念なところでもあるというのが正直な印象である。
講演では，代数的組合せ論を関する集会であることから，分類結果をまとめた，下の表を最
後に示して締めくくりとした。(頂点代数の記法については説明は省略している。)

V K(An−1, 2) V +√
2An−1

V +√
2Dn

K(E6, 2) V +√
2E6

K(E7, 2)

GV Sn F :Sn F 2:Sn O−
6 (2) 26:O−

6 (2) Sp6(2)

dimV2 n(n− 1)/2 n(n− 1) n(3n− 1)/2 36 57 63

|IV | n(n− 1)/2 n(n− 1) 2n(n− 1) 36 72 63

c.c. n(n− 1)/(n+ 2) n− 1 n 36/7 6 63/10

density n/2 + 1 n 2(n− 1) 7 12 10

V V +√
2E7

Com(K(A2, 2), V
+√
2E8

) K(E8, 2) K(E8, 2) V +√
2E8

V +√
2E8

GV 26:Sp6(2) O−
8 (2) O+

8 (2) Sp8(2) 28:O+
8 (2) O+

10(2)

dimV2 91 85 120 120 156 156

|IV | 126 136 120 255 240 496

c.c. 7 34/5 15/2 15/2 8 8

density 18 20 16 34 30 62

この表において density なる値は |IV | を中心電荷の値で割ったものであり，ここだけの意味で
設けた私の創作であって，広く受け入れられているものではない。格子に付随した頂点代数に

5
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おいては，中心電荷は格子の階数すなわち次元と一致し，また，|IV | は無限系列においてはほ
ぼ格子の階数の 2 乗に比例することから，この比は対称性の大きさを測る一つの尺度と思い，
勝手ながら紹介させて頂いた。分類結果において例外的に対称性が大きくなっている例をよく
表現していると個人的には考えている。
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An alternative construction of the Hermitian unital

2-(28, 4, 1) design

井上　浩一

群馬パース大学 (k-inoue@teac.paz.ac.jp)

1 まえがき

非退化な Hermite形式をもつ F4 := F2[ω] (ω
2 + ω + 1 = 0)上の 3次元ベクトル空間 V は，任

意の基底 (e1, e2, e3)に対して (e1, e2, e3, ωe1, ωe2, ωe3)を基底とする F2 上の 6次元ベクトル空間

V ′ とみなすことができるが，さらに

Q(x) := h(x, x), s(x, y) := h(x, y) + h(y, x) (∀x, y ∈ V )

によって定義される V ′ 上の 2次形式 Qは，非退化かつWitt指数 2 (いわゆるマイナス型)であ

り，その極形式が sになる。これはユニタリ群 U(3, 2)から直交群 O−(6, 2)がつくられることを意

味しており，実際に U(3, 2)はO−(6, 2)の極大部分群である。一方，AutF4の位数 2の元 θが引き

起こす半線形変換 θ̂と，U(3, 2)が生成する群 ΓU(3, 2)の指数 3の部分群ΣU(3, 2)は，Chevalley

群 G2(2)の極大部分群である。また，2つの群 O−(6, 2) : 2と G2(2)はともにシンプレクティッ

ク群 Sp(6, 2)の極大部分群である。これらの相関図は図 1の通りであり，—は極大部分群を，数

字は指数を，S6(2)は Sp(6, 2)を表す。今回，我々 [5]は ΣU(3, 2)からつくられる O−(6, 2)を変

形させて，G2(2)を構成することができた。

図 1 Sp(6, 2)の部分群

以下，話を簡単にするために数ベクトル空間で記述するが，抽象ベクトル空間で記述することも

できる (例えば，Taylor [8, Chapter 10])。また，(組合せ)デザインの定義は省くが，多くの参考
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書があるので (例えば，Cameron & van Lint [2])，そちらを参照されたい。

2 Hermitian unital design

有限体K := Fq2 (q :素数べき)上の 3次元ベクトル空間 V := K3 に (非退化な)Hermite形式

h(x, y) :=

3∑
i=1

xiyi (∀x, y ∈ V )

を定義する。ここで，x := (x1, x2, x3), y := (y1, y2, y3)であり，Aut
(
Fq2/Fq

)
の (ただ 1つの)

位数 2の元 θ に対して λ̄ = λθ (∀λ ∈ Fq2)とかく。λθ = λq が成り立つ。

V の 1 次元部分空間 ⟨x⟩, 2 次元部分空間 ⟨x, y⟩ をそれぞれ射影平面 PG(V ) の点，直線とみ

なし，
[x] := {λx | λ ∈ K×}, [x, y] := {[y]} ∪ {[x+ λy] | λ ∈ K}

と同一視する。[x]と (hに関して)直交する点全体を [x]⊥ で表す:

[x]⊥ := {[z] | h(x, z) = 0}

PG(V )の isotropic point全体を Ω，nonisotropic point全体を Ω̄で表す:

Ω := {[a] | h(a, a) = 0}, Ω̄ := {[u] | h(u, u) ̸= 0}.

|Ω| = q3 + 1, |Ω̄| = q4 − q3 + q2 が成り立つ。さらに，次の定理はよく知られている (例えば，

Taylor [8, Chapter 10, p.123])。

定理 1. 結合構造 H(q) :=
(
Ω,
{
Ω ∩ [u]⊥ | [u] ∈ Ω̄

})
は 2-(q3 + 1, q + 1, 1) design であり，

AutH(q) = PΓU(3, q)である。

注意 2. この H(q) は Hermitian unital design と呼ばれる。特に，H(2) は 2-(9,3,1) de-

sign, すなわち位数 3 の Affine 平面である。H(3) は表題に現れる 2-(28,4,1) design であり，

PΓU(3, 3)
(
= U3(3) : 2とかく

)
は G2(2)と同型であることが知られている。

G. Hölz [4]はH(3)に 252個の 4-arc (i.e., どの 3個も collinearでない Ωの 4-subset)を加え

て，2-(28,4,5) design を構成した。この design の自己同型群は
(
U3(3) : 2ではなく

)
Sp(6, 2) に

なる。この design の 1 点に関する derived design 1-(27,3,5) は，J. A. Thas [9] によって (一意

的に存在する)位数 (2,4)の generalized quadrangleであることが認識された。さらに，Cameron

et al. [1] は，この quadrangle の (デザインとしての) 拡大が一意的であることを示した。この

quadrangleは，O−
6 (2)-geometryにおける 27個の singular vectorと 45個の totally singular line

によって記述されるが，まえがきで述べたように U3(2)-geometryから O−
6 (2)-geometryを構成す

ることができるから，我々は U3(2)-geometryに着目した。

以下，q = 2とし F4 = F2[ω] (ω
2 + ω + 1 = 0)とする。
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補題 3. PG(V )の lineは次の 2種類に分かれる:

• hyperbolic line · · · · · · 3個の Ωの元と，直交する 2個の Ω̄の元を含む。[u]⊥ ([u] ∈ Ω̄)の

形をしている。

• parabolic line · · · · · · 1個のΩの元と，互いに非直交な 4個の Ω̄の元を含む。[a]⊥ ([a] ∈ Ω)

の形をしている。

したがって
Ω̄

1:1←→ hyperbolic line全体,　 Ω
1:1←→ parabolic line全体

が成り立つ。

3 H(3)の別構成

この章では U3(2)-geometry からH(3) の cross characteristic construction を与える。H(2)

のすべての parallel classは 4個あるが，それらを F1, F2, F3, F4 とする。ただし，H(2)のブロッ

ク Ω ∩ [u]⊥ と [u] ∈ Ω̄は同一視する。各 Fi のどの 2元も直交している。逆に，直交している 2個

の Ω̄の元はただ 1つの Fi に含まれる。

H0 := F1 ∪ F2, H̃0 := F3 ∪ F4

とおくと，両方とも PG(V )の hyperovalになる。PG(V )の hyperovalとは，どの 3個も collinear

でない 6点集合のことであり，PG(V )の任意の lineと 0または 2点で交わるという性質をもつ。

V0 := {a ∈ V | [a] ∈ Ω} (isotropic vector全体)とし，Ω ∋ [a] = {a, ωa, ω2a}を V0の 3-subset

とみれば，結合構造
D := (V0,Ω)

は 1-(27,3,1) designになる。さらに，a ∈ V0 に対して

B(a) :=
{
x ∈ V0 | h(a, x) = 1 and [a, x]⊥ ∈ H0

}
と

B̃(a) :=
{
x ∈ V0 | h(a, x) = 1 and [a, x]⊥ ∈ H̃0

}
を定義し，D に新しい点∞と新しいブロックたち

B :=
∪

a∈V0

{
B(a), B̃(a)

}
を付け加えた結合構造をD∗ とする。

命題 4. D∗ は 2-(28, 4, 1) designである。

略証明. V0 の異なるベクトル a, bを取る。
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i) [a] = [b]のとき，{a, b}を含むD∗ のブロックは [a] ∪ {∞}のみ。
ii) h(a, b) = 1のとき，c := a+ b ∈ V0 である。

(i) [a, b]⊥ ∈ H0 のとき，{a, b} ⊂ B(c)である。

(ii) [a, b]⊥ ∈ H̃0 のとき，{a, b} ⊂ B̃(c)である。

iii) h(a, b) ∈ {ω, ω̄}のとき，α := h(a, b), ⟨u⟩ := ⟨a, b⟩⊥ とおく。
(i) [a, b]⊥ ∈ H0 のとき，[u] ∈ H0 であり，ある λ ∈ F×

4 に対して c := ᾱa+ αb+ λu ∈ V0

とおくと，{a, b} ⊂ B̃(c)である。

(ii) [a, b]⊥ ∈ H̃0 のとき，[u] ∈ H̃0 であり，ある λ ∈ F×
4 に対して c := ᾱa+ αb+ λu ∈ V0

とおくと，{a, b} ⊂ B(c)である。

以上により，2点を含むブロックが少なくとも 1個あることが示されるが，ちょうど 1個あること

もわかる。

|AutD∗|を求めるために，群論的考察を必要とする。

θ̂(x) := (x̄1, x̄2, x̄3) (∀x := (x1, x2, x3) ∈ V )

によって定義される V 上の半線形変換 θ̂ と，ユニタリ群 U(3, 2) が生成する群を ΓU(3, 2) とか

き，θ̂と特殊ユニタリ群 SU(3, 2)が生成する群を ΣU(3, 2)とかくことにすれば，各々の群の位数

は表 1の通りである。

群 位数

ΓU(3, 2) 1296

U(3, 2) 648

ΣU(3, 2) 432

SU(3, 2) 216

表 1

補題 5. (上記の)B は ΣU(3, 2)-不変である。

定理 6. D∗ はH(3)と同型である。

略証明. ΣU(3, 2) はD∗ に作用しているから，|AutD∗| は 432 の倍数である。Krčadinac [6] が

非自明な自己同型写像をもつ 2-(28,4,1) designを分類している。その分類によれば，432の倍数で

あるものはただ 1つしかなく，|U3(3) : 2|になる。したがって，AutD∗ ≃ U3(3) : 2であり，D∗

はH(3)と同型である。

注意 7. {F1, F2, F3, F4}を交わっていない 2つの 2-subsetに分ける方法は 1
2

(
4
2

)
= 3通りあるか

ら，H0 と H̃0 の組の定義の仕方も 3通りあって，それぞれに対して上記の B を定義することがで
きる。それらを B1,B2,B3 とすれば，|Bi ∩Bj | = 0 (i ̸= j)であり，ΓU(3, 2)の位数 3の元によっ
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て移り合うから，D に Bi (i = 1, 2, 3) を付け加えて得られる 2-(28,4,1) design は互いに同型に

なる。

D∗ を射影化して，H(2)のブロックを付け加えると，(一意的に存在する)3-(10,4,1) design (す

なわち，Witt design W10)が得られる。

[a] ∈ Ωに対して

B[a] := {[x] | x ∈ B(a)} と B̃[a] :=
{
[x] | x ∈ B̃(a)

}
を定義する。

系 8. 結合構造Ω ∪ {∞}, {B ∪ {∞} | B : block of H(2)} ∪
∪

[a]∈Ω

{
B[a], B̃[a]

}
は 3-(10,4,1) designである。

U3(2)-geometryにおける H0 と H̃0 の組は，O−
6 (2)を G2(2)に変形させるためのカギであるよ

うに思われる。以下，G2(2)を自己同型群にもつ代表的な組合せ構造物 srg(36,14,4,6)と GH(2,2)

の別構成を与える。

4 srg(36,14,4,6)の別構成

この節では，G2(2)を自己同型群にもつ強正則グラフ srg(36, 14, 4, 6)の別構成を与える。強正

則グラフ (strongly regular graph, 略して srg)の定義は省くが，Cameron & van Lint [2]などを

参照されたい。

V1 := {u ∈ V | h(u, u) = 1} (nonisotropic vector全体)とし

W := {u ∈ V1 | [u] ∈ H0} と W̃ := {u ∈ V1 | [u] ∈ H̃0}

を定義する。V1 = W ∪ W̃ (非交和), |W | = |W̃ | = 18である。

命題 9. W ∪ W̃ を頂点集合にもつグラフ ∆の辺集合を次のように定める:

(i) u, v ∈W または u, v ∈ W̃ は h(u, v) ∈ {0, 1}のときに限り隣接する。
(ii) u ∈W と v ∈ W̃ は h(u, v) ∈ {ω, ω̄}のときに限り隣接する。

このとき，∆は srg(36, 21, 12, 12)であり，Aut∆ ≃ G2(2)である。

略証明. グラフ (
V1,

{
{u, v} ∈

(
V1

2

)
| s(u, v) = 0

})
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は自己同型群が O−
6 (2) : 2 となる srg(36, 15, 6, 6) であることが知られている。ここで，s は最初

のページで定義した交代形式である。s(u, v) = 0⇔ h(u, v) ∈ {0, 1}に注意すれば，このグラフの
W に関する switching graphは命題 9の∆になり，∆は srg(36, 21, 12, 12)になることがわかる。

また，Spence [7]は 36点上の srgを分類している。その分類によれば，上記の 2つのグラフはリ

ストに記載されている同じ switching class (No.1)に属すから，Aut∆ ≃ G2(2)となる。

系 10. ∆の補グラフ ∆̄は srg(36,14,4,6)であり，自己同型群は G2(2)である。さらに，辺集合は

次のようになる:

(i) u, v ∈W または u, v ∈ W̃ は h(u, v) ∈ {ω, ω̄}のときに限り隣接する。
(ii) u ∈W と v ∈ W̃ は h(u, v) = 1 (0はない)のときに限り隣接する。

5 GH(2,2)の別構成

この節では，G2(2) を自己同型群にもつ generalized hexagon GH(2,2) の別構成を与える。

partial linear space S := (P,L, I) の incidence graph Γ が連結，直径 (diameter)6 および内周

(girth)12をみたし，かつ各点を通るライン数が 3で，各ラインのサイズが 3であるとき，S は位

数 (2,2) の generalized hexagon と呼ばれ, GH(2,2) と表される。これの一般的な定義につい

ては Van Maldeghem [10]などを参照されたい。例えば，Fano平面の点集合とライン集合の和集

合を「点集合」とし，結合している点とラインの組全体を「ライン集合」と定義すれば，この「点

集合」と「ライン集合」は GH(1,2)をなす。GH(2,2)は同型と双対 (i.e., S の点とラインを入れ

換え，結合を逆にしたもの)を除いて一意に存在することが知られている (Cohen & Tits [3])。

a ∈ V0 に対して

L(a) := {x ∈W | h(a, x) = 0 and a+ x ∈W} ∪ {a}
と

L̃(a) :=
{
x ∈ W̃ | h(a, x) = 0 and a+ x ∈ W̃

}
∪ {a}

を定義する。

命題 11. 結合構造 (
V \ {0},

∪
a∈V0

{
[a], L(a), L̃(a)

})
は GH(2,2)である。

6 あとがき

Chevalley 群 G2(2) を自己同型群にもつ 3 つの代表的な組み合わせ構造物 2-(28,4,1) design,

srg(36,14,4,6) および GH(2,2) の別構成をベクトル空間 F3
4 のベクトルたちで記述できるように
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なった。さらに，Hermitian unital design H(3)の射影化でWitt design W10 が得られたことも

(少なくとも我々にとっては)意外であった。H(3)と同じパラメータをもつが非同型な designと

して，Ree unital designと呼ばれるものがある。これの構成は，ベクトル空間 F6
3 のベクトルた

ちで記述されることが定説になっているが，これの自己同型群 L2(8) : 3がシンプレクティック群

S6(2)の極大部分群であることから，本文の 1-(27,3,1) design Dの拡大により得られると思う。そ

の際，ΣU(3, 2)の位数 18の部分群 (≃二面体群D18)に着目することになるが，この関係性は次の

ようにしても得られる:　直交群 O−(2, 8)は位数 18の二面体群と同型であり，O−(2, 8)-geometry

(V, q) (q :マイナス型の 2次形式)から, q の極形式を bとして

Q(x) := q(x) + q(x)2 + q(x)4, s(x, y) := b(x, y) + b(y, x)2 + b(x, y)4 (∀x, y ∈ V )

によって定義される 2次形式 Qは，非退化かつWitt指数 2 (いわゆるマイナス型)であり，その

極形式が sになるので，O−(6, 2)-geometryが構成される。ベクトル空間 F2
8 (または F6

2)のベク

トルたちで記述できたら，cross characteristic construction になるから面白いように思える。た

だし，射影平面 PG(2, 8) の典型的な hyperoval と交わっていない 28 本の射影直線と，63 個の

nonisotoropic pointから構成することができるので，cross characteristic constructionがないわ

けではない。
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符号のJacobi多項式とその組合せデザインへの応用
石川麗菜 ∗

1 はじめに
　 1997 年に小関道夫氏により導入された，符号の Jacobi 多項式という概念がある [8]．これまで多

くの研究者が Jacobi 多項式を符合理論に応用すべく研究を行なってきた．中でも最も成功を収めたのは
A. Bonnecaze 氏らによる符号から得られる組合せデザインの存在性の判定である．A. Bonnecaze 氏ら
は，Molien 級数や Jacobi 多項式の係数，Type II 符号の重さ分布多項式に着目し，符号がいつ組合せデ
ザインを持つかどうかの判定法を与え，実際に組合せデザインを構成した．さらに，A. Bonnecaze 氏ら
は colored t-designという概念を導入し，Z4 符号と F3 符号に対応させ，Jacobi多項式を用いて colored
t-designを構成した [1, 2, 3]．また，2022年には，Chakraborty氏らが複数の符号語を用いる Jacobi多
項式の概念を導入し，Cameron氏が定義した一般化 t-designへの応用を示した [6]．
本稿では，Fq上の符号に対して一般化 Jacobi多項式の概念を導入し，符号から得られる colored t-design

の存在性を判定する条件を与える．これは小関道夫氏による符号の Jacobi多項式を拡張した新しい概念
である．第 2章では組合せデザインと符号の定義を導入する．第 3章では実際に具体的な符号を用いて，
colored designを構成する方法を紹介する．

2 組合せデザイン
組合せデザインは試験の効率化を図る実験計画法の一つとして 19世紀に誕生し，20世紀以降も多くの

数学者たちが理論を発展させてきた．第 1章では，組合せデザインの概念を説明する．次に線形符号を説
明した後，線形符号から組合せデザインを構成できることを示す．また，組合せデザインが Jacobi多項
式によって判定できることを紹介する．

2.1 組合せデザインの定義と例
はじめに，組合せデザインの定義を例を交えながら説明する．

定義 2.1 (t-(n, k, λ) design). X = {1, 2, . . . , n}, B ⊂
(
X

k

)
とする．(X,B)が t-(n, k, λ) designである

とは，任意の T ∈
(
X

t

)
に対して，

λ = |{B ∈ B | T ⊆ B}|

が一定に定まることである．
∗早稲田大学大学院基幹理工学研究科，reina.i@suou.waseda.jp
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例 2.2. X = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7},

B = {{1, 2, 4}, {2, 3, 5}, {3, 4, 6}, {4, 5, 7}, {5, 6, 1}, {6, 7, 2}, {7, 1, 3}},

とおくと，任意の T ∈
(
X

2

)
に対して

|{B ∈ B | T ⊆ B}| = 1.

よって，(X,B)は 2-(7, 3, 1) designである．これは，任意の二つの数字の組 (∈
(
X
2

)
)が図 1のただ一つの

辺上に現れることに対応する．

11

44 55

22 66

77

33

図 1

2.2 符号から得られる組合せデザイン
t-designは符号を用いて構成することができる.符号を定義するにあたり，ハミング距離を次で定義する．

定義 2.3 (ハミング距離). x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ Fn
q に対し，ハミング距離 dH(x, y)を以下

で定義する．
dH(x, y) :=

n∑
i=1

d(xi, yi)

ただし，

d(xi, yi) :=

0 (xi = yi)

1 (xi 6= yi)
.

例 2.4.
dH((0, 0), (0, 1)) = 1.

定義 2.5 (線形符号). C( 6= {0})がFn
q の部分空間で，dim(C) = kかつ最小ハミング距離 dmin(C) = d( 6= 0)

が成り立つとき，[n, k, d]q 線形符号であるという．ここで，最小ハミング距離 dmin(C)とは，符号 C の
相異なるベクトルの最小ハミング距離のことである．nを C の lengthという．

2
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例 2.6.
C = {(0, 0, 0), (1, 1, 0), (0, 1, 1), (1, 0, 1)}

は [3, 2, 2]2 線形符号である．
なぜならば，基底として {(1, 1, 0), (0, 1, 1)} がとれるので dim(C) = 2である．また，

dH((0, 0, 0), (1, 1, 0)) = dH((0, 0, 0), (0, 1, 1)) = dH((0, 0, 0), (1, 0, 1))

= dH((1, 1, 0), (0, 1, 1)) = dH((1, 1, 0), (1, 0, 1))

= dH((0, 1, 1), (1, 0, 1)) = 2

より，d = dmin = 2となる．

なお，線形符号 C の元 c = (c1, . . . , cn)を C の符号語という．

定義 2.7 (線形符号の内積). [n, k, d]q 線形符号の符号語 x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn)の内積を次で
定義する．

x · y = x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn

なお，x · y = 0のとき，x, yは直交するという．

定義 2.8 (双対符号). 線形符号 C⊥の任意の符号語が C の任意の符号語と直交するとき，C⊥は [n, k, d]q

線形符号 C の双対符号であるという．すなわち，双対符号は以下で定義される．

C⊥ := {x ∈ Fn
q | x · y = 0, ∀y ∈ C}.

定義 2.9. C を [n, k, d]q 線形符号とし (k = dim(c))，符号語 c ∈ C を c = (c1, c2, . . . , cn)としたとき，以
下を定義する．

• supp(c) := {i | ci 6= 0},

• wt(c) := |supp(c)|,

• Cℓ := {c ∈ C | wt(c) = ℓ}.

すなわち，supp(c)は符号語 cの 0以外の要素をもつ座標の集合，wt(c)は符号語 cの 0以外の要素の
数，Cℓ は 0以外の要素を ℓ個持つような符号語の集合である．

例 2.10. C = {(0, 0, 0), (1, 1, 0), (0, 1, 1), (1, 0, 1)}について，
supp((0, 1, 1)) = {2, 3},

wt((0, 1, 1)) = 2,

C2 = {(1, 1, 0), (0, 1, 1), (1, 0, 1)}.

定義 2.11 (Type II 符号). C を [n, k, d]2 線形符号とする．C が Type II 符号とは，C = C⊥ かつ 任意
の c ∈ C に対して wt(c) ≡ 0 (mod 4)を満たすことである．

3
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例 2.12 (length 8 の Type II 符号). H̃ (拡大 Hamming [8, 4, 4]2 符号 )は Type II 符号である．実際，
H̃ の生成行列

G̃ =


1 0 0 0 1 1 0 1

0 1 0 0 1 0 1 1

0 0 1 0 0 1 1 1

0 0 0 1 1 1 1 0


は G̃G̃t = Oを満たすので H̃ = H̃⊥ (自己双対 )である．

また，H̃ は (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)，(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1)と以下の符号語から成る．
(1, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 1) (0, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 0)

(0, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 1) (1, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 0)

(0, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 1) (1, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 0)

(0, 0, 0, 1, 1, 0, 1, 1) (1, 1, 1, 0, 0, 1, 0, 0)

(1, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 1) (0, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 0)

(0, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 1) (1, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 0)

(1, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 1) (0, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 0)

たしかに任意の c ∈ H̃ に対して， wt(c) (= 0 or 4 or 8) ≡ 0 (mod 4)である．
定義 2.13 (Type III 符号). C を [n, k, d]3 線形符号とする．C が Type III 符号とは，C = C⊥ かつ任意
の c ∈ C に対して wt(c) ≡ 0 (mod 3)を満たすことである．
例 2.14 (length 4 の Type III 符号).

C = {(0, 0, 0, 0), (2, 0, 2, 2), (2, 1, 0, 1), (2, 2, 1, 0), (1, 0, 1, 1),

(0, 1, 1, 2), (1, 2, 0, 2), (1, 1, 2, 0), (0, 2, 2, 1)}

は Type III 符号である．実際，C の生成行列

G =

[
1 0 1 1

0 1 1 2

]
は GGt = Oを満たし，∀c ∈ C は wt(c) ≡ 0 (mod 3)である．

定義 2.15 (Type IV 符号). C を [n, k, d]4 線形符号とする．C が Type IV 符号とは，C = C⊥ かつ任意
の c ∈ C に対して wt(c) ≡ 0 (mod 2)を満たすことである．
例 2.16 (length 4 の Type IV 符号).

t4 = {(1, 1, 0, 0), (α, α, α2, α2), (α, α, α, α), (α, α, 1, 1), (α, α, 0, 0),

(α2, α2, α2, α2), (α2, α2, α, α), (α2, α2, 1, 1), (α2, α2, 0, 0),

(0, 0, α2, α2), (0, 0, α, α), (0, 0, 1, 1), (0, 0, 0, 0), (1, 1, α2, α2),

(1, 1, α, α), (1, 1, 1, 1)}

は Type IV 符号である．実際，t4 の生成行列

G =

[
1 1 0 0

0 0 1 1

]
は GGt = Oを満たすので C = C⊥. ∀c ∈ t4 は wt(c) ≡ 0 (mod 2)である．

4
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定義 2.17 (符号から作る t-design). X = {1, 2, . . . , n}, B(Cℓ) := {supp(c) | c ∈ C,wt(c) = ℓ}とおく．こ
のとき C を上手く選ぶと、(X,B)は t-designになる．

例 2.18. 

C = {(0, 0, 0), (1, 1, 0), (0, 1, 1), (1, 0, 1)} ⊂ F3
2,

C2 = {(1, 1, 0), (0, 1, 1), (1, 0, 1)},

X = {1, 2, 3},

B(C2) = {{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}},

とすると，任意の T ∈
(
X

2

)
= {{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}}に対して

|{B ∈ B(C2) | T ⊆ B}| = 1.

従って，(X,B(C2))は 2-(3, 2, 1) designである．

例 2.19.

G =


1 0 0 0 1 1 0

0 1 0 0 1 0 1

0 0 1 0 0 1 1

0 0 0 1 1 1 1


を生成行列とする符号 H(Hamming [7, 3, 4]符号 )を考える．H は，(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)，(1, 1, 1, 1, 1, 1, 1)

と以下のH3 とH4 から成る．
(1, 1, 0, 1, 0, 0, 0) (0, 0, 1, 0, 1, 1, 1)

(0, 1, 1, 0, 1, 0, 0) (1, 0, 0, 1, 0, 1, 1)

(0, 0, 1, 1, 0, 1, 0) (1, 1, 0, 0, 1, 0, 1)

(0, 0, 0, 1, 1, 0, 1) (1, 1, 1, 0, 0, 1, 0)

(1, 0, 0, 0, 1, 1, 0) (0, 1, 1, 1, 0, 0, 1)

(0, 1, 0, 0, 0, 1, 1) (1, 0, 1, 1, 1, 0, 0)

(1, 0, 1, 0, 0, 0, 1) (0, 1, 0, 1, 1, 1, 0)

H3 = {c | wt(c) = 3} H4 = {c | wt(c) = 4}X = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7},

B(H3) = {{1, 2, 4}, {2, 3, 5}, {3, 4, 6}, {4, 5, 7}, {5, 6, 1}, {6, 7, 2}, {7, 1, 3}},

とすると，任意の T ∈
(
X

2

)
に対して |{B ∈ B | T ⊆ B}| = 1. (X,B(H3))は 2-(7, 3, 1) designである．

2.3 Jacobi多項式と組合せデザイン
Jacobi多項式を用いると C からどのような t-designが得られるのかを判断できる．Jacobi多項式を以
下のように定義する．

5
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定義 2.20 (Jacobi多項式). C を [n, k, d]q 線形符号, T ⊂ {1, . . . , n} = [n]とする．

JC,T (x0, x1, y0, y1) :=
∑
c∈C

x
m0(c)
0 x

m1(c)
1 y

n0(c)
0 y

n1(c)
1 .

ここで，

m0(c) := |{i | ci = 0, i ∈ T}|,

m1(c) := |{i | ci 6= 0, i ∈ T}|,

n0(c) := |{i | ci = 0, i ∈ [n] \ T}|,

n1(c) := |{i | ci 6= 0, i ∈ [n] \ T}|.

例 2.21. [4, 2, 2]2 線形符号

C = {(0, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 1), (1, 0, 1, 0), (1, 1, 1, 1)}

の T = {1}の Jacobi多項式は以下である．

JC,T (x0, x1, y0, y1) = x1
0x

0
1y

3
0y

0
1 + x1

0x
0
1y

1
0y

2
1 + x0

0x
1
1y

2
0y

1
1 + x0

0x
1
1y

0
0y

3
1 .

定理 2.22. 任意の T ⊂ {1, . . . , n} (|T | = t)に対し，JC,T が一意的に定まるとする．このとき，任意の ℓ

に対し Cℓ ( 6= ∅)は t-designである．

例 2.23. C = {(0, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1)}, T ⊂ {1, 2, 3}，|T | = 2とする．

• T = {1, 2}
JC,T (x0, x1, y0, y1) = x2

0y0 + x2
1y0 + x0x1y1 + x0x1y1.

• T = {1, 3}
JC,T (x0, x1, y0, y1) = x2

0y0 + x0x1y0 + x2
1y0 + x0x1y1.

• T = {2, 3}
JC,T (x0, x1, y0, y1) = x2

0y0 + x0x1y0 + x0x1y1 + x2
1y0.

従って任意の ℓについて，Cℓ( 6= ∅)は 2-designである．

たしかに
X = {1, 2, 3}

B(C2) = {{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}}
と見れば (X,B(C2))は 2-designである.

例 1.12.において，x2
0y0の項は all 0の符号語に対応する．どのように T を定めても x2

0y0の係数は 1で
あり，線形符号が必ず all 0の符号語を含むことを示している．

2.4 Jacobi多項式のMacWilliams恒等式
次に，Jacobi多項式が一意的であることを理論的に示す方法を紹介する．

6
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補題 2.24. C が [n, k, d]q 自己双対符号 (C = C⊥) ならば dim(C) =
n

2
である．

(なぜなら次元定理 dim(C⊥) = n− k = dim(C) = kより，k =
n

2
である．)

定理 2.25 (Jacobi多項式のMacWilliams恒等式). C が [n, k, d]2 線形符号のとき，以下が成り立つ．

JC⊥,T (x0, x1, y0, y1) =
1

|C|
JC,T (x0 + x1, x0 − x1, y0 + y1, y0 − y1).

特に，C が Type II 符号のとき，JC,T (x0, x1, y0, y1) = JC,T

(
x0 + x1√

2
,
x0 − x1√

2
,
y0 + y1√

2
,
y0 − y1√

2

)
JC,T (x0, x1, y0, y1) = JC,T (x0,

√
−1x1, y0,

√
−1y1)

が成り立つ．

例 2.26. Type II符号として H̃ (拡大Hamming [8, 4, 4]2符号 )を考える．H̃は，(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0), (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1)
と以下の符号語から成る．

(1, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 1) (0, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 0)

(0, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 1) (1, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 0)

(0, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 1) (1, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 0)

(0, 0, 0, 1, 1, 0, 1, 1) (1, 1, 1, 0, 0, 1, 0, 0)

(1, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 1) (0, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 0)

(0, 1, 0, 0, 0, 1, 1, 1) (1, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 0)

(1, 0, 1, 0, 0, 0, 1, 1) (0, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 0)

T = {1}とする．このとき

JC,T (x0, x1, y0, y1) = x0y
7
0 + 7x0y

3
0y

4
1 + 7y40y

3
1x1 + y71x1,

JC,T

(
x0 + x1√

2
,
x0 − x1√

2
,
y0 + y1√

2
,
y0 − y1√

2

)
=

1

16
(x0 − x1)(y1 − y0)

7

+
7

16
(x0 + x1)(y0 + y1)

3(y1 − y0)
4

+
7

16
(x0 − x1)(y0 + y1)

4(y1 − y0)
3

+
1

16
(x0 + x1)(y0 + y1)

7

= x0y
7
0 + 7x0y

3
0y

4
1 + 7y40y

3
1x1 + y71x1,

JC,T (x0,
√
−1x1, y0,

√
−1y1) = x0y

7
0 + 7x0y

3
0y

4
1 + 7y40y

3
1x1 + y71x1

より，たしかに

JC,T (x0, x1, y0, y1) = JC,T

(
x0 + x1√

2
,
x0 − x1√

2
,
y0 + y1√

2
,
y0 − y1√

2

)
= JC,T (x0,

√
−1x1, y0,

√
−1y1)

= x0y
7
0 + 7x0y

3
0y

4
1 + 7y40y

3
1x1 + y71x1,

が成り立つ．

7
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系 2.27. C が Type II 符号のとき，C の Jacobi多項式は次の群 Gに関する不変式である．

G =

〈
1√
2


1 1 0 0

1 −1 0 0

0 0 1 1

0 0 1 −1

 ,


1 0 0 0

0
√
−1 0 0

0 0 1 0

0 0 0
√
−1


〉
.

定義 2.28 (Molien 級数).

MG(u, v) =
∞∑

n=0

n∑
i=0

dim(C[x0, x1, y0, y1]
G)i,n−iu

ivn−i

をMolien級数という．ここで，

Mi,n−i : = (C[x0, x1, y0, y1]
G)i,n−i

= {f ∈ C[x0, x1, y0, y1] | ∀g ∈ G, gf = f,

f の x0, x1 の次数が i,

f の y0, y1 の次数が n− i}.

定理 2.29 (Molien). 次が成立する．

MG(u, v) =
1

|G̃|

∑
g∈G̃

1

det(I − ug)det(I − vg)
.

(
G̃ =

〈
1√
2

[
1 1

1 −1

]
,

[
1 0

0
√
−1

]〉
.

)
例 2.30. MG(u, v)を用いると，以下のように理論的に t-designの存在がわかる．

MG(u, v) =
1

|G̃|

∑
g∈G̃

1

det(I − vg)det(I − ug)

= 1 + v8 + v16 + 2v24 + 2v32 + 2v40 + · · ·

+ (1v7 + v15 + 2v23 + 3v31 + 3v39 + · · · )u

+ (1v6 + 2v14 + 3v22 + 4v30 + 5v38 + · · · )u2

+ (1v5 + · · · )u3 + · · ·

uv7 に対応する不変式の空間M1,7 の次元は 1である．よって，|T | = 1のとき

JC,T (x0, x1, y0, y1) ∈M1,7

であり，ある多項式の定数倍で表せる．すなわち，任意の T (|T | = 1)について

JC,T (x0, x1, y0, y1)

は 1本に定まる．従って，任意の ℓに対し， H̃ℓ は 1-designであるといえる．
同様に u2v6 ∈M2,6，u3v5 ∈M3,5 の係数が 1であることから 2-designと 3-designがわかる．

8
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3 色付き組合せデザイン
本章では第 1章で紹介した組合せデザインを色付き designに拡張する．色付き組合せデザインの定義

を例を交えて説明した後，符号からこれを作る方法を述べる．また，一般化 Jacobi多項式の概念を導入
し，色付き組合せデザインを判定する方法を説明する．最後に，Type IV 符号にMacWilliams恒等式・
Molienの定理を導入し，得られた色付き designを紹介する．

3.1 色付き組合せデザインの定義と例
定義 3.1 (q-colored t-design).

X = {1, . . . , n},

Coℓ = Fq = {x1, . . . , xq},

B =

(
X

k

)
,

ρ : X ×B→ Coℓ（ただし，B は多重集合）,

とする．D = (X,B, ρ)が q-colored t-designであるとは，任意の P ∈
(
Coℓ

t

)
（多重集合）に対して，次

の λP が定まることである．

∀T ∈
(
X

t

)
, |{B ∈ B | P = ρ(T,B)}| = λP

すなわち，任意の T ∈
(
X

t

)
を含む B ∈ Bの数 λP が一定になる.

例 3.2. X = {1, 2, 3},
B = {{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3},

{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3},
{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}},

Coℓ = {•, •, •},
ρ(T,B) =

{{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3},
{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3},
{1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}},

P ∈
(
Coℓ

2

)
= {{•, •}, {•, •}, {•, •}, {•, •}, {•, •}, {•, •}}, とする. このとき，任意の P に対してどんな

T ∈
(
X

2

)
を選んでも λP が一定である．よって，D = (X,B, ρ)は 3-colored 2-designである．

T と P の関係は以下になる．

T

P
{•, •} {•, •} {•, •} {•, •} {•, •} {•, •}

{1, 2} 1 2 2 1 2 1

{1, 3} 1 2 2 1 2 1

{2, 3} 1 2 2 1 2 1

9
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3.2 符号から得られる色付き組合せデザイン
colored t-designは符号から作ることができる．符号から得る q-colored t-designを次のように定義する．

定義 3.3 (符号から得る q-colored t-design).

C : [n, k, d]q線形符号,

Coℓ = Fq = {x1, . . . , xq},

nxi
= |{j | c = (c1, . . . , cn) ∈ C, cj = xi}|,

C(nx1 ,...,nxq )
= {c ∈ C | cに含まれる xi の数が nxi},

X = {1, . . . , n},

B = {Xc | Xc = X, c ∈ C(nx1
,...,nxq )

},

ρ : X ×B→ Coℓ ; (i,Xc) 7→ ci,

とおく．D = (X,B, ρ)が q-colored t-designであるとは，任意の P ∈
(
Coℓ
t

)に対して，次の λP が定まる
ことである．

∀T ∈
(
X

t

)
, |{B ∈ B | P = ρ(T,B)}| = λP .

これは先の colored t-design と本質的に一致する．

例 3.4. X = {1, 2, 3}, C を以下の F3 符号とする．

C = {(0, 0, 0), (1, 0, 2), (2, 0, 1), (2, 1, 0), (0, 1, 2),

(1, 1, 1), (1, 2, 0), (2, 2, 2), (0, 2, 1)}.

さらに，C(1,1,1) ⊂ C を次で定める．

C(1,1,1) := {(1, 0, 2), (2, 0, 1), (0, 1, 2), (2, 1, 0), (1, 2, 0), (0, 2, 1)}.

ここで，
B = {{1, 2, 3}, {1, 2, 3}, {1, 2, 3}, {1, 2, 3}, {1, 2, 3}, {1, 2, 3}}

である．このとき，任意の 1 つの色 P ∈
({0,1,2}

1

) に対して，どのような座標 T ∈
({1,2,3}

1

) を選んでも
λP = 2で一定なので，3-colored 1-designである．

T

P
0 1 2

{1} 2 2 2

{2} 2 2 2

{3} 2 2 2

C(1,1,1) := {(1, 0, 2), (2, 0, 1), (0, 1, 2), (2, 1, 0), (1, 2, 0), (0, 2, 1)}は 3-colored 2-designでもある．なぜな
ら，任意の 2つの色 P ∈

({0,1,2}
2

)に対し，どのような座標 T ∈
({1,2,3}

2

)を選んでも λP = 0, 2で一定で
ある．

10
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T

P
{0, 0} {0, 1} {0, 2} {1, 1} {1, 2} {2, 2}

{1, 2} 0 2 2 0 2 0

{1, 3} 0 2 2 0 2 0

{2, 3} 0 2 2 0 2 0

3.3 一般化 Jacobi多項式と組合せデザイン
一般化 Jacobi多項式を用いると，符号から colored t-designが得られるかどうかを判断できる．一般化

Jacobi多項式を次のように定義する．

定義 3.5 ([7, 一般化 Jacobi多項式]). C を長さ nの Fq 線形符号，T ⊂ [n], u ∈ C, u = (u1, . . . , un)とす
る．

CJC,T ({xa, ya}a∈Fq
) :=

∑
u∈C

∏
a∈Fq

xna,T (u)
a y

na,[n]\T (u)
a ,

ここで，

na,T (u) := |{i | ui = a, i ∈ T}|,

na,[n]\T (u) := |{i | ui = a, i ∈ [n]\T}|.

例 3.6. C を長さ 4の F3 線形符号，

C = {(0, 0, 0, 0), (0, 1, 1, 2), (0, 2, 2, 1),

(1, 0, 1, 1), (1, 1, 2, 0), (1, 2, 0, 2),

(2, 0, 2, 2), (2, 1, 0, 1), (2, 2, 1, 0)}

とする．
T = {1, 3}のとき，

CJC4,T (x0, x1, x2, y0, y1, y2) = x2
0y

2
0 + x2

1y
1
0y

1
1 + x2

2y
1
0y

1
2 + x1

0x
1
1y

1
1y

1
2

+ x1
1x

1
2y

1
0y

1
1 + x1

0x
1
2y

2
1 + x1

0x
1
2y

1
1y

1
2

+ x1
0x

1
1y

2
2 + x1

1x
1
2y

1
0y

1
2 .

例 3.7. length 4の Type IV 符号

t4 = {(1, 1, 0, 0), (α, α, α2, α2), (α, α, α, α), (α, α, 1, 1), (α, α, 0, 0),

(α2, α2, α2, α2), (α2, α2, α, α), (α2, α2, 1, 1), (α2, α2, 0, 0),

(0, 0, α2, α2), (0, 0, α, α), (0, 0, 1, 1), (0, 0, 0, 0), (1, 1, α2, α2),

(1, 1, α, α), (1, 1, 1, 1)}
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を考える．T = {1, 2}のとき，

CJt4,T (x0, x1, xα, xα2 , y0, y1, yα, yα2) = x2
1y

2
0 + x2

αy
2
α2 + x2

αy
2
α + x2

αy
2
1

+ x2
αy

2
0 + x2

α2y2α2 + x2
α2y2α + x2

α2y21

+ x2
α2y20 + x2

0y
2
α2 + x2

0y
2
α + x2

0y
2
1

+ x2
0y

2
0 + x2

1y
2
α2 + x2

1y
2
α + x2

1y
2
1 .

定理 3.8. 任意の T (|T | = t)について CJC,T が一意的に定まるならば，任意のB(C(nx1 ,...,nxq )
) ( 6= ∅)は

q-colored t-designである.

例 3.9. 前の例の 3-colored 2-designの符号
C = {(0, 0, 0), (1, 0, 2), (2, 0, 1), (2, 1, 0), (0, 1, 2), (1, 1, 1), (1, 2, 0),

(2, 2, 2), (0, 2, 1)}, C(1,1,1) := {(1, 0, 2), (2, 0, 1), (0, 1, 2), (2, 1, 0), (1, 2, 0), (0, 2, 1)}
を用いる．

|T | = 1について，

• T = {1}のとき

CJC(1,1,1),T(x0, x1, x2, y0, y1, y2) = x1
1y

1
0y

1
2 + x1

2y
1
0y

1
1 + x1

2y
1
0y

1
1 + x1

0y
1
1y

1
2

+ x1
1y

1
0y

1
2 + x1

0y
1
1y

1
2

= 2x1
0y

1
1y

1
2 + 2x1

1y
1
0y

1
2 + 2x1

2y
1
0y

1
1 .

• T = {2}のとき

CJC(1,1,1),T(x0, x1, x2, y0, y1, y2) = x1
0y

1
1y

1
2 + x1

0y
1
1y

1
2 + x1

1y
1
0y

1
2 + x1

1y
1
0y

1
2

+ x1
2y

1
0y

1
1 + x1

2y
1
0y

1
1

= 2x1
0y

1
1y

1
2 + 2x1

1y
1
0y

1
2 + 2x1

2y
1
0y

1
1 .

• T = {3}のとき

CJC(1,1,1),T(x0, x1, x2, y0, y1, y2) = x1
2y

1
0y

1
1 + x1

1y
1
0y

1
2 + x1

0y
1
1y

1
2 + x1

2y
1
0y

1
1

+ x1
0y

1
1y

1
2 + x1

1y
1
0y

1
2

= 2x1
0y

1
1y

1
2 + 2x1

1y
1
0y

1
2 + 2x1

2y
1
0y

1
1 .

よって，|T | = 1なる任意の T で CJC,T が一致するので，3-colored 1-designの符号である．

また，|T | = 2について，

• T = {1, 2}のとき

CJC(1,1,1),T (x0, x1, x2, y0, y1, y2) = x1
1x

1
0y

1
2 + x1

2x
1
0y

1
1 + x1

0x
1
1y

1
2 + x1

2x
1
1y

1
0

+ x1
1x

1
2y

1
0 + x1

0x
1
2y

1
1

= 2x1
0x

1
1y

1
2 + 2x1

1x
1
0y

1
2 + 2x1

2x
1
0y

1
1 .
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• T = {1, 3}のとき

CJC(1,1,1),T (x0, x1, x2, y0, y1, y2) = x1
1x

1
2y

1
0 + x1

2x
1
1y

1
0 + x1

0x
1
2y

1
1 + x1

2x
1
1y

1
0

+ x1
1x

1
0y

1
2 + x1

0x
1
1y

1
2

= 2x1
0x

1
1y

1
2 + 2x1

1x
1
0y

1
2 + 2x1

2x
1
0y

1
1 .

• T = {2, 3}のとき

CJC(1,1,1),T (x0, x1, x2, y0, y1, y2) = x1
0x

1
2y

1
1 + x1

0x
1
1y

1
2 + x1

1x
1
2y

1
0 + x1

1x
1
0y

1
2

+ x1
2x

1
0y

1
1 + x1

2x
1
1y

1
0

= 2x1
0x

1
1y

1
2 + 2x1

1x
1
0y

1
2 + 2x1

2x
1
0y

1
1 .

よって，|T | = 2なる任意の T で CJC,T が一致するので，3-colored 2-designの符号である．

3.4 Type IV 符号のMacWilliams恒等式
定理 3.10 (Type IV 符号のMacWilliams恒等式). C が Type IV 符号のとき，次が成り立つ．

CJC,T (x0, x1, xα, xα2 , y0, y1, yα, yα2) = CJC,T (X0, X1, X2, X3, Y0, Y1, Y2, Y3.)

ここで，

X0 =
x0 + x1 + xα + xα2

2
, Y0 =

y0 + y1 + yα + yα2

2
,

X1 =
x0 + x1 − xα − xα2

2
, Y1 =

y0 + y1 − yα − yα2

2
,

X2 =
x0 − x1 + xα − xα2

2
, Y2 =

y0 − y1 + yα − yα2

2
,

X3 =
x0 − x1 − xα + xα2

2
, Y3 =

y0 − y1 − yα + yα2

2
.

系 3.11. Type IV 符号の一般化 Jacobi多項式 CJC,T (x0, x1, xα, xα2 , y0, y1, yα, yα2)は以下の群 Gに関
して不変である．

G = 〈A1 ⊕A1, A2 ⊕A2, A3 ⊕A3, A4 ⊕A4〉 .

ただし，

A1 =
1

2


1 1 1 1

1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

 , A2 =


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 ,

A3 =


0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

 , A4 =


1 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 1 0 0

 .

ここで，A1 はMacWilliams恒等式，A2 は Type IV 符号の任意の符号語 cの wt(c)が偶数であること，
A3は任意の符号語に all 1ベクトルを加えた符号語，そして A4は任意の符号語に αをかけた符号語にそ
れぞれ対応する．
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定理 3.12. CIV
6 は 2-designである．

Proof . |T | = 2で Jacobi多項式が一意的に定まることを示す．前の G̃についてのMolien級数は以下
のようになる．

MG(u, v) = 1 + v2 + v4 + 2v6 + · · ·

+ (v + v3 + 2v5 + 6v9 + · · · )u

+ (1 + 2v2 + 3v4 + · · · )u2

+ · · ·

u2v4 の係数に注目すると，3である．すなわち |T | = 2の Jacobi多項式には 3つの基底 f1, f2, f3 が存在
する． 

f1 = R(x2
0y

4
0)

f2 = R(x2
0y

2
1y

2
α)

f3 = R(x0xαy0y1y
2
α)

ここで，
R(∗) = 1

|G|
∑
g∈G

g(∗) (Reynolds operator).

いま，|T | = 2の CIV
6 に対する一般化 Jacobi多項式は 3つの基底を用いて次のように表せる．

CJCIV
6 ,T (x0, x1, xα, xα2 , y0, y1, yα, yα2) = a1f1 + a2f2 + a3f3.

ここで，S :



x0 7→ x0

{x1, xα, xα2} 7→ x1

y0 7→ y0

{y1, yα, yα2} 7→ y1

とする．このとき

S(CJCIV
6 ,T )(x0, x1, xα, xα2 , y0, y1, yα, yα2) = JCIV

6 ,T (x0, x1, y0, y1)

が成り立つ．
CJCIV

6 ,T = a1f1 + a2f2 + a3f3 に S を作用させたものは

S(CJCIV
6 ,T ) = a1f̃1 + a2f̃2 + a3f̃3

= 30x4
αy

2
0 + 90x4

α2y20 + 720xαx
3
α2y0y1 + 540x2

αx
2
α2y21

+ 540x4
α2y21 . (1)
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また，

S(CJCIV
6 ,T ) = A2

4(JC,∅)

= 54a1y
2
0x

4
α + 108a1y

2
0x

2
αx

2
α2 + 126a1y

2
0x

4
α2 + 6a2y

2
0x

4
α

+ 12a2y
2
0x

2
αx

2
α2 + 78a2y

2
0x

4
α2 + 6a3y

2
0x

4
α − 12a3y

2
0x

2
αx

2
α2

+ 6a3y
2
0x

4
α2 + 144a1y0y1x

3
αxα2 + 1008a1y0y1xαx

3
α2

− 48a2y0y1x
3
αxα2 + 48a2y0y1xαx

3
α2 + 192a3y0y1xαx

3
α2

+ 18a1y
2
1x

4
α + 756a1y

2
1x

2
αx

2
α2 + 1242a1y

2
1x

4
α2 + 18a2y

2
1x

4
α

+ 180a2y
2
1x

2
αx

2
α2 + 90a2y

2
1x

4
α2 − 6a3y

2
1x

4
α + 108a3y

2
1x

2
αx

2
α2

+ 90a3y
2
1x

4
α2 . (∵ (CIV

6 )ℓは 2-design) (2)

ここで，
A4(P ) :=

1

n

(
y0

∂P

∂x0
+ y1

∂P

∂x1

)
.

従って式 (1), (2)の係数を比較して次の連立方程式を解けばよい．

実際に y20x
4
α, y

2
0x

2
αx

2
α2 , y0y1x

3
αxα2 の係数を比較すると，

54a1 + 6a2 + 6a3 = 30

18a1 + 18a2 +−6a3 = 0

144a1 − 48a2 = 0

∴ a1 =
5

24
, a2 =

5

8
, a3 =

5

2

が一意的に得られ，CJCIV
6 ,T は一本に定まることがわかる．

主結果 3.1 ([7]). 同様の手法で Type IV 符号による 4-colored t-design が以下のように得られた．

length t (n0, n1, nα, nα2)( 要素の入れ替え可 ) |B|
4 1 (2, 2, 0, 0) 2

6 1 (2, 2, 2, 0) 15

8 1 (4, 4, 0, 0) 14

6 2 (2, 2, 2, 0) 15

8 2 (4, 4, 0, 0) 14

8 3 (4, 4, 0, 0) 14

終わりに

本稿では，Fq 上の符号に対して一般化 Jacobi 多項式の概念を導入し，符号から色付き designの存在
性を判定する条件を与えた．結果，Type IV 符号の colored t-designについてMacWilliams恒等式を導
入し，Molienの定理を応用することで colored designの存在性を導くことができた．
今後の課題として，

1. 他の Fq 符号からどのような colored designが得られるかを考察すること，
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2. 一般化 design および 一般化 colored design を符号から構成すること，

3. Jacobi 多項式と Jacobi形式の関係を一般化 Jacobi多項式において拡張すること，

4. 論文 [5] にて調和 Tutte 多項式を導入したが，これを一般化して Jacobi–Tutte 多項式，Jacobi–
chromatic多項式を導入すること，

などが挙げられる．
最後になりますが，講演の機会をいただいた世話人の栗原大武先生，島倉裕樹先生，田上真先生，中空

大幸先生，宗政昭弘先生に感謝申し上げます．
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Jacobi polynomials and harmonic weight
enumerators of the first-order Reed–Muller codes

and the extended Hamming codes

宗政　昭弘
(三枝崎剛氏との共同研究)

第 39回代数的組合せ論シンポジウム

1 序
まず，講演タイトルにある用語について説明する。mを正の整数とし，V = Fm

2 を
２元体 F2上のm次元ベクトル空間とする。First-order Reed–Muller code RM(1,m)

は，次で定義される長さ 2m，次元m+ 1の線形符号である。

RM(1,m) = {(λ(x) + b)x∈V | λ ∈ V ∗, b ∈ F2} ⊆ FV
2

ただし，V ∗ = Hom(V,F2)は V の双対空間である。容易にわかるように，RM(1,m)

の符号語のうち重みが長さのちょうど半分，つまり 2m−1となるようなもののサポー
トは V のアフィン超平面である。それ以外の符号語は 0と all-oneベクトルしかない
ことから，RM(1,m)の重み枚挙多項式は

x2
m

+ (2m+1 − 2)x2
m−1

y2
m−1

+ y2
m

(1)

である。
より一般に，単に符号とは Fn

2 の線形部分空間を指すこととする。また，整数 0 ≤
ℓ ≤ nに対して

Cℓ = {c ∈ C | wt(c) = ℓ},
B(Cℓ) = {supp(c) | c ∈ Cℓ}.

と定義する。したがって特にC = RM(1,m) (長さは n = 2m)に対しては

B(C2m−1)は V = Fm
2 のアフィン超平面全体の集合

1
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となる。よく知られているように，この集合は 3-デザインのブロックの集合になっ
ている。
ここで，Ω を有限集合，

(
Ω
k

)
を Ω の k 点部分集合全体の族とするとき，部分集合

B ⊆
(
Ω
k

)
が t-デザインのブロックの集合であるとは，Ωの任意の t点がある一定数個

の B のメンバーに含まれているときをいう。もし B(Cℓ)が t-デザインのブロックの
集合であるとき，単に Cℓ は t-デザインをサポートする，ということにする。
一般に，長さ nの符号 C の双対符号とは

C⊥ = {y ∈ Fn
2 | (x, y) = 0 for all x ∈ C}

で定義される。First order Reed–Muller code RM(1,m)の双対符号RM(1,m)⊥は拡張
ハミング符号として知られている。この事実を利用して，拡張ハミング符号の重み
枚挙多項式が計算できることはよく知られている。それは次の MacWilliams 恒等式
を利用できることによる。∑

c∈C⊥

xn−wt(c)ywt(c) =
1

|C|
∑
c∈C

(x+ y)n−wt(c)(x− y)wt(c).

符号とデザインの関係については，次の定理が有名である。

定理 1 (Assmus–Mattson [1]). C を長さ nの符号とし，

d⊥ = C⊥の最小重み

とする。もし {1, 2, . . . , n− t}の中に C の符号語の重みが高々 d⊥− t個しかないとす
ると，Cℓ = ∅でない限りは Cℓ は t-デザインをサポートする。

上記の定理 1を n = 2m, C = RM(1,m), t = 3として適用する。d⊥ は拡張ハミン
グ符号の最小重みで，それは 4であることはよく知られているので d⊥ − t = 1であ
る。実際，{1, 2, . . . , n − t} = {1, 2, . . . , 2m − 3}の中に C の符号語の重みは 2m−1 の
みである ((1)より)から，定理 1の仮定がみたされ，Cℓ = ∅でない限りは Cℓ は 3-デ
ザインをサポートする。
ここで，定理の結論はCℓ = ∅でない限りは ℓには依存しないが，Miezaki–Nakasora

[6]によって，符号 C, t < t′, ℓ 6= ℓ′で Cℓは t-デザインしかサポートしないのにCℓ′ は
t′-デザインをサポートする，という例が見出されている。このことは，定理 1がデザ
インの強さとして最も強いものをいつも結論として出しているわけではないことを意
味している。
この講演では，C = RM(1,m), RM(1,m)⊥ に対して，Cℓ 6= ∅ である限りは 3-デ
ザインをサポートするものの，いかなる場合も 4-デザインをサポートしないことを
Jacobi多項式を利用した方法と調和重み枚挙多項式を利用した方法の２週類の方法で
示すことができたことを報告する。

2
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2 符号の Jacobi多項式
C を長さ nの符号とし， T ⊆ [n] = {1, . . . , n}とする。C の T に関する Jacobi多

項式とは
JC,T (w, z, x, y) =

∑
c∈C

wm0(c)zm1(c)xn0(c)yn1(c), ただし

m0(c) = |{j ∈ T | cj = 0}|,
m1(c) = |{j ∈ T | cj = 1}|,
n0(c) = |{j ∈ [n] \ T | cj = 0}|,
n1(c) = |{j ∈ [n] \ T | cj = 1}|.

で定義される。m0,m1, n0, n1 の意味は以下の通り。

[n]

c

T

0 · · · 0︸ ︷︷ ︸
m0(c)

1 · · · 1︸ ︷︷ ︸
m1(c)

[n] \ T
0 · · · 0︸ ︷︷ ︸
n0(c)

1 · · · 1︸ ︷︷ ︸
n1(c)

|T | = tであるとき，JC,T における ztxn−ℓyℓ−t の係数は，T をサポートに含むような
重み ℓの符号語の個数であるので，これが T ∈

(
[n]
t

)
について一定であることが，Cℓ

が t-デザインをサポートすることと必要十分である。
次の定理では，C = RM(1,m)の 2n 個の座標の集合が V = Fm

2 であったことを思
い出す必要がある。C はベクトル空間 V の平行移動で不変であるから，次の定理に
おいて座標の部分集合 T は，0 ∈ T となるもののみを考えれば十分であることに注意
しておく。

定理 2. mを正の整数とし，C = RM(1,m), T = {0, u1, u2, u3} ∈
(
V
4

)
とすると

(i) u1 + u2 6=u3 ならば

JC,T (w, z, x, y) = (2m−3 − 1)(z4x2
m−1

y2
m−1−4 + w4x2

m−1−4y2
m−1

)

+ 2m−1(w3zx2
m−1−3y2

m−1−1 + wz3x2
m−1−1y2

m−1−3)

+ 3 · 2m−2w2z2x2
m−1−2y2

m−1−2

+ w4x2
m−4 + z4y2

m−4.

(ii) u1 + u2=u3 ならば

JC,T (w, z, x, y) = (2m−2 − 1)(z4x2
m−1

y2
m−1−4 + w4x2

m−1−4y2
m−1

)

+ 3 · 2m−1w2z2x2
m−1−2y2

m−1−2

+ w4x2
m−4 + z4y2

m−4.

3

36



さて，C = RM(1,m) に対して，C2m−1 が 4-デザインをサポートするかについて
は，JC,T における z4x2

m−1
y2

m−1−4 の係数を見る必要がある。

[n]

c

T

1111︸︷︷︸
4

z

[n] \ T
0 · · · 0︸ ︷︷ ︸
2m−1

x

1 · · · 1︸ ︷︷ ︸
2m−1 − 4

y

つまり，それが T ∈
(
[n]
4

)
をサポートに含むような重み 2m−1 の符号語の個数である。

定理 2によれば T = {0, u1, u2, u3}に対して

JC,T =

{
(2m−3 − 1)z4x2

m−1
y2

m−1−4 + · · · if u1 + u2 6=u3,
(2m−2 − 1)z4x2

m−1
y2

m−1−4 + · · · if u1 + u2=u3
(2)

となっているので，これは T の取り方に依存する。したがってC2m−1 は決して 4-デ
ザインをサポートしない。
次に，この根拠になっている定理 2の部分 (2)についてのみ，証明を与える。定理

2の完全な証明は [5]を参照されたい。まず，C = RM(1,m)を記述し直すと

C = {(λ(x) + b)x∈V | λ ∈ V ∗, b ∈ F2}
= V ∗ ∪ (V ∗ + 1)

= {0} ∪ {1} ∪ (V ∗ \ {0}) ∪ ((V ∗ + 1) \ {1})︸ ︷︷ ︸
重み 2m−1

.

となるので，JC,T における z4x2
m−1

y2
m−1−4 の係数は

#{c ∈ C2m−1 | supp(c) ⊇ T}
= #{c ∈ (V ∗ \ {0}) ∪ ((V ∗ + 1) \ {1}) | supp(c) ⊇ T}
= #{c ∈ (V ∗+1) \ {1} | supp(c)⊇T}
= #{c′ ∈ V ∗ \ {0} | supp(c′) ∩ T = ∅}
= #{c′ ∈ V ∗ \ {0} | Ker(c′) ⊇ T}

= #{W ∈
[

V

m− 1

]
| W ⊇ T}

= 2m−dim⟨T ⟩ − 1.

よって (2)が示せた。
次に，拡張ハミング符号 C⊥ = RM(1,m)⊥ のサポートするデザインを調べるため
に，OzekiによるMacWilliams恒等式の類似に言及する。

4
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定理 3 (Ozeki [7]). C を長さ nの符号とし， T ⊆ [n]とすると，

JC⊥,T (w, z, x, y) =
1

|C|
JC,T (w + z, w − z, x+ y, x− y).

C = RM(1,m), T ∈
(
V
4

)
に対して定理 2で JC,T がすでにわかっているので，定理

3によって JC⊥,T が計算できる。その２つの多項式において z4x2
m−1

y2
m−1−4の係数が

定理 2にある２通りの T に対して異なっていることが確認できれば，C⊥
ℓ が 4-デザイ

ンをサポートしないことがわかるのである。

3 調和重み枚挙多項式
整数 0 ≤ k ≤ nに対して，関数 f :

(
[n]
k

)
→ Rが調和関数であるとは，

∀y ∈
(

[n]

k − 1

)
,
∑

x∈([n]
k )

x⊇y

f(x) = 0

が成り立つときをいう。調和関数全体の集合を次で表す。

Harmk = {f :
(
[n]

k

)
→ R | f は調和関数 }.

調和関数 f :
(
[n]
k

)
→ Rの定義域を拡張して次の f̃ を定義する。

f̃ : 2[n] → R
u 7→

∑
x∈([n]

k )
x⊆u

f(x)

ここで 2[n] は [n]のべき集合を表す。
長さ nの符号 C と，調和関数 f :

(
[n]
k

)
→ Rに対して，f に関する C の調和重み枚

挙多項式 wC,f は次で定義される。

wC,f (x, y) =
∑
c∈C

f̃(supp(c))xn−wt(c)ywt(c).

定理 4 (Delsarte [4]). 上記の記号の下，0 ≤ ℓ ≤ n とすると，Cℓ が t-デザインをサ
ポートする必要十分条件は任意の f ∈ Harmk, 1 ≤ k ≤ tに対してwC,f (x, y)における
xn−ℓyℓ の係数 ∑

c∈Cℓ

f̃(supp(c))

が 0となることである。
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さて，定理 4 を C = RM(1,m) に適用するために，U ⊆ V = Fm
2 を 3次元部分

空間とする。すると， C = RM(1,m) を座標の集合 U に制限して得られる符号は
RM(1, 3)に同型であり，これはその双対符号でもある長さ 8の拡張ハミング符号と
も同型である。

定理 5. f ∈ Harmk を，
(
V
k

)
\
(
U
k

)
の上で f = 0をみたす調和関数とする。このとき，

C = RM(1,m)に対して

wC,f (x, y) =2m−3x2
m−1

y2
m−1

∑
a∈H8

wt(a)=4

f̃(a)

が成り立つ。

我々の目標は，C2m−1 が 4-デザインをサポートしないことを示すことである。その
ためには f ∈ Harm4 をとる必要があるが，その構成のために

B = {supp(z) | z ∈ H8, wt(z) = 4}

を考える。拡張ハミング符号 H8 において，(H8)4 = RM(1, 3)4 は 3-デザインをサ
ポートするので，Bは 3-デザインのブロックの集合である。実際，任意の y ∈

(
U
3

)
に

対して ∑
x∈(U4)
x⊇y

1B(x) = |{x ∈ B | x ⊇ y}| = 1

が成り立つ。同じことが B を Bτ で置き換えても成り立つ。ただし τ は U の２つの
座標を入れ替える互換である。これらのことから

f = 1B − 1Bτ (3)

は調和多項式であることがわかる，すなわち f ∈ Harm4 であり，さらに定理 5の仮
定をみたす。|B ∩ Bτ | = 6より，この f に対して

wC,f (x, y) = 2m−3x2m−1y2m−1|B \ Bτ | = 2mx2m−1y2m−1

となるので，定理 4よりC2m−1 は 4-デザインをサポートしない。
最後に，C⊥ = RM(1,m)⊥についても，すべての重みで 4-デザインをサポートしな

いことを調和重み枚挙多項式を使って示す。Jacobi多項式の場合と同様に，MacWilliams
恒等式の類似が必要になる。

定理 6 (Bachoc [2]). C を長さ nの符号とし，f ∈ Harmk とする。このとき

wC,f (x, y) = (xy)kZC,f (x, y)
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と書けて，ZC,f は n− 2k次斉次多項式で

ZC⊥,f (x, y) = (−1)k 2
n/2

|C|
ZC,f

(
x+ y√

2
,
x− y√

2

)
をみたす。

C = RM(1,m)とすると，(3)で定義された f に対して定理 5で wC,f がすでにわ
かっているので，定理 6によって wC⊥,f が計算できる。wC⊥,f の係数が C⊥

ℓ 6= ∅なる
0 < ℓ < nすべてについて 0でないことを確かめることにより，拡張ハミング符号 C⊥

に対してC⊥
ℓ が 4-デザインをサポートしないことがわかるのである。
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Construction and Characterization of LCD Codes

石塚 慶太 ∗

概 要
LCD符号は，2010年代の後半から脚光を浴び始めた比較的新しい符号のクラスで

あり，暗号理論や量子符号理論への応用が知られている．本稿では，LCD符号の基本
的性質や先行研究を，自身の研究とともに紹介する．

1 線形符号の構成と分類
この節では，LCD符号の導入に必要な，符号理論の基本的な事実を説明する．

1.1 線形符号
qを素数べきとして，Fq で位数 qの有限体を表す．[n, k]q 符号とは，Fn

q の k次元部分空
間である．[n, k]q 符号は Fq 上の [n, k]符号とも呼ばれる．パラメータ n, kはそれぞれ，符
号の長さ，符号の次元と呼ばれる．ベクトル x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Fn

q のハミング重みは，
wt(x) = |{i | xi ̸= 0}|である．符号 C の最小重みは d(C) = min{wt(x) | x ∈ C, x ̸= 0n}
である．最小重みが dである [n, k]q 符号を，[n, k, d]q 符号と書く．

1.2 基本的問題 1：構成
パラメータn, k, qに対して，[n, k]q符号は複数存在する．最も大きな最小重みをもつ [n, k]q

符号を optimalな符号という．optimalな符号は，最小重みが最大であることから数学的に
興味深い上に，情報通信への応用上も有用であることが知られている．そのために，optimal

な符号を具体的に求めることが符号理論の基本的な問題の一つとなっている．

1.3 基本的問題 2：分類
非同値な符号の個数を求める研究を分類という．ここで，符号 C,C ′ が同値であるとは，

ある単項行列M が存在して C ′ = CM = {cM | c ∈ C}であることをいう．分類の研究は，
optimalな符号のみを対象に行う場合が多い．この理由は，optimalな符号が特に興味深い
ことと，optimalの制約を課さない場合は列挙が不可能なほどに符号の個数が多いことの 2

つが考えられる．

∗東北大学大学院情報科学研究科（〒 980-8579 宮城県仙台市青葉区荒巻字青葉 6 番 3 号 09, E-mail:
keita.ishizuka.p5@dc.tohoku.ac.jp）
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2 LCD符号とは
2.1 定義
定義 2.1. [n, k]q符号Cの双対符号はC⊥ = {x ∈ Fn

q | (x, y) =
∑n

i=1 xiyi = 0 for all y ∈ C}
で定義される．

双対符号とはCの直交空間である．実数上のベクトル空間の直交空間は補空間である．一
方，有限体は正標数を持つために，双対符号は必ずしも補空間にならない．双対符号が補空
間であるような符号が LCD符号である．

例 2.2. C⊥が補空間でない符号Cの例を挙げる．C = {(0, 0), (1, 1)}は [2, 1]2符号である．
C⊥ = {(0, 0), (1, 1)}なので，C = C⊥である．

定義 2.3. [n, k]q符号CがC∩C⊥ = {0n}を満たす時，CをLCD符号（linear complementary

dual code）と呼ぶ．

Fn
q2 に属するベクトル x, yのエルミート内積は (x, y)h =

∑n
i=1 xiy

q
i である．標準内積の

代わりにエルミート内積を用いて，エルミート双対符号およびエルミート LCD符号が定義
される．

定義 2.4. [n, k]q2 符号 C のエルミート双対符号は C⊥h = {x ∈ Fn
q2 | (x, y)h =

∑n
i=1 xiy

q
i =

0 for all y ∈ C}で定義される．

定義 2.5. [n, k]q2符号CがC ∩C⊥h = {0n}を満たす時，Cをエルミート LCD符号と呼ぶ．

2.2 歴史
LCD符号は 1992年に導入された [12]が，盛んに研究がなされるようになったのは 2010

年代後半である．以下，LCD符号の重要な先行研究を述べる．LCD符号は，Massey [12]に
よって定義された．Carlet, Guilley [2]によって，F2上の LCD符号は暗号理論に応用でき
ることが示された．Lu, Li, Guo, Fu [11]によって，F4上のエルミート LCD符号はある種
の量子符号の構成に役立つことが示された．Carlet, Mesnager, Tang, Qi, Pellikaan [3]によ
る以下の定理は特に重要である．

定理 2.6. (i) q > 3について，Fq 上の任意の符号は LCD符号に同値である．

(ii) q > 2について，Fq2 上の任意の符号はエルミート LCD符号に同値である．

2.3 基本的性質
符号の基底を行ベクトルに並べた行列を，符号の生成行列という．LCD符号については，

Massey [12]による以下の特徴づけが基本的である．この定理に基づいて，LCD符号の研究
は生成行列に帰着させて行うことが多い．

定理 2.7. C を [n, k]q 符号とする．以下は同値である：

(i) C は LCD符号である．

(ii) C ⊕ C⊥ = Fn
q．

(iii) detGGT ̸= 0．ただしGは C の生成行列．
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Fq2 上の行列Gの転置行列及び共役行列をそれぞれGT 及びGで表す．エルミート LCD

符号について 定理 2.7と同様の結果が成立する [4]．

定理 2.8. C を [n, k]q2 符号とする．以下は同値である：

(i) C はエルミート LCD符号である．

(ii) C ⊕ C⊥h = Fn
q2．

(iii) detGG
T ̸= 0．ただしGは C の生成行列．

2.4 self-dual符号との関係
C = C⊥なる符号 C を self-dual符号という．self-dual符号は，組合せ論の他の分野との
関連が多数示されている重要な符号である．LCD符号，self-dual符号はそれぞれ，C ∩C⊥

の次元が最小，最大の符号である．C ∩C⊥は符号のHullと呼ばれ，Hull(C)で表記される．
Hullに着目して LCD符号と self-dual符号を関連付ける研究として， [6]がある．

3 LCD符号のpunctured符号と shortened符号について
この節では，LCD符号についての研究内容を紹介する．LCD符号の punctured符号及び

shortened符号についての先行研究に基づく研究であるので，punctured符号及び shortened

符号の説明，先行研究の説明を行ってから自身の結果を述べる．

3.1 punctured符号及び shortened符号
C を Fq 上の [n, k]符号，T ⊆ {1, 2, . . . , n}とする．全ての i ∈ T について C の第 i成分
を削除する操作を C の T についての punctureという．その結果得られる符号は C の T に
ついての punctured符号と呼ばれ，CT で表される．C(T ) = {(c1, c2, . . . , cn) ∈ C | ci =
0 for all i ∈ T}は Cの部分空間である．C(T )を T について punctureした結果得られる符
号は，Cの T についての shortened符号と呼ばれ，CT で表される．T = {i}の場合は，C{i}

及び C{i}をそれぞれ Ci及び Ciと略記する．puncture及び shortenは，符号に対する基本
的かつ重要な操作である．例えば，Assmus–Mattsonの定理の証明に，punctured符号が用
いられている．

3.2 Bouyuklievaによる先行研究
Bouyuklieva [1]は F2上の LCD符号の punctured符号及び shortened符号について，以

下のような特徴づけを行った．

定理 3.1. C は F2上の [n, k] LCD符号で，d(C), d(C⊥) ≥ 2を満たすとする．任意の 1 ≤
i ≤ nについて，Ciまたは Ciのどちらか一方のみが LCD符号である．

定理 3.2. Cは F2上の [n, k] LCD符号で，d(C), d(C⊥) ≥ 2を満たすとする．Cが even符
号であるとき，かつその時に限り，任意の 1 ≤ i ≤ nについて Ciが LCD符号である．

定理 3.3. C は F2上の [n, k] LCD符号で，d(C), d(C⊥) ≥ 2を満たすとする．C が odd符
号かつ 1n ∈ C であるとき，かつその時に限り，任意の 1 ≤ i ≤ nについて Ciが LCD符号
である．
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定理の主張において，d(C), d(C⊥) ≥ 2という仮定が不自然に思われるかもしれない．し
かし，以下の理由から，この仮定は自然なものである：d(C⊥) = 1であるような符号 Cは，
任意のベクトル (c1, . . . , cn) ∈ C について ci = 0であるような座標 iを含むことが知られて
いる．そのような符号は，常に 0であるような座標を含まない符号に座標を添加して得られ
るために，d(C⊥) = 1なる符号Cを考察の対象から除外しても問題はない．CはC⊥の双対
符号なので，同様の議論から d(C) = 1なる符号 C を考察の対象から除外しても問題ない．

3.3 研究内容
以下のような問いをモチベーションとして研究を行い，次の結果を得た [8]．

(i) F2以外の有限体上の LCD符号で [1]と同様の結果は成り立つのか．

(ii) エルミート LCD符号で [1]と同様の結果が成り立つのか．

定理 3.4. C は F4上の [n, k]エルミート LCD符号で，d(C), d(C⊥h) ≥ 2を満たすとする．
任意の 1 ≤ i ≤ nについて，Ci または Ci のどちらか一方のみがエルミート LCD符号で
ある．

補題 3.5 (Ken Saito). Cを F4上の [n, k]エルミート LCD符号とする．Cの生成行列Gで，
GG

T
= Ikを満たすものが存在する．

定理 3.6. C は F4上の [n, k]エルミート LCD符号で，d(C), d(C⊥h) ≥ 2を満たすとする．
Gを C の生成行列で GG

T
= Ik を満たすようにとり，li で Gの第 i列を表す．Ci がエル

ミート LCD符号である時，かつその時に限り，wt(li)は偶数である．

系 3.7. C は F4上の [n, k]エルミート LCD符号で，d(C), d(C⊥h) ≥ 2を満たすとする．G

を C の生成行列でGG
T
= Ikを満たすようにとり，liでGの第 i列を表す．Ciがエルミー

ト LCD符号である時，かつその時に限り，wt(li)は奇数である．

補題 3.5は Saito (private communication, Dec. 31, 2021)による．補題 3.5を用いて，定
理 3.6が示される．系 3.7は， 定理 3.4と 定理 3.6から直ちに従う．

4 今後の研究の方向
この節では，LCD符号についての予想や研究課題等を述べる．

4.1 構成と分類の研究
定理 2.6により，F2,F3上の LCD符号及び F4上のエルミート LCD符号のみが一般の線

形符号と異なる同値類を持つことがわかっている．また，F2上の LCD符号及び F4上のエ
ルミート LCD符号はそれぞれ，暗号理論及び量子符号理論への応用が示されている [3,11]．
よって，特に F2上の LCD符号及び F4上のエルミート LCD符号の構成及び分類が盛んに
行われている．自身の構成と分類の研究として， [7, 9, 10]を挙げる．
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4.2 LCD符号の最小重みに関する予想
d(n, k) = max{d(C) | C : [n, k] LCD code over F2}と定義する．Bouyuklieva [1]は，以

下の予想を立てた．

予想 4.1. 任意の 1 ≤ k ≤ nについて，d(n+1, k) = d(n, k)+1または d(n+1, k) = d(n, k)

が成立する．

[5]によれば，一般の線形符号においても上記の予想の反例は見つかっていない．そのた
め，一般の線形符号についても成立する命題かもしれない．しかし，一般の線形符号におい
て成立することが，LCD符号のみに限っても成り立つというのは興味深いと考えている．
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The Delsarte theory for probability measures on compact
homogeneous spaces

Akifumi Nakada∗
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Abstract
Delsarte theory links coding theory and design theory as dual concepts through

Fourier analysis. This theory provides a fundamental tool for studying codes and de-
signs. This paper presents a formulation of Delsarte theory for probability measures.
This paper is based on joint work with Takayuki Okuda (Hiroshima University).

1 Introduction to Delsarte theory for finite subsets
We present some well-known facts about the Delsarte theory for finite subsets on homogeneous
spaces corresponding to the Gelfand pairs. The Delsarte theory links coding theory and design
theory by spherical Fourier transforms. So, We also introduce coding theory and design theory.

1.1 Coding theory
In this paper, let M be the homogeneous space corresponding to a compact Gelfand pair
(G,H), I be the orbit space of the diagonal action G y M ×M , R : M ×M → I be the
quotient map in topology and i0 ∈ I be the diagonal set of M ×M .

For a non-empty finite subset X ⊂M and a subset A ⊂ I, if R(X ×X) ⊂ A, then we call
X an A-code.

Example 1.1 (Regular hexagon). Let G be the orthogonal group O(2) in dimension 2 and
H be O(1). Then M ∼= S1 ⊂ R2, I = [−1, 1] and R is the inner product. And let A :=
[−1, 1/2] ∪ { 1 } and X be the vertex set of the regular hexagon. Then X is an A-code with
the maximum cardinality.

60◦
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1.2 Design theory
We denote by C(M) the set of all continuous complex functions onM , and µM the pushforward
of the probability Haar measure on G by the quotient map G → M . We note that µM is a
G-invariant probability Radon measure on M . The L2-space on M with respect to µM is
denoted by L2(M). It is well known that C(M) can be realized as a dense subspace of L2(M)
with respect to the L2-norm.

Throughout this paper, we define J as the set of all irreducible subrepresentations of the
unitary regular G-representation G→ U(L2(M)), and V0 as the space of all constant complex
functions on M . Then V0 ∈ J . The set J will be regarded as a discrete space. According to
the Peter–Weyl theorem, for each V ∈ J , the dimension of V is finite, and V ⊂ C(M).

For a non-empty finite subset X ⊂M and a subset T ⊂ J with V0 ∈ T , if∫
f dµM =

1

#X

∑
p∈X

f(p)

for all V ∈ T and f ∈ V , then we call X a T -design.

Example 1.2 (Regular triangle). Let (G,H) := (O(2), O(1)). Then M ∼= S1 ⊂ C, µM

is the canonical probability measure and J = { Vn := 〈zn, zn〉lin | n ∈ Z≥0 }. And let T :=
{ Vn | n = 0, 1, 2 } and X be the vertex set of the regular triangle. Then X is a T -design with
the minimum cardinality.
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1.3 Delsarte theory
Fix a non-empty finite subset X ⊂ M . First, we define the I-distribution aX ∈ CI of X as
follows:

aXi :=
#R−1(i) ∩X ×X

#X ×X
(i ∈ I),

aX := (aXi )i∈I ∈ CI .

Where CI is the vector space generated by the set I. Therefore, (aXi )i = 0 for all but finitely
many i ∈ I.

Then, for a subset A ⊂ I, the following two conditions are equivalent:
(1) X is an A-code,
(2) aXi = 0 for all i /∈ A.

This equivalence links coding theory and I-distributions.
Second, we define the linear map µX as follows:

µX : C(M) → C

f 7→ 1

#X

∑
p∈X

f(p).
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And we define the J -distribution bX ∈ C(J ) of X as follows:

bX : J → C

V 7→ bXV := ‖µX : (V, ‖−‖2) → C‖2
op
.

Then, for a subset T ⊂ J with V0 ∈ T , the following two conditions are equivalent:
(1) X is a T -design,
(2) bXV = 0 for all V ∈ T − { V0 }.

This equivalence also links design theory and J -distributions.
Third, We introduce the spherical Fourier transforms that link the I and J -distributions.

For each V ∈ J , there exists a unique continuous map QV : I → C that makes the following
diagram commutative, since the universality of quotient maps in topology.

M ×M

I C

KV
R

QV

We call this QV the spherical function for V . Using this, we define the spherical Fourier
transform F : CI → C(J ) as follows:

F(a) := â : J → C

V 7→
∑
i∈I

ai ·QV (i).

Then F is a linear injection and the MacWilliams identity âX = bX holds. To summarize
the above, we link coding theory and design theory by the spherical Fourier transform.

And finally, We introduce the bound on the cardinality of X, called Delsarte’s bound. If
X is an A-code and a T -design, then for every feasible solution of the dual problem of the
following linear programming problem, the bound on aXi0 ∈ R is obtained.

Find a vector a ∈ CI ,
that minimize or maximize ai0 ,

subject to a ≥ 0,
a = 0 on Ac,
â ≥ 0,
â = 0 on T − { V0 },
â(V0) = 1.

As a corollary, we obtain the bound on the cardinality of X since aXi0 = 1/#X. The optimal
bound obtained in this way is called Delsarte’s bound.

2 Delsarte theory for probability measures
We generalize the Delsarte theory introduced above to probability measures. In this paper,
the set of all positive unital bounded linear functionals on C(M) with respect to the uniform
norm is denoted by P(M), and we call an element in P(M) probability measure on M . It
should be remarked that by Riesz–Markov–Kakutani representation theorem (see [16] for the
details), P(M) can be identified with the set of all probability Radon measures on M .

3
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2.1 Coding theory
Using the fact that the support suppµX ⊂M of measure µX coincides with X, we generalize
the coding theory to probability measures in a natural way. Specifically, for a probability
measure µ ∈ P(M) and a subset A ⊂ I, if R(suppµ× suppµ) ⊂ A, then we call µ an A-code.

2.2 Design theory
We also generalize the design theory to probability measures in a natural way. Specifically,
for a probability measure µ ∈ P(M) and a subset T ⊂ J with V0 ∈ T , if µM (f) = µ(f) for
all V ∈ T and f ∈ V , then we call µ a T -design.

2.3 Delsarte theory
Fix a probability measure µ ∈ P(M). First, we define the I-distribution aµ ∈ P(I) of µ by
aµ := R∗(µ⊗ µ) using product and pushforward of measures. Note that we have not defined
an equivalent for aXi . This is because if aXi is generalized to aµi in a natural way, aµi = 0 in
most cases.

However, coding theory for probability measures and I-distributions are linked by the fol-
lowing proposition:

Proposition 2.1. For a subset A ⊂ I, the following two conditions are equivalent:
(1) µ is an A-code,
(2) supp aµ ⊂ A.

Second, we generalize the J -distribution to the probability measure µ as follows:

bµ : J → C

V 7→ bµV := ‖µ : (V, ‖−‖2) → C‖2
op.

Then design theory for probability measures and J -distributions are also linked by the
following proposition:

Proposition 2.2. For a subset T ⊂ J with V0 ∈ T , the following two conditions are equiva-
lent:

(1) µ is a T -design,
(2) supp bµ ⊂ T c ∪ { V0 }.

Third, we also generalize the spherical Fourier transform to probability measures as follows:

F(a) := â : J → C
V 7→ a(QV ).

Then F : P(I) → C(J ) is a linearly injection and the following main results are obtained:

Theorem 2.3 (MacWilliams identity). âµ = bµ.

To summarize the above, we link coding theory and design theory for probability measures
by the spherical Fourier transform.

And finally, we will consider the generalization of Delsarte’s bound to probability measures.
It is necessary to consider the “cardinality” of a measure. Thus, we will consider a real-valued
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continuous function ϕ ∈ C(I) and, if aµ(ϕ) 6= 0, we call 1/aµ(ϕ) the ϕ-cardinality of µ. Then
the following proposition holds:

Proposition 2.4. Let X ⊂ M be a non-empty finite subset and ϕ ∈ C(I) satisfy ϕ(i0) = 1
and ϕ−1(0)c ∩ R(X × X) = { i0 }. Then the ϕ-cardinality of µX and the cardinality of X
coincide.

To describe Delsarte’s bound, we fix our notations as below: the spherical Fourier transform
ψ̂ ∈ C(J ) of ψ ∈ C(I) denotes ψ̂(V ) := aµM (ψ ·QV )/dimV , the transpose ψ> ∈ C(I) denotes
ψ>([p, q]) := ψ([q, p]) and C>

R (I) denotes
{
ψ ∈ C(I)

∣∣ ψ = ψ = ψ> }
. Then the other of the

main results are obtained:

Theorem 2.5 (Delsarte’s bound). Let ϕ ∈ C>
R (I). And we put

Sc :=

{
ψ ∈ C>

R (I) ∩
⊕
V ∈J

CQV

∣∣∣∣∣ ψ̂ ≥ 0 on T c, ϕ− ψ ≥ 0 on A

}
,

Sd :=

{
ψ ∈ C>

R (I) ∩
⊕
V ∈J

CQV

∣∣∣∣∣ ψ̂ ≤ 0 on T c, ϕ− ψ ≤ 0 on A

}
,

c := sup aµM (Sc),

d := inf aµM (Sd).

Then we have bounds c ≤ aµ(ϕ) ≤ d for µ ∈ P(M) that is an A-code and a T -design.

As a corollary, we obtain the bound on the ϕ-cardinality of µ. The optimal bound on aµ(ϕ)
obtained in this way is called Delsarte’s bound.

3 Examples of 1-designs on the 2-dimensional sphere
In this section, let (G,H) := (O(3), O(2)). Then M ∼= S2 ⊂ R3, I = [−1, 1], R is the inner
product,

J =

{
Harmn(S

2) :=

{ homogeneous harmonic polynomial
functions of degree n

} ∣∣∣∣ n ∈ Z≥0

}
∼= Z≥0

and Qn is constant multiple of Legendre polynomials of degree n. In particular Q0(t) =
1, Q1(t) = 3t (t ∈ [−1, 1]). And let A := I, T := { 0, 1 } ⊂ J and ϕ(t) := t/2 + 1/2 (t ∈
[−1, 1]) ∈ C(I).

According to Delsarte’s bound, for any µ ∈ P(M) that is an A-code and a T -design, ϕ-
cardinality of µ is 2.

Example 3.1 (Antipodes). Let X := { (1, 0, 0), (−1, 0, 0) } ⊂ M . Then µX ∈ P(M) is an
A-code and a T -design. In fact, ϕ-cardinality of µX is 2.
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Example 3.2 (Great circle). Let µ0 ∈ P(M) be the canonical probability measure on
{ (0, cos θ, sin θ) | θ ∈ R } ⊂ M . Then µ0 is an A-code and a T -design. In fact, ϕ-cardinality
of µ0 is 2.

Example 3.3 (Small circle). Let µ1/2 ∈ P(M) be the canonical probability measure on{
(1/2,

√
3/2 cos θ,

√
3/2 sin θ)

∣∣ θ ∈ R
}
⊂ M . Then ϕ-cardinality of µ1/2 is 8/5 < 2. In fact,

µ1/2 is not a T -design.

0

1
2

4 Summary
By replacing finite subsets with probability measures, we generalized coding theory, design
theory and Delsarte theory to probability measures on homogeneous spaces corresponding to
compact Gelfand pairs. Table 1 lists the corresponding terms that appear in Delsarte theory,
both for finite subsets and probability measures.

Table 1 Correspondence of terms appearing in Delsarte theory

Finite subset Probability measure
Object Finite subset X of M Prob. measure µ on M
A-code R(X ×X) ⊂ A R(suppµ× suppµ) ⊂ A
T -design µM (f) = µX(f) µM (f) = µ(f)
a−i #R−1(i) ∩X2/#X2 ×
I-distribution a− (aXi )i∈I ∈ CI R∗(µ⊗ µ) ∈ P(I)
b−V ‖µX : V → C‖2op ‖µ : V → C‖2op
J -distribution b− V 7→ bXV V 7→ bµV
â V 7→

∑
i∈I ai ·QV (i) V 7→ a(QV )

SFT F CI → C(J ) P(I) → C(J )

Three problems remain. First, there is no ϕ ∈ C(I) such that Delsarte’s bound on the
ϕ-cardinality are consistent with that on the normal cardinality. Second, ϕ is assumed to be a
continuous function that takes values in the unit closed interval [0, 1]. We do not know what
such a function means in terms of applications. Third, we do not know the good presentation
of the image of the spherical Fourier transform F : P(I) → C(J ).
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等質空間上の固有な群作用と符号理論の関係について

奥田 隆幸 (広島大学大学院先進理工系科学研究科)

Abstract. 本稿では等質集合上の符号理論に粗幾何学の視点を持
ち込み, 等質空間上の群作用の固有性を符号理論の枠組みで言い換
える試みを紹介する. 本稿は小川健翔氏 (広島大), 長屋拓暁氏 (広島
大)との共同研究の内容に基づく.

1. 序
G を局所コンパクト群とし, 等質 G 空間 X を考える. G の離散部

分群 Γ が等質 G 空間 X の不連続群 (discontinuous group) であると
は, Γ の X の作用が真性不連続 (properly discontinuous), つまり, 任
意の x ∈ X について, x のある近傍 C が存在して,

{γ ∈ Γ | γ · C ∩ C 6= ∅} = {e}

となることとする. ただし e は G の単位元を表す.
Γが X の不連続群であるとき,商写像 π : X → Γ\X は Γ主束,特に

正則被覆写像となる. このようにして得られる空間 Γ\X を等質 G空間
X の Clifford–Klein 形とよぶ. 特に G がリー群である場合には, Γ\X
は (G,X) 多様体と呼ばれる構造を持ち, X に定まる G 不変な局所幾
何構造 (例えば正定値計量, 不定値計量, 複素構造, シンプレクティック
構造など)を引き継ぐ. このような意味で Clifford–Klein 形は「X と同
様な局所構造を持つ空間」であり, 不連続群論および Clifford–Klein 形
の研究は幾何学における重要な研究テーマとなっている.
L を G の閉部分群 (離散とは限らない)であって, X への作用が固

有 (proper) である, すなわち, 任意の X のコンパクト集合 C につい
て, L の部分集合

LC := {l ∈ L | l · C ∩ C 6= ∅}

がコンパクトになるものとする. このとき L の捩れのない離散部分群
は必ず X の不連続群となる. したがって, このような L を探す研究は,
X の不連続群を構成する有効な手法を提供する.
等質空間 X の各点の固定化部分群がコンパクトである場合には, X

に自然な G 不変距離が定まることが多く, また G の任意の閉部分群
L が X に固有に作用するということもあり, X 上の不連続群論は古く
から多くの研究がなされてきた. 代表的なものとしては, A. Borel によ
る非コンパクトリーマン対称空間における余コンパクト不連続群の構

The author is supported by JSPS Grants-in-Aid for Scientific Research
JP20K14310 an JP22H01124.
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成や, 種数が 2 以上の閉リーマン面 (双曲平面のコンパクト Clifford–
Klein 形とみなせる)の幾何構造の変形を司るタイヒミュラー空間の理
論の華々しい成果などが挙げられる.
しかし等質空間 X の各点の固定化部分群が非コンパクトである場合

には, 通常 X はG不変な距離を持たない. また, G の非コンパクト閉
部分群 L について, X への L の作用は固有であるとは限らないという
難点がある. このような非コンパクトな固定化部分群を持つ等質空間
上の不連続群論, Clifford–Klein 形および固有な群作用の系統的な研究
は, 小林俊行氏による 1980年代後半からの一連の仕事 ([7, 8, 9])に端
を発する. 詳細については小林氏による解説 [11, 12] を参照されたい.
一方で, 誤り訂正符号, 接吻数問題, 球充填問題などに代表される等

質集合上の符号理論は, 組合せ論の重要な分野として発展を遂げてき
た. 本稿の目的は, これまで別々の研究領域として発展してきた等質空
間上の不連続群論と等質集合上の符号理論を, 粗幾何学の言葉を用いて
結びつけることである. その第一歩として, 本稿では等質集合上の符号
理論に粗幾何学の視点を持ち込み, 等質空間上の群作用の固有性を符号
理論の枠組みで言い換える試みを紹介する.

2. 等質集合上の符号理論, 等質空間上の固有作用
本節では等質集合上の符号理論および等質空間上の固有な群作用の

各種用語を定める.

2.1. 等質集合, 等質空間. まず本稿で用いる “等質集合” および “等質
空間” についての用語を定めよう.
以下, 群 G を固定する. M を集合とし, G の M への推移的な作用

ρ : G×M →M を固定したとき, 本稿では組 (M,ρ) を等質 G 集合と
よぶ. また各 (g, p) ∈ G×M について,

g ·ρ p := ρ(g, p) ∈M

と書く. M の各点 p について, G の部分群
Gp := {g ∈ G | g ·ρ p = p}

を p における G の固定化部分群 (isotropy)とよぶ. 各 p, q ∈ M につ
いて, それらの固定化部分群 Gp, Gq は G の内部自己同型により互い
に共役であることに注意しておく.
また群 G の部分群 H を固定したとき, 剰余類集合 G/H は自然な

意味で等質 G 集合とみなせ, この等質集合の各点における固定化部分
群は, G の内部自己同型について H と共役な部分群となる. これより
等質 G 集合を考えることと, G の部分群の共役類を考えることは (し
かるべき意味で)等価である.
以下 Gが局所コンパクトなハウスドルフ位相群である場合を考える.

本稿では, M が局所コンパクトなハウスドルフ位相空間であり, 推移的
な群作用 ρ : G×M →M が連続であり, さらに各 p ∈M について

πp : G→M, g 7→ g ·ρ p
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が開写像になるとき, 組 (M,ρ) を等質 G 空間とよぶことにする. 等質
G 空間 (M,ρ) について, 各点における固定化部分群は G の閉部分群
となる. 逆に G の閉部分群 H を固定するとき, 剰余類空間 G/H (位
相は商位相)は自然な意味で等質 G 空間となる. これより等質 G 空間
を考えることと, G の閉部分群の共役類を考えることは (しかるべき意
味で)等価である.

2.2. 等質集合上の符号理論. 以下, G を群とし, (M,ρ) を等質 G 集合
とする. 本小節では M 上の “F 禁止符号 ’’の用語を定めておく.
直積集合 M ×M に ρ の誘導する対角な G 作用を定め, その軌道集

合を I と書くことにする. また
R :M ×M → I

を商写像とする. ここで M ×M の部分集合
i0 := {(p, p) ∈M ×M | p ∈M}

は単一の対角 G 軌道をなすため, i0 ∈ I となることに注意しておく.
本稿では M の部分集合 Y について,

RY := R(Y × Y ) ⊂ I
とおく. Y が空でないなら i0 ∈ RY となることに注意. また, I の各部
分集合 F with i0 ∈ F について, “F 禁止符号”という用語を以下の意
味で用いる:

Definition 2.1 (F 禁止符号1). F を I の部分集合 with i0 ∈ F とす
る. M の部分集合 Y が F 禁止符号 (F -free code) であるとは,

RY ∩ F ⊂ {i0}
が成り立つこととする. これは「y1, y2 ∈ Y が y1 6= y2 であるなら
R(y1, y2) 6∈ F」となることに他ならない.

以下で紹介するように,「等質集合上の F 禁止符号」という概念は誤
り訂正符号, 接吻数問題, 球充填問題などに統一的な枠組みを与える.

Example 2.2. 半直積群 G = Sn ⋉ (S2)
n の等質集合 M = {0, 1}n

について考える. ただし, G の部分群 Sn は M = {0, 1}n に成分の入
れ替えとして作用しているものとし, また各部分群 S2 (n 個ある ) は
M = {0, 1}n に “bit-flip” として各成分に作用しているものとする. こ
のとき対角 G 軌道集合 I は n+1 点集合 {0, . . . , n} と同一視され, ま
た商写像 R は Hamming 距離関数:

R : {0, 1}n × {0, 1}n → {0, . . . , n}, (x, x′) 7→ #{i | xi 6= x′i}
とみなすことができる. また上記同一視において i0 = 0 である. ここ
で I の部分集合 F を {0, 1, . . . , 2e} として固定する. このとき F 禁
止符号とは, 長さ n の e 誤り訂正二進符号に他ならない.
誤り訂正符号の詳細については例えば [13] などを参照されたい.

1講演のときと “F 禁止符号”の用語の用法を微修正しています.
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Example 2.3. n 次直交群 G = O(n) の等質集合である n− 1 次元球
面 M = Sn−1 (ここでは Rn の原点中心の単位球面として実現されて
いるものとする ) について考える. このとき対角 G 軌道集合 I は閉
区間 [−1, 1] と同一視され, 商写像 R は Rn における内積

R : Sn−1 × Sn−1 → [0, 1], (x, x′) 7→ 〈x, x′〉Rn =
∑
i

xix
′
i

とみなせる. この同一視において i0 = 1 であることに注意. ここで I
の部分集合 F を区間 (1/2, 1] として定めると, F 禁止符号とは, Sn−1

における接吻配置に他ならない.
接吻数問題の解説としては [3] を, また球面上の一般的な符号理論に

ついては [18] または [1, 19, Chapter 5] を参照されたい.

Example 2.4. n 次運動群 G = O(n)⋉ Rn の等質集合である n 次元
ユークリッド空間 M = Rn を考える. このとき対角 G 軌道集合 I は
区間 R≥0 = [0,∞) と同一視され, 商写像 R は Rn におけるユークリッ
ド距離関数

R : Rn × Rn → [0,∞), (x, x′) 7→
√
‖x− x′‖Rn =

√∑
i

(xi − x′i)2.

とみなせる. この同一視において i0 = 0 であることに注意. ここで I
の部分集合 F を区間 [0, 2) として定めると, F 禁止符号とは, Rn にお
ける単位球充填の中心点集合に他ならない.
球充填問題の一般的な解説としてはH. Cohn による [5] を参照され

たい. また M. Viazovska を中心とした研究グループによる球充填問題
についての近年の驚くべき進展 ([6, 17]) については, 同じく H. Cohn
による記事 [4] も参考になると思われる.

もう一つ F 禁止符号の例を挙げておく:

Example 2.5. G を不定値直交群 O(2, 2m) とし, G の等質集合 とし
て不定値グラスマン M = Gr(2,0)(R2,2m) (the set of all (2, 0)-subspaces
in R2,2m) を考える. このとき対角 G 軌道空間 I は閉凸錐

{α ∈ R2 | α1 ≥ α2 ≥ 0} ⊂ R2

と同一視され, 商写像 R は
R :M ×M → I, (V1, V2) 7→ (− log λ1,− log λ2)

で与えられる. ただし, ここで V1, V2 ∈ Gr(2,0)(R2,2m) に対して,

pVs : R2,2m → R2,2m

を Vs への直交射影 (s = 1, 2) とし, また λ1 ≤ λ2 ≤ 1 を線形変換
(pV1 ◦ pV2)|V1 : V1 → V1

の固有値とする. この同一視において i0 = (0, 0) である.
I の部分集合 F を {α2 = 0} とする. このとき M = Gr(2,0)(R2,2m)

の部分集合 Y が F 禁止符号であるとは, Y の任意の異なる二元 V1, V2
について, V1 ∩ V2 = 0 が成り立つことと同値である. このような F
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禁止符号の例としては不定値複素グラスマン Y := Gr(1,0)(C1,m) (R2,2m

に定まる標準的な複素構造 J について, the set of all J-stable (2, 0)-
subspaces of R2,2m = C1,m としたもの ) などがある. 実際, この Y に
ついて

RY = {α1 = α2} ⊂ I
となり, Y = Gr(1,0)(C1,m) は F 禁止符号であることが分かる.

Remark 2.6. G が有限群である場合には, (M,R) は schurian associ-
ation scheme を定める. 一般のアソシエーションスキームにおける符
号理論については [1, 19] に詳しい.

2.3. 等質空間上の固有な群作用. 本小節では G を局所コンパクトなハ
ウスドルフ位相群とし, (X, σ) を節 2.1 で定めた意味の等質 G 空間と
する. この X についての各点の固定化部分群は非コンパクトである場
合もありうることとする.
G の閉部分群 L を固定したとき, L は X に σ によって作用する. こ

の作用も σ の記号で表すこととする. 局所コンパクト群 L の局所コン
パクト空間 X への連続作用 σ が固有 (proper) であるとは, X の任意
のコンパクト部分集合 C に対して, L の部分集合

LC := {l ∈ L | (l ·σ C) ∩ C 6= ∅}
がコンパクトとなることをいう.
等質 G 空間 X の各点の固定化部分群がコンパクトであるとき, ま

たは G の閉部分群 L がコンパクトであるときには, L の X への作用
は固有である. しかしX の各点の固定化部分群が非コンパクトであり,
L も非コンパクトである場合には, L の X への作用が固有である場合
も, そうでない場合もある.

Example 2.7. アファイン群 G = GL(n,R)⋉Rn の等質空間としてア
ファイン空間 X = Rn を考える. X = Rn の点 x = 0 を固定すると,
その固定化部分群は H := GL(n,R)⋉ {0} となる. このとき G の閉部
分群 L := {(In, v) | v ∈ Rn} は X へ固有に作用する. また別の閉部分
群として L′ := H = GL(n,R)⋉ {0} を考えると, L′ の X の作用は固
有ではない.

Example 2.8. G = SL(2,R) の等質空間 X = R2 \ {(0, 0)} について
考える. X の点 x = (1, 0) を固定すると, その固定化部分群は

H :=

{(
1 ∗
0 1

)}
となる. このとき, G の非コンパクト閉部分群

L :=

{(
ea 0
0 e−a

)∣∣∣∣ a ∈ R
}

は X への作用は固有ではない. この例は, すべての L 軌道は X にお
ける閉集合であるにも関わらず, L 作用が固有ではないというものに
なっている.
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次の問題を考える:

Problem 2.9 (固有性判定問題). 局所コンパクト群 G の等質空間 X
および G の閉部分群 L を固定する. このとき L の X への作用が固
有であるか否か判定せよ.

等質 G 空間 X の点を一つ固定し, その固定化部分群を H と書くこ
とにすると, (X,L) についての以下の四条件は同値であることが知ら
れている:

(i) 等質空間 X = G/H における L の作用が固有.
(ii) 等質空間 G/L における H の作用が固有.
(iii) 直積空間 G/H ×G/L における G の対角作用が固有.
(iv) G の任意のコンパクト部分集合 C1, C2 について, G の部分集

合 L ∩ C1 ·H · C−1
2 がコンパクトになる.

したがって,上記の固有性判定問題は以下のような問題と等価である:

Problem 2.10. 局所コンパクト群 G の閉部分群の組 (H,L) を固定す
る. このとき, 以下の条件 (⋆) を満たすか否か判定せよ:

条件 (⋆): G の任意のコンパクト部分集合 C1, C2 について, G の
部分集合 L ∩ C1 ·H · C−1

2 がコンパクトになる.

この問題は H,L がどちらも非コンパクトである場合には一般には
簡単ではない. しかし G が線形簡約リー群である場合には, 小林俊行
氏, Y. Benoist 氏による簡明な判定定理が知られている:
以下, G を線形簡約リー群とする. G の極大コンパクト群 K を固定

し, M = G/K と書き, p0 := eK ∈ M とおいておく. また M の G 不
変リーマン計量を固定し, 誘導される M 上の距離関数を d とする (こ
のとき M はリーマン対称空間と呼ばれる空間となる). M ×M の対
角 G 軌道空間 I において, 距離 dI を

dI : I × I → R≥0,

(i1, i2) 7→ inf{d(i1, i2) | p ∈ i1, q ∈ i2}

と定める. このようにして得られる距離空間 (I, dK) は “up to finite
cover (詳細略)” でユークリッド空間における閉凸錐と等長であること
が知られている. また,

µ : G→ I, g 7→ R(p0, g · p0)

をカルタン射影とよぶ. ただし R :M ×M → I は商写像とする.

Theorem 2.11 (固有性判定定理: T. Kobayashi [7, 10], Y. Benoist [2],
また [15]も参照されたい). 上記設定において, G の閉部分群 (H,L) の
組について, 以下の二条件は同値である:

(i) (H,L) は条件 (⋆) を満たす (これは L の G/H への作用が固
有であることと同値 ).

(ii) このとき任意の非負整数 r ≥ 0 について, I の部分集合 µ(L)∩
N r(µ(H)) は有界, ただし I の各部分集合 S および非負実数
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r について,

N r(S) := {α ∈ a+ | dK(α, s) ≤ r for some s ∈ S}

と定める.

Example 2.12. G を不定値直交群 O(2, 2m) とする. G の極大コンパ
クト群として K = O(2) × O(2m) を固定する. このとき M = G/K
は不定値グラスマン M = Gr(2,0)(R2,2m) (the set of all (2, 0)-subspaces
in R2,2m) とみなせる. また対角 G 軌道空間 I は閉凸錐

{α ∈ R2 | α1 ≥ α2 ≥ 0} ⊂ R2

と等長に同一視され, 商写像 R はExample 2.5 で紹介した形で与えら
れる.
以下, 不定値直交群 G = O(2, 2m) の等質空間

X = {x ∈ R2,2m | (x, x)2,2m = 1}

について考える. この空間 X は符号 (1, 2m) の G 不変擬リーマン計
量を定めることにより, 擬リーマン空間形 (断面曲率が一定 )の構造を
持つ. また X の点 x0 = (1, 0, . . . , 0) として固定すると, その固定化部
分群は H := O(1, 2m) となる.
G の閉部分群として不定値ユニタリ群 L := U(1,m) を考える. この

とき,

µ(L) = {α1 = α2},
µ(H) = {α2 = 0}

となる. 特に任意の r ∈ R について
µ(L) ∩N r(µ(H)) = {α1 = α2 ≤ r}

は有界である. 固有性判定定理より (H,L) は条件 (⋆) を満たし, 特に
L = U(1,m) の X への作用は固有である. また, この L の作用は余コ
ンパクト, つまり L\X がコンパクトになることが知られており, 特に
L の捩れのない余コンパクト離散部分群 Γ を選ぶごとに Γ は X の余
コンパクトな不連続群となる. 特に Clifford–Klein 形 Γ\X としてコン
パクトな符号 (1, 2m) の擬リーマン空間形が手に入る.

3. 粗幾何学に関する用語の準備
集合上に大規模かつ一様な近傍構造を定めたものを粗空間といい, 粗

空間を取り扱う分野を粗幾何学という. 本節では粗幾何学に関する各
種用語を定めておく.

3.1. 粗構造, 粗空間. 本小節では粗構造および粗空間についての用語を
定める.
以下, Ω を集合とし, Ω のべき集合を P(Ω) と書くことにする. こ

こで
EndU(P(Ω)) := {E : P(Ω)→ P(Ω) | E preserves any unions}.
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とおく. ただし “E : P(Ω) → P(Ω) preserves any union” とは任意の
U ⊂ P(Ω) について,

E(
⋃
U∈U

U) =
⋃
U∈U

E(U)

が成り立つこととする.

Remark 3.1. 直積集合 Ω× Ω のべき集合を P(Ω× Ω) と書くことに
すると, EndU(P(Ω)) は以下の対応 E 7→ ΦE により, 自然に P(Ω×Ω)
と一対一に対応する: 各 E ∈ EndU(P(Ω)) について, ΦE ⊂ Ω× Ω を,

ΦE = {(x, y) ∈ Ω× Ω | y ∈ E({x})}

と定める.
J. Roe [16] の教科書では P(Ω× Ω) の言葉で粗幾何学の各用語が定

義されている. 本稿で紹介する粗幾何学の用語は, 上記対応により各用
語を EndU(P(Ω)) の言葉で置き換えたものである.

EndU(P(Ω)) は写像の合成についてモノイドをなしている. 単位元
は恒等写像 idP(Ω) である. また, 以下のような EndU(P(Ω)) 上の対合
および上半束構造を定めておく.

• 各 E ∈ EndU(P(Ω)) について, その “転置” ET ∈ EndU(P(Ω))
を
ET : P(Ω)→ P(Ω), S 7→ {x ∈ Ω | E({x}) ∩ S 6= ∅}.

として定める. 転置はモノイド EndU(P(Ω)) における対合
を定める. すなわち (E ◦ F )T = F T ◦ ET が任意の E,F ∈
EndU(P(Ω)) について成り立つ.
• E,F ∈ EndU(P(Ω)) について, “E ⊂ F” であるとは, E(S) ⊂
F (S) が任意の S ∈ P(Ω) について成り立つこととする. この
二項関係 “⊂” は EndU(P(Ω)) 上の半順序を定め, さらに上半
束 (join semi-lattice)になっている. 各 E,F ∈ EndU(P(Ω)) に
ついての join は

E ∪ F : P(Ω)→ P(Ω), S 7→ E(S) ∪ F (S)

で与えられる.

集合 Ω 上の粗構造 (coarse structure) を以下で定める:

Definition 3.2 (粗構造, 粗空間). EndU(P(Ω)) の部分集合 E が 集合
Ω 上の粗構造であるとは, 以下の五条件が成り立つこととする:

(i) 恒等写像 idP(Ω) on P(Ω) は E の元.
(ii) E は合成について閉じる,つまり E1◦E2 ∈ E が任意の E1, E2 ∈
E について成り立つ.

(iii) E は転置について閉じる, つまり ET ∈ E が任意の E ∈ E に
ついて成り立つ.

(iv) E は join について閉じる, つまり, E1 ∪ E2 ∈ E が任意の
E1, E2 ∈ E について成り立つ.
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(v) E は半順序集合 EndU(P(Ω)) の lower set である, つまり, 任
意の E ∈ E および任意の F ∈ EndU(P(Ω)) について, F ⊂ E
であるなら F ∈ E が成り立つ.

このとき, 組 (Ω, E) を粗空間 (coarse space) という. また本稿では, E
の各元を制御作用素 (controlled operator)2 とよぶことにする.

粗空間における「有界集合」の概念を以下で定義する:

Definition 3.3 (有界集合). (Ω, E) を粗空間とする. Ω の部分集合 B
が有界であるとは, B = ∅ であるか, またはある元 x ∈ Ω およびある
制御作用素 E ∈ E が存在して B ⊂ E({x}) となることとする.

Example 3.4. (Ω, d) を距離空間とする. Ω 上の粗構造
Ed := {E ∈ EndU(P(Ω)) | E ⊂ N r for some r ≥ 0}

を距離関数 d の定める有界粗構造 (bounded coarse structure) とよぶ.
ただし, 各 r ≥ 0 について, N r ∈ EndU(P(Ω)) を

N r : P(Ω)→ P(Ω), S 7→ {x ∈ Ω | d(x, s) ≤ r for some s ∈ S}

として定める. 粗空間 (Ω, Ed) についての有界集合とは, 距離 d につい
ての有界集合のことに他ならない.

また, 粗空間の部分集合の組に対して “BI-pair” という概念を以下で
定めておく.

Definition 3.5 ([14] in preparation). (Ω, E) を粗空間とする. Ω の部
分集合の組 (S, S ′) が BI (bounded intersection) であるとは, 任意の制
御作用素 E ∈ E について, 共通部分 S ∩ E(S ′) が有界であることと
する.

BI-pair の概念は P(Ω) における対称な二項関係を定める, つまり,
(S, S ′) が BI であることと, (S ′, S) が BI であることは同値である.

3.2. 粗写像, 粗同値写像. 二つの粗空間の間の写像についての各種用語
を以下で定めておく: 以下, (Ωi, Ei) (i = 1, 2)を粗空間とし, φ : Ω1 → Ω2

を写像とする.
まず, 以下の記号を導入する:

φ∗ : P(Ω1)→ P(Ω2), S 7→ φ(S),

φ∗ : P(Ω2)→ P(Ω1), S
′ 7→ φ−1(S ′).

つまり φ∗ は順像を表し, φ∗ は逆像を表すものとする.

Definition 3.6 (粗一様写像). 写像 φ : Ω1 → Ω2 が粗一様 (coarsely
uniform または bornologous) であるとは, 任意の制御作用素 E ∈ E1 に
ついて, φ∗◦E◦φ∗ ∈ EndU(P(Ω2))が制御作用素,つまり φ∗◦E◦φ∗ ∈ E2
となることとする.

2教科書 [16] では制御集合 (controlled set) と呼ばれている概念に対応する.
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Definition 3.7 (粗固有写像). 写像 φ : Ω1 → Ω2 が粗固有 (coarsely
proper) であるとは, 任意の有界集合 B in (Ω2, E2) について, 逆像
φ−1(B) が有界 in (Ω1, E1) であることとする.

Definition 3.8 (粗写像). 写像 φ : Ω1 → Ω2 が粗 (coarse) であると
は, 粗一様かつ粗固有であることとする.

Definition 3.9 (粗同値写像). 写像 φ : Ω1 → Ω2 が粗同値 (coarsely
equivalent) であるとは, 以下の条件をみたすこととする:

• φ は粗写像.
• 粗写像 ψ : Ω2 → Ω1 であって, φ∗ ◦ ψ∗ ∈ E1 かつ ψ∗ ◦ φ∗ ∈ E2
となるものが存在する.

Example 3.10. R および Z にそれぞれ通常の距離から定まる有界粗
構造を考え, 粗空間とみなす. このとき

φ : R→ Z, r 7→ brc

は粗同値写像となる.

粗空間における BI-pair に関して次の定理が成り立つ:

Theorem 3.11 ([14] in preparation). 粗同値写像は BI-pair を保つ.
すなわち, φ : Ω1 → Ω2 が粗同値写像であり, S, S ′ ⊂ Ω1 とするとき,
以下の二条件は同値である:

(i) (S, S ′) は BI in (Ω1, E1).
(ii) (φ(S), φ(S ′)) は BI in (Ω2, E2).

4. 等質集合上の粗符号理論
節 2.2 の設定で考える. 本節では “F 禁止符号” の一般化として, “

粗 F 禁止符号” の概念を導入する.
以下, 対角 G 軌道集合 I に粗構造 E を定めておく. I の各部分集合

F with i0 ∈ F について, “粗 F 禁止符号” を以下で定義しよう:

Definition 4.1 (粗 F 禁止符号). F を I の部分集合 with i0 ∈ F と
する. M の部分集合 Y が粗 F 禁止符号であるとは, I の部分集合の
組 (RY , F ) が BI, すなわち, 任意の制御作用素 E ∈ E について, 共通
部分 RY ∩ E(F ) が (I, E) において有界であることとする.

Remark 4.2. F 自身が (I, E) において有界である場合には, すべて
の M の部分集合は粗 F 禁止符号となる.

Remark 4.3. Edisc が I 上の離散粗構造, つまり
Edisc = {E ∈ EndU(P(Ω)) | E ⊂ idP(Ω)}

の場合には, 粗 F 禁止符号とは, 節 2.2 における F 禁止符号のことに
他ならない (この場合, (I, Edisc) における有界集合とは, 一点集合また
は空集合を意味することに注意 ).
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Example 4.4. Example 2.5の設定として,不定値直交群 G = O(2, 2m)
の等質集合として不定値グラスマン M = Gr(2,0)(R2,2m) (the set of all
(2, 0)-subspaces in R2,2m) を考える. また対角 G 軌道集合 I は閉凸錐

{α ∈ R2 | α1 ≥ α2 ≥ 0} ⊂ R2,

と同一視し, 自然に定まる距離関数を dI と書くことにする. この dI

についての I 上の有界粗構造を EdI と書くことにする. また Example
2.5 と同様に I の部分集合 F を

F = {α2 = 0} ⊂ I.
として固定する.
ここで Example 2.5 でも紹介した M = Gr(2,0)(R2,2m) の部分集合と

して不定値複素グラスマン Y = Gr(1,0)(C1,m) を考える. この Y につ
いて

RY = {α1 = α2} ⊂ I
となるため, Example 2.12 の後半の議論により, Y = Gr(1,0)(C1,m) は
粗 F 禁止符号であることが分かる.

5. 等質空間上の群作用の固有性と粗符号理論
本節では G を局所コンパクトなハウスドルフ位相群とする.

5.1. 粗幾何学を用いた固有性判定定理. G 上の “両側コンパクト粗構
造” を以下で定めておく:

Definition 5.1 (両側コンパクト粗構造 on G). 局所コンパクト位相群
G 上の粗構造 ELRcpt (G) を以下で定め, 本稿では G 上の両側コンパクト
粗構造とよぶことにする:

ELRcpt (G) := {E ∈ EndU(P(G)) |
E ⊂ EG

C1,C2
for some compact subsets C1 and C2 of G}

ただし, G の部分集合 C1, C2 について, EG
C1,C2

∈ EndU(P(G)) を
EG

C1,C2
: P(G)→ P(G), S 7→ C1 · S · C−1

2

により定める.

Section 2.3 で紹介した事実と簡単な考察により以下が成り立つこと
が分かる:

Proposition 5.2. (H,L) を G の閉部分群の組とする. このとき以下
の五条件は同値である:

• 等質空間 X = G/H における L の作用が固有.
• 等質空間 G/L における H の作用が固有.
• 直積空間 G/H ×G/L における G の対角作用が固有.
• (H,L) は条件 (⋆) stated in Section 2.3 を満たす.
• (H,L) は BI in (G, ELRcpt (G)).

また Theorem 3.11 の帰結として以下の定理が成り立つ:
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Theorem 5.3 ([14] in preparation). (Ω, E)を粗空間とし, φ : (G, ELRcpt (G))→
(Ω, E) を粗同値写像とする. G の部分集合の組 (H,L) について, 以下
の三条件は同値:

(i) (H,L) は条件 (⋆) stated in Section 2.3 を満たす.
(ii) (H,L) は BI in (G, ELRcpt (G)).
(iii) (φ(H), φ(L)) は BI in (Ω, E).

この定理は以下の意味で固有性判定定理 2.11の一般化になっている:

Theorem 5.4 ([14] in preparation). G を線形簡約リー群とし, Section
2.3 で紹介した意味でのカルタン射影 µ : G → I を考える. このとき
µ は粗空間 (G, ELRcpt (G)) と (I, EdI) の間の粗同値写像を与える. ただ
し EdI は距離 dI の定める I 上の有界粗構造を表す.

5.2. 粗符号理論の枠組みでの言い換え. 本稿の主定理は Theorem 5.3
を粗符号理論の枠組みに載せたものである. 以下で詳しく紹介する.
M = (M,ρ) を等質 G 空間であって, 各点の固定化部分群がコンパ

クトであるものとする. 節 2.2 と同様に, M ×M の対角 G 軌道集合を
I, 商写像を R :M ×M → I と書く.
このとき以下が成り立つ:

Proposition 5.5. I 上の粗構造 ELRcpt (I) であって, 以下の条件を満た
すものがただ一つ存在する:

条件: M の任意の点 p について,

φp : G→ I, g 7→ R(p, g ·ρ p)

とおくと, φp は (G, ELRcpt (G)) から (I, ELRcpt (I)) への粗同値写
像となる.

以下, M の点 p0 を一つ固定しておき,

π : G→M, g 7→ g ·ρ p0
とおく. G の各部分集合 S について, I の部分集合 FS を

FS := Rπ(S) = R(π(S), π(S))

として定める.
(H,L) が G の閉部分群の組であるという設定下で Theorem 5.3 を

(Ω, E) = (I, ELRcpt (I)) に適用することにより, 本稿の主結果である以下
の定理を得る:

Theorem 5.6. (H,L) を G の閉部分群の組とする. このとき以下の
五条件は同値である:

(i) 等質空間 G/H における L の作用は固有.
(ii) 等質空間 G/L における H の作用は固有.
(iii) (H,L) は BI in (G, ELRcpt (G)).

(iv) M の部分集合 π(L)は粗 FH 禁止符号 with respect to (I, ELRcpt (I)).
(v) M の部分集合 π(H)は粗 FL 禁止符号 with respect to (I, ELRcpt (I)).
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Example 5.7. Example 4.4の設定として,不定値直交群 G = O(2, 2m)
の等質集合として不定値グラスマン M = Gr(2,0)(R2,2m) を考え,

I = {α ∈ R2 | α1 ≥ α2 ≥ 0} ⊂ R2,

に有界粗構造を入れておく. I の部分集合 F を
F = {α2 = 0} ⊂ I.

とする. このとき M = Gr(2,0)(R2,2m) の部分集合 Y = Gr(1,0)(C1,m) は
粗 F 禁止符号になるのであった.
このとき I の有界粗構造は上で定めた粗構造 ELRcpt (I) と一致してい

る (by Theorem 5.4). また M の基点として
x = Span{(1, 0, . . . , 0), (0, 1, . . . , 0)} ∈M

を定めておくと, G = O(2, 2m) の閉部分群の組
(H,L) := (O(1, 2m), U(1,m))

に対して, FH = F かつ π(L) = Y となる. これより Example 2.12で紹
介した X = G/H における L 作用の固有性を, 本稿の主定理 Theorem
5.6 の帰結とみなすこともできる.

Concluding Remarks: 本稿の目的は等質空間上の不連続群論
と等質集合上の符号理論を粗幾何学の言葉を用いて結びつける
ことであった. とりあえず等質空間上の群作用の固有性を粗符
号理論の枠組みで説明することには成功したと言えるが, 今後
は以下のような課題に取り組みたい:
課題 1:線形簡約リー群以外の具体例: 粗符号の概念や本稿の
主定理 5.6 はさまざまな局所コンパクト群 G および等質
G集合 M (固定化部分群がコンパクト)について意味のあ
るものになっていると信じているが, 著者は現時点では G
が線形簡約リー群である場合および G が運動群の場合で
しか意味のある例を持っていない. 特に G がアフィン群
である場合などを中心に, いろいろな例を探したい.

課題 2: 粗符号の定式化の精査: 本稿の設定では M は単な
る等質集合であるが, I には粗構造を入れるという歪な形
で粗符号の定式化が行われている. M にも粗構造を定め
るのが自然であると思われるが, そのような定式化につい
ても考えたい.

課題 3: 粗符号理論における Delsarte 理論の整備: 有限等
質集合およびアソシエーションスキーム上の符号理論に
おいては Delsarte 理論という強力な道具がある (例えば
[1, 19] を参照). 粗符号理論における Delsarte 理論につい
ても整備を行いたい.

課題 4: 余コンパクトな不連続群の研究についての応用: 不連
続群論において最も重要な研究テーマの一つとして,「与
えられた等質 G 空間 Xについて, 余コンパクトな不連続
群が存在するか否か判定せよ」という問題がある. この問
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題について, 粗符号理論を応用する形で何等かの貢献がで
きればと考えている.
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The number of connected bipartite graphs with given
Betti numbers: its asymptotic behavior and generating

functions

Satoshi Yabuoku (National Institute of Technology, Kitakyushu College)∗

Abstract

We consider the number of connected bipartite graphs whose Betti number
is k and its bivariate exponential generating functions (e.g.f. for short).
By solving recurrence partial differential equations which e.g.f.s satisfy, we
obtain the explicit form of e.g.f.s and derive the asymptotic behavior of
their coefficients. We also introduce a family of basic graphs to classify
connected bipartite graphs and give another expression of the e.g.f.s as
the sum over basic graphs of rational functions of those for the number of
labeled bipartite rooted spanning trees. This is a joint work with Taro Hasui
(IMI, Kyushu University) and Tomoyuki Shirai (IMI, Kyushu University).

1 Introduction

Let G = (V,E) be a simple (i.e., no self-loops and multiple edges) bipartite graph
with bipartition V = V1 ⊔ V2, and we call it a bipartite (r, s, k)-graph if |V1| = r,
|V2| = s and |E| = r+ s− 1+ k, which is also considered as a spanning subgraph with
k-cycles in the complete bipartite graph Kr,s, see Figure 1.
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(a) (6, 9, 2)-graph.
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(b) (12, 15, 3)-graph.

Figure 1: Example of bipartite (r, s, k)-graphs.

Let Nbi(r, s, k) be the number of connected bipartite (r, s, k)-graphs whose Betti
number is k, the number of independent cycles. We focus on the values Nbi(r, s, k) for
given Betti number k and the asymptotic behavior of sum of Nbi(r, s, k) with r+s = n.
For k = 0, connected bipartite (r, s, 0)-graphs are spanning trees in Kr,s, and it is well
known [3] that

Nbi(r, s, 0) = rs−1sr−1, (1)

which is the bipartite version of Cayley’s formula.

∗ e-mail: yabuoku@kct.ac.jp
This work was supported by JSPS KAKENHI Grant Numbers JP18H01124 and JP20K20884, JSPS
Grant-in-Aid for Transformative Research Areas (A) JP22H05105, and JST CREST Mathematics
(15656429). TS was also supported in part by JSPS KAKENHI Grant Numbers, JP20H00119 and
JP21H04432.
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Note that when k = 1, connected bipartite (r, s, 1)-graphs are unicycles in Kr,s and
discussed in the context of cuckoo hushing by [2].

To analyze Nbi(r, s, k), we consider the bivariate exponential generating function
for Nbi(r, s, k) defined as follows: for k = 0, 1, . . . ,

Fk(x, y) :=
∞∑

r,s=0

Nbi(r, s, k)

r!s!
xrys.

For simplicity, we write the exponential generating function for spanning trees in
(1) by

T (x, y) := F0(x, y) = x+ y +
∞∑

r,s=1

rs−1sr−1

r!s!
xrys.

We introduce the following functions of x and y:

Tx = DxT, Ty = DyT, Z = Tx + Ty, W = TxTy,

where Dx = x∂x and Dy = y∂y are the Euler differential operators.
By a combinatorial argument, we have recurrence equations for Nbi(r, s, k), and we

obtain the recurrence linear partial differential equations for {Fk}k=0,1,... as following.

Proposition 1.1. For k = −1, 0, 1, 2, . . . ,

(Dx +Dy + k)Fk+1

= (DxDy −Dx −Dy + 1− k)Fk +
k+1∑
l=0

DxFl ·DyFk+1−l, (2)

where Dx = x∂x and Dy = y∂y.

Now we can solve the equation (2) inductively and obtain Fk, k = 1, 2, . . . in terms
of the known function T .

2 Derivation of Fk

From Proposition 1.1, we have the explicit forms of F1 and F2 as functions of Z
and W .

Proposition 2.1. The function F1(x, y) is expressed as F1 = f1(W ) with f1(w) =
−1

2

(
log(1− w) + w

)
, i.e.,

F1(x, y) = −
1

2

(
log(1− TxTy) + TxTy

)
.

Theorem 2.2. The function F2(x, y) is expressed as F2 = f2(Z,W ) with

f2(z, w) =
w2

24(1− w)3
{
(2 + 3w)z + 2w(6− w)

}
.

From Proposition 1.1, we also have the explicit forms of F3, F4, . . . and so on. For
k ≥ 2, by using another expression for Fk discussed in Section 4, we have the following
expression for Fk.
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Theorem 2.3. For k ≥ 2, the function Fk(x, y) is expressed as Fk = fk(Z,W ) with

fk(z, w) =
w2

(1− w)3(k−1)

k−1∑
j=0

qk,j(w)z
j,

where qk,j(w) is a polynomial in w.

We remark that Fk(x, y) has no logarithmic term for k ≥ 2.

3 Asymptotic behavior of the coefficients of Fk(x, x)

From Section 2, we obtain the asymptotic behavior of the coefficients of the diag-
onals Fk(x, x). Let ⟨xn⟩A(x) denote the operation of extracting the coefficient an of
xn/n! in an exponential formal power series A(x) =

∑∞
n=0 an

xn

n!
, i.e.

⟨xn⟩A(x) = an.

The coefficients of ⟨xn⟩Fk(x, x) counts the number of connected bipartite graphs with
Betti number k over n vertices, or equivalently, the total number of connected bipartite
(r, s, k)-graphs with r + s = n. We denote it by

Nbi(n, k) := ⟨xn⟩Fk(x, x) =
∑

r+s=n

(
n

r

)
Nbi(r, s, k)

= #{bipartite (r, s, k)-graphs with r + s = n}.

Let N(n, k) be the number of connected graphs whose Betti number is k on the
complete graph Kn. For k ≥ 1, the asymptotic behavior of N(n, k) was shown in [4],
and we obtain the following results.

Theorem 3.1. For n = 4, 5, . . . ,

Nbi(n, 1) = nn−1
∑

2≤k≤n/2

n!

(n− 2k)!n2k

∼
√
π

8
nn−1/2 ∼ N(n, 1) (n→∞).

Hence, the asymptotic behavior of the number of unicycles in Kr,s with r + s = n
coincides with that in Kn.

n 3 4 5 6 7 8 9 10 11
N(n, 1) 1 15 222 3660 68295 1436568 33779340 880107840 25201854045
Nbi(n, 1) 0 6 120 2280 46200 1026840 25102224 673706880 19745850960

Figure 2: N(n, 1) and Nbi(n, 1) for n = 3, 4, . . . , 11

Theorem 3.2. As n→∞,

Nbi(n, 2) ∼
5

48
nn+1 ∼ 1

2
N(n, 2).
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n 4 5 6 7 8 9 10 11
N(n, 2) 6 205 5700 156555 4483360 136368414 4432075200 154060613850
Nbi(n, 2) 0 20 960 33600 1111040 37202760 1295884800 47478243120

Figure 3: N(n, 2) and Nbi(n, 2) for n = 4, 5, . . . , 11

Hence, the asymptotic behavior of the number of bicycles in Kr,s with r + s = n
coincides with one half of that in Kn.

For general k, we have the following asymptotic equality.

Theorem 3.3. For k ≥ 0, as n→∞,

Nbi(n, k) ∼
1

2k−1
N(n, k). (3)

Remark 3.4. We can show that the spanning trees in Kr,s for some (r, s) with r+s = n
are in two-to-one correspondence with those in Kn. Therefore, we obtain the following
equation:

Nbi(n, 0) = 2N(n, 0),

which gives (3) for k = 0.

4 Another expression for Fk

Roughly speaking, for each connected bipartite graph G = (V,E), we can obtain a
simplified graph B(G), which is called basic graph, by deleting leafs and its adjacent
edges of G and contracting their paths. We give an example of obtained basic graph
B(G) in Figure 4.
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(a) (12, 15, 29)-graph G.

δ-edge

(b) (3, 4, 9)-basic graph B(G).

Figure 4: Example of G and obtained basic graph B(G).

Note that the Betti number of B(G) is equal to that of G. By the combinatorial
argument developed in [4], for given B, we reconstruct connected bipartite graphs, and
we have the another expression of Fk.

Theorem 4.1. For k ≥ 2, Fk(x, y) is decomposed into the sum of rational functions
of Tx and Ty over basic graphs as

Fk(x, y) =
∑

B∈BGk

JB(x, y)
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with

JB(x, y) =
T

|V1|
x T

|V2|
y

gB(1− TxTy)Nsp+k−1−d
,

where V1 ⊔ V2 is the vertex set of B, gB is the number of automorphisms of B, Nsp and
d are the numbers of vertices with degree ≥ 3 and δ-edges in B, respectively.

For example, if we take B as the above B(G) in Figure 4, we have

JB(x, y) =
T

|V1|
x T

|V2|
y

gB(1− TxTy)Nsp+k−1−d
=

T 3
xT

4
y

2(1− TxTy)4
.

For definition of δ-edge and more details, see [1].
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Equiangular lines with common angle arccos(1/3)

吉野聖人
広島工業大学情報学部情報工学科

1 はじめに
本稿では共通角度 arccos(1/3)の等角直線族の個数に関する結果を紹介する．
まず、等角直線族とは互いに成す角が一定であるような原点を通る直線の集合である．例え
ば、図 1は角度 π/3の等角直線族の例である．正整数 dに対して，d次元ユークリッド空間内

図 1: 2次元ユークリッド空間内の角度 π/3の等角直線族のひとつ

の角度 arccos(α)の等角直線族の最大濃度 Nα(d)は盛んに研究されてきた．その歴史は 1940
年代 [3]にまで遡る．Lemmens氏と Seidel氏は d次元空間内において共通角度 arccos(α)の等
角直線族の本数が n > 2dを満たすならば 1/αは奇数であることを証明した [4]．そのため、α

が奇数の逆数の場合が主な研究対象となる．特に一番簡単なα = 1/3の場合は，Lemmens氏と
Seidel氏 [4]がピラー法を導入してN1/3の全ての値を決定した. その後しばらくして、より詳

表 1: d次元空間内の共通角度 arccos(1/3)の等角直線族の最大本数 [4]

d 3–4 5 6 7–14 15–
N1/3(d) 2(d− 1) 10 16 28 2(d− 1)

細に共通角度 arccos(1/3)の等角直線族の研究が始まった．まず、等角直線族を含む最小の空間
の次元をその階数と呼ぶ．そして，階数 dかつ共通角度 arccos(α)の等角直線族の最大濃度を
N∗

α(d)とするとき，d ∈ {8, . . . , 11}に対してN∗
1/3(d) < 28 = N∗

1/3(7)が示されている [2]．さ
らに Lin氏とYu氏はN∗

1/3(8) = 14 [5]を示し，階数 8で共通角度 arccos(1/3)かつ濃度 14の等
角直線族は一意であることも示している [5]. 本稿で報告する主結果ではないが，Meng-Yue Cao
氏，Jack H. Koolen氏，宗政昭弘氏との共同研究により d ≥ 8ならばN∗

1/3(d) = 2(d − 1)、か
つそうでないときN∗

1/3(d) = N1/3(d)を示している [1]．実際には極大な共有角度 arccos(1/3)

の等角直線族の決定というより詳細な結果を与えている．ここまでで紹介したような本数が多
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い等角直線族の研究がある一方で、等角直線族の個数自体を観察した研究もある．それを紹介
するためにまず次の定義で記号を導入する．
定義 1. 非負整数 nに対して，ω(n)を 7次元空間内かつ共通角度 arccos(1/3)の n本の等角直
線族の個数とする．また s(n)を単に共通角度 arccos(1/3)の n本の等角直線族の個数とする．
なお、ここでの個数は等長変換をのぞいて数えている．

Szöllősi氏と Östergård氏は ω(n)に関する表 2を与えた [7]．それをグラフにすると図 2と
なり対称になっていることに気づく．ただし，不思議と ω(6)と ω(22)は 1だけ異なる．本稿

表 2: ω(n)の値
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 13

ω(n) 0 1 1 2 3 5 9 16 23 37 54 70 90 101 103

n 28 27 26 25 24 23 22 21 20 19 18 17 16 15
ω(n) 1 1 1 2 3 5 10 16 23 37 54 70 90 101

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26
0

50

100

n

ω
(n
)

図 2: ω(n)の棒グラフ

で紹介する結果の 1つである次の定理 2はこの対称性を説明したものである
定理 2. n ∈ {0, . . . , 28} \ {6, 22}に対して ω(n) = ω(28− n)．また ω(6) + 1 = ω(22).

また，彼らは s(n)も小さい nの範囲では PCで列挙し表 3を与えている．本稿で紹介する 2

表 3: s(n)の値
n 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

s(n) 2 3 5 9 16 25 40 58 75 96 108

つめの結果である定理 3はすべての s(n)を与える．
定理 3. 非負整数 nに対して

s(n) =


ω(n) if n ≤ 7,

ω(n) + n− 6 if 8 ≤ n ≤ 12,

ω(n) +
⌊
n
2

⌋
+ 1 if 13 ≤ n.
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2つの結果はいずれも [1]で導入されたスイッチングルートを用いて作られるルート格子に
よって得られる．そのため、まず準備として基本的な用語を導入する．

2 準備
対角成分が 0で非対角成分が±1である対称行列はサイデル行列と呼ばれる．2つのサイデ

ル行列 S と S′ がスイッチング同値であるとは，ある ±1対角行列 Dと置換行列 P が存在し
て S = (PD)S′(PD)⊤ が成り立つことである．またそのとき S ∼sw S′ と書き，[S] := {S′ :

サイデル行列 | S ∼sw S′}と定める．
グラフ Γに対してサイデル行列 S(Γ)を S(Γ) := J − I − 2A(Γ)によって定める．ただし，

A(Γ)はグラフ Γの隣接行列を表し，J は成分が全て 1の行列を表す．さらに，S(G)の固有値
のをサイデル固有値と呼ぶ．また，2つのグラフ Γと∆に対して，S(Γ)と S(∆)がスイッチ
ング同値であるとき，2つのグラフはスイッチング同値であるという．グラフ Γとスイッチン
グ同値なグラフ全体を [Γ]で表す．
最大固有値 λである位数 nのサイデル行列 Sに対して，r := rank(λI − S)とおく．このと
き，I − S/λは半正値であるからある単位ベクトル u1, . . . , un ∈ Rrが存在して

(I − S/λ)i,j = (ui, uj)

を満たす．そのため，{Ru1, . . . ,Run}は階数 rかつ角度 arccos(1/λ)の等角直線族である．逆
にこの等角直線族からスイッチング同値を除いて元のサイデル行列は復元される．よって以降
は等角直線族の代わりにサイデル行列，或いはそのスイッチングクラスを主に扱う．

3 ルート格子
本稿で扱う格子は全て整格子であるとする．長さ√2のベクトルをルートといい、ルートで
生成される格子をルート格子という．既約ルート格子は次のように分類される．

An := {v ∈ Zn+1 | (v, j) = 0} (n ∈ Z≥1),

Dn := {v ∈ Zn | (v, j) ∈ 2Z} (n ∈ Z≥4),

E8 := D8 t (j/2 + D8) ,

E7 := {v ∈ E8 | (v, e1 − e2) = 0},
E6 := {v ∈ E8 | (v, e1 − e2) = (v, e2 − e3) = 0}.

ただし，eiは第 i成分が 1で他の成分は 0であるベクトルとし，jは成分が全て 1のベクトル
である．
ルート格子 Lのワイル群をW (L)と書く．そして，2つのルート格子 L, Mの間の等長変換全

体の集合を Hom(L,M)とかく．さらに，各 u ∈ Lと v ∈ Mに対して，Hom((L, u), (M, v)) :=

{f ∈ Hom(L,M) | f(u) = v}とする．等長写像については次の定理を後ほど用いる．

定理 4 ([6]). 階数 8以下の既約ルート Lを取る．|W (E8)\Hom(L,E8)|の濃度は Lが A7または
D8と同型のときちょうど 2であり，そうでないとき 1である．
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4 スイッチングルート
グラフGに対して，その錐は G̃で表され，Gに新しい点を追加してその点とGの全ての点

を結んでできるグラフとして定義される．この定義のもとで次が成り立つ．

定理 5. 任意のグラフGに対して以下は同値である．

(1) サイデル行列 S(G)の最大固有値は 3以下である．

(2) 錐 G̃の隣接行列A(G̃)の最小固有値は−2以上である．

いずれかが成り立つ場合，rank(3I − S(G)) + 1 = rank(A(G̃) + 2I)が成り立つ.

この定理によって次の定義内でうまくベクトルが取れることが分かる．

定義 6. サイデル最大固有値 3以下の位数nのグラフGをとる．ベクトルu0, . . . , unをA(G̃+2I)

をグラム行列に持つものとする．このとき，既約ルート格子 Λ(G) := 〈u0, . . . , un〉が定まる．
このように格子を作るときの u0をスイッチングルートと呼ぶ．

なおこの定義において Λ(G) = Λ(H) (H ∈ [G])が成り立つ．詳細は [1]を参照されたい．

5 定理 2の証明の概略
本章では定理 2の証明の概略を与える．

定義 7. 非負整数 nを取る．最大固有値が 3以下のサイズ nのサイデル行列全体の集合を S(n)
と書く．また既約ルート格子 Lに対してS(n)(L) := {S(G) ∈ S(n) | Λ(G) = L}と定める．また，

Ω(n) :=
⊔

L: 8 次元以下の既約ルート格子
S(n)(L)

とおく．

定義と定理 5から s(n) = |S(n)|と ω(n) = |Ω(n)|である．そして Λ(·)の定義から次が得ら
れる．

補題 8.
S(n)/ ∼sw=

⊔
L:既約ルート格子

S(n)(L)/ ∼sw

これより，s(n)を決定するには S(n)(Am)と S(n)(Dm)を決定すれば良い．しかしこれは Am

や Dmのルートは簡単に記述できるので次の結果が得られ，直ちに定理 2が従う．

補題 9. 整数n ≥ 3に対してS(n)(Am)/∼swはm = n+1のとき{[S(Kn)]}，そうでないとき空で
ある．整数n ≥ 4に対してS(n)(Dm)/∼swは 2(m−2) ≥ n ≥ m−1のとき {[S(Dm−2,n−m+2)]}，
そうでないとき空である．
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6 定理 3の証明の概略
まず， Ω(n)は最大固有値が 3以下かつ rank(3I − S) ≤ 7のサイデル行列 S全体の成す集合
と一致するのであった．故に，Ω(n)とΩ(28−n)の間に写像を作ることで定理 3の主張である対
称性を説明する．
ルート格子 E8 のルート全体を R と書き，ルートを 1つ固定し r ∈ R とする．このとき，

N(E8) := {u ∈ R | (r, u) = 1}とおく．さらにR上の同値関係∼を

u ∼ v :⇐⇒ u = vまたは u = r − v

で定める．このとき写像

ϕ̄n : W (E8)r\
(
N(E8)/∼

n

)
→ Ω(n)/ ∼sw

W (E8)r{[u1], . . . , [un]} 7→ [S(G)].

をA(G) + 2Iが u1, . . . , unのグラム行列になるGで定義する．これがwell-definedになること
は明らかではないが，自然に確かめることができる．この写像に関して次が成り立つことを証
明すれば、補集合を取る全単写

W (E8)r\
(
N(E8)/∼

n

)
→ W (E8)r\

(
N(E8)/∼
28−n

)
W (E8)r{[u1], . . . , [un]} 7→ W (E8)r ((N(E8)/ ∼)\{[u1], . . . , [un]}) .

があるので定理 3が直ちに従う．

定理 10. 非負整数 n 6= 6に対して ϕ̄nは全単射である．また写像 ϕ̄6による [S(K6)]は濃度 2の
逆像をもち，そのほかの逆像はすべて濃度 1である．

Proof. まず逆像を考え全射性を示し，その後その濃度を考える．任意にΩ(n)/ ∼swの元 [S(G)]

を取る．このとき，A(G̃) + 2Iをグラム行列に持つベクトル v0, . . . , vnが取れる．なお，Λ(G)

はこれらのベクトルで生成されるルート格子であった．そして [S(G)]の逆像が

{W (E8)rf({[v1], . . . , [vn]}) | f ∈ Hom((L, v0), (E8, r))} , (6.1)

と書ける．ワイル群W (E8)はルート全体 Rに推移的に作用するので Hom((L, v0), (E8, r))と
Hom(L,E8)の間に自然な同型が存在する．したがって定理 4よりΛ(Γ)がA7とD8のどちらとも同
型でないとき，逆像 (6.1)の濃度は1となる．次にΛ(G)がD8と同型なときもHom((L, v0), (E8, r))

の元となる具体的な 2つの写像が分かり，逆像 (6.1)を計算すると結局は濃度が 1だと分かる．
最後に Λ(G)が A7と同型なときは，まず [G] = [K6]となることが分かる．そして，E8の中に
A7と同型な格子がちょうど 2つあることは知られており，逆像 (6.1)の濃度がちょうど 2つで
あることが従う．
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1 Codes and Matroids

Sを有限集合とし， ρ : 2S → Zを関数とする．次の３つの条件を満たす順序対M = (S, ρ)

をマトロイド (cf. [21]) という．

(1) X ⊆ Sならば，0 ≤ ρ(X) ≤ |X|である．

(2) X,Y ⊆ SかつX ⊆ Y ならば，ρ(X) ≤ ρ(Y )である．

(3) X,Y ⊆ Sならば，ρ(X ∪ Y ) + ρ(X ∩ Y ) ≤ ρ(X) + ρ(Y )である．

Fqを q-元体とする．Fq上の [n, k]-符号 C と任意の部分集合X ⊆ S := {1, 2, . . . , n}に対
して，

ρ(X) := dimC \ (S −X)(= dimC − dimC(S −X))

と定義する．ここで，任意の Y ⊆ Sに対して，C \ Y は Y による punctured符号を表し，

C(Y ) := {x ∈ C : supp(x) ⊆ Y }

とする．このとき，MC := (S, ρ)は上記の３条件を満たすので， MC はマトロイドとなる．
マトロイドM = (S, ρ)の階数母関数を次のように定義する．

R(M ;x, y) :=
∑
X⊆S

xρ(S)−ρ(X)y|X|−ρ(X)

1976年にGreene ([18])は，Fq上の [n, k]-符号Cのハミング重み多項式WC(x, y)と対応する
マトロイドMCの階数母関数の関係を示す次のよく知られた恒等式（Greene’s identityと言
われている）を証明した．

WC(x, y) = yn−dimC(x− y)dimCR(MC ;
qy

x− y
,
x− y
y

)

上記の結果の応用として，符号のハミング重み多項式に関するマックウィリアムズ恒等式
の組合せ論的証明を与えている (cf. [28])．この論文以降，符号とマトロイドの関係に関す
る多くの論文が出版されている ([2, 3, 4, 25, 5, 8, 26, 27])．
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2 (q, r)-ポリマトロイドと階数母関数
以後，Mat(n × m,Fq)により Fq 上の n × m行列空間を表す．Fq 上のサイズ n × mの

(Delsarte) 階数距離符号 C ([10, 11]) とは，Mat(n × m,Fq)の Fq-線形部分空間である．
E := Fn

q とし，D ≤ EでDはEの部分空間であることを表すこととする．任意の部分空間
J ≤ Eに対して，次を定義する．

C(J) := {M ∈ C | col(M) ⊆ J}
J⊥ := {y ∈ Fn

q | x · y = 0, ∀x ∈ J}

ここで，col(M)はM の Fq上の列空間を表す．

Lemma 1 C(J)は，Mat(n×m,Fq)の Fq-線形部分空間である．

Σ(J)により，Eの任意の部分空間 J の全ての部分空間族を表す．
ここで，(q, r)-ポリマトロイドをマトロイド（正確には r-ポリマトロイド）の q-類似とし

て，次のように定義する (cf. [22])．

Definition 2 (q, r)-ポリマトロイド は次の３つの条件を満たすベクトル空間E := Fn
q と関

数 ρ : Σ(E)→ Z+ ∪ {0}の順序対 P = (E, ρ)である：

(R1) A ≤ Eならば，0 ≤ ρ(A) ≤ r dimAである．

(R2) A,B ≤ E かつA ⊆ Bならば，ρ(A) ≤ ρ(B)である．

(R3) A,B ≤ Eならば，ρ(A+B) + ρ(A ∩B) ≤ ρ(A) + ρ(B)である．

ここで，(R1)から ρ({0}) = 0であり，(q, 1)-ポリマトロイドは単に q-マトロイドと言われ
ている．

Proposition 3 CをMat(n×m,Fq)内の階数距離符号とし， ρ : Σ(E)→ Z+ ∪ {0}を任意
のEの部分空間 J に対して，次のように定義する．

ρ(J) := dimFq C − dimFq C(J⊥)

このとき，PC := (E, ρ)は，(q,m)-ポリマトロイドである．

なお，マトロイドの q-類似と階数距離符号の関係については，近年活発的に研究が展開さ
れている．興味がある方は，[19, 24, 14, 6, 17, 20, 15, 1, 7, 16]等を参照されたい．

(q, r)-ポリマトロイド P = (E, ρ)の階数母関数を次のように定義する．

RP (X1, X2, X3, X4) :=
∑

D∈Σ(E)

fD
P (X1, X2)g

dimD(X3, X4)
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ここで，任意のEの部分空間 J に対して，

fJ
P (X, Y ) := Xρ(E)−ρ(J)Y r dim J−ρ(J)

とし，任意の非負整数 l ∈ Z+ ∪ {0}に対して，

gl(X,Y ) :=
l−1∏
i=0

(X − qiY )

とする．

Proposition 4 任意の (q, r)-ポリマトロイドP = (E, ρ)と任意のEの部分空間 Jに対して，
次のように関数を定める．

ρ∗(J) := ρ(J⊥) + r dim J − ρ(E)

このとき，順序対 P ∗ = (E, ρ∗)は，(q, r)-ポリマトロイドである．

さらに，(q, r)-ポリマトロイド P = (E, ρ)の階数母関数RP (X1, X2, X3, X4)に対して，次
の多項式を新たに定義する

R̂P (X1, X2, X3, X4) :=
∑

D∈Σ(E)

fD
P (X1, X2)g

dimD⊥
(X3, X4)

このとき，(q, r)-ポリマトロイドの階数母関数について，次の双対性が得られる．

Theorem 5 P = (E, ρ)を (q, r)-ポリマトロイドとする．このとき，

RP ∗(X1, X2, X3, X4) = R̂P (X2, X1, X3, X4)

が成立する．

２つの行列M,N ∈ Mat(n×m,Fq)のトレース積を次のように定める．

⟨M,N⟩ := Tr(MNT)

ここで，Trは行列の対角和とする．

CをMat(n×m,Fq)内の階数距離符号とする．Cの双対符号を次のように定義する．

C⊥ := {N ∈ Mat(n×m,Fq) : ⟨M,N⟩ = 0 for all M ∈ C}

このとき，次の結果が知られている (Lemma 5 in [23])．

Lemma 6 ([23]) 階数距離符号 C,D ∈ Mat(n×m,Fq)に対して，次のことが成立する．
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(1) (C⊥)⊥ = C

(2) dimFq(C⊥) = nm− dimFq(C)

(3) (C ∩ D)⊥ = C⊥ +D⊥, and (C +D)⊥ = C⊥ ∩ D⊥

Proposition 7 CをMat(n×m,Fq)内の任意の階数距離符号とし，PC = (E, ρ)をProposition

3で記載したような手法でCから得られた (q,m)-ポリマトロイドとする．このとき，P ∗
C = PC⊥

である．

Definition 8 (cf. [13, 23, 9]) CをMat(n×m,Fq)内の階数距離符号とする．Cの階数重み
分布を {Ai(C)}i∈Z≥0

とする．ここで，

Ai(C) := |{M ∈ C : rank(M) = i}|

である．Cの階数重み多項式を次のように定義する．

WR
C (x, y) :=

min{n,m}∑
i=0

Ai(C)xmin{n,m}−iyi

以下が，本報告書の主結果である．(q, r)-ポリマトロイドと階数距離符号に対するGreene

型恒等式の一種であると言える．

Theorem 9 CをMat(n×m,Fq)内の任意の階数距離符号とし，PC = (E, ρ)をProposition

3で記載したような手法で Cから得られた (q,m)-ポリマトロイドとする．ここで，n ≤ mと
する．このとき，次の等式が成立する．

WR
C (x, y) = yn−dim C/mRPC(qy

1/m,
1

y1/m
, x, y)

3 マックウィリアムズ恒等式への応用
本章では，Theorem 9の応用の１つとして階数距離符号のマックウィリアムズ型恒等式を

紹介する．Theorem 9，Proposition 7と Theorem 5を組み合わせることで次の等式が証明
できる．

Proposition 10 CをMat(n×m,Fq)内の任意の階数距離符号とする．このとき，

WR
C⊥(x, y) =

1

|C|
∑

S∈Σ(E)

AC(S)
n∑

j=0

j∑
l=0

[
n− dimS

j − l

]
q

[
n− j + l

l

]
q

(−1)lq(
l
2)qm(j−l)yjxn−j,

が成立する．ここで，
[
a
b

]
q
は非負整数 a, bの q-２項係数を表す．
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Proposition 10はある種の階数距離符号のマックウィリアムズ型恒等式と見ることができ
るが，従来の線形符号の場合に近い形で表現するために，参考として [12, 13] で用いられて
いる多項式の q-積や q-除算の概念を導入する．

Definition 11 ([12, 13]) a(x, y;m) =
∑r

i=0 ai(m)xr−iyiと b(x, y;m) =
∑s

j=0 bj(m)xs−jyj

を非斉次多項式とする．a(x, y;m)と b(x, y;m)の q-積 c(x, y;m)を次の次数 (r + s)の非斉
次多項式で定義する．

c(x, y;m) := a(x, y;m) ∗ b(x, y;m) =
r+s∑
u=0

cu(m)xr+s−uyu

ここで，

cu(m) :=
u∑

i=0

qisai(m)bu−i(m− i)

である．n ≥ 0に対して，a(x, y;m)の q-n乗を帰納的に次のように定義する．

a(x, y;m)[0] := 1

a(x, y;m)[n] := a(x, y;m)[n−1] ∗ a(x, y;m), n = 1, 2, . . .

Definition 12 ([12, 13]) a(x, y;m) =
∑r

i=0 ai(m)xr−iyiの q-変換 を次の非斉次多項式で定
義する．

a(x, y;m) :=
r∑

i=0

ai(m)y[i] ∗ x[r−i]

このとき，次の等式が成立することが分かる．

Lemma 13 (1)

[
a

b

]
q

=

[
a− 1

b

]
q

+ qa−b

[
a− 1

b− 1

]
q

= qb
[
a− 1

b

]
q

+

[
a− 1

b− 1

]
q

(2)

[
a

b

]
q

[
b

c

]
q

=

[
a

b− c

]
q

[
a− b+ c

c

]
q

(3)

[
a

b

]
q

=
n∑

i=0

qi(a−b−n+i)

[
n

i

]
q

[
a− n
b− i

]
q

, n = 0, 1, . . . , a

(4)

(
a+ b

2

)
=

(
a

2

)
+ ab+

(
b

2

)
これまでの議論を組み合わせることで，階数距離符号の別の表記でのマックウィリアムズ
型恒等式が得られる．

Theorem 14 CをMat(n×m,Fq)内の任意の階数距離符号とする．ここで，n ≤ mとする．
このとき，次の等式が成立する．

WR
C⊥(x, y) =

1

|C|
WR

C (x+ (qm − 1)y, x− y)
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頂点代数上の加群のシュアー・ワイル型双対性
田邊顕一朗 (東京都市大学)

1 はじめに
頂点 (作用素) 代数は，ムーンシャイン予想の解決や 2 次元共形場理論の数学的定式

化等を目的として 1986 年に Borcherds[4] によって導入された新しい代数系である．V

を頂点代数，G を V の自己同型群としたとき，G によって固定される V の元の全体
V G = {a ∈ V | 任意の g ∈ Gに対して ga = a} は V の部分代数となる．固定部分代数
V G 加群は，よい性質をもつ頂点代数の構成への応用があるため，この分野の重要な研究
対象となっている．例えば，Borcherds[5]によるムーンシャイン予想の解決で決定的な役
割を果たしたムーンシャイン頂点作用素代数 [4, 14]は，格子に付随する頂点代数の固定
部分代数とその加群を用いて構成されている．V G 加群の研究において基本的な問題は，
V 加群や群 Gとの関係である．V 加群は自然に V G 加群となるが，V 加群と V G 加群と
の対応を記述するためには，V 加群の拡張である twisted V 加群が必要となる．物理学
者達による予想の一部を次に挙げる：
予想 [7]. V は単純な頂点作用素代数，Gはその位数有限の自己同型群とする．
(i) 任意の既約 V G 加群は，ある既約な g-twisted V 加群 (g ∈ G)の部分加群である．
(ii) 任意の V 加群が完全可約ならば，任意の V G 加群もそうである．

ここで 1-twisted V 加群が通常の V 加群である．正確には，この予想は物理の論文であ
る [7]の内容の一部を，頂点作用素代数の言葉で述べたものであり，頂点作用素代数にど
のような条件を付けるかに関しては不確定さがある．ここでは反例が見つかっていないと
理由から，「単純」という条件のみを仮定している．条件をより強くして，「V は単純かつ
正則な頂点作用素代数」とする場合もある．この予想の現状については，[6, 11]等を参照
されたい．ここでは，この予想の前段階である次の問題を考える：予想 (i)に関して，そ
もそも既約 twisted V 加群の中に既約 V G 加群がはいっているのか，あるいはもっと強く
問題 1. V が単純な頂点作用素代数のとき，既約な twisted V 加群M は完全可約 V G 加
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群か？ つまり，M は既約 V G 加群の直和になっているか？

この問題に対する系統的研究は，Dong–Mason[10]によって始められ，そこでは Gが可
解群でM = V の場合が肯定的に解決された．その後，Gが一般の有限群でM = V のと
き [9], M が V 加群のとき [13]，最終的には [17] で問題 1 は肯定的に解決された．この
結果のM = V の場合の応用として，単純頂点作用素代数上のガロア対応が示されている
[9, 10, 15].

近年，Heisenberg 頂点代数の固定部分代数上のホイッタカー型既約弱加群の分類
[20] を一つの契機として，固定部分代数上の加群の系統的研究が開始されつつある (cf.

[1, 2, 12])．そこでは問題 1において「頂点作用素代数」を「可算次元*1の頂点代数」に
変更したもの, つまり

問題 2. V が単純な可算次元の頂点代数のとき，既約な twisted V 加群M は完全可約
V G 加群か?

が考えられている．特に [12]ではその部分的解決である「g が Gの中心に入っている場
合には既約 g-twisted V 加群 M は完全可約 V G 加群である」ことが示され，応用とし
て単純頂点代数上のガロア対応が得られている．「頂点作用素代数」を「頂点代数」に変
更しても，もとの予想や問題 1 が意味をなすことは明らかではあったが，頂点代数上の
加群に対しては，頂点作用素代数上の加群に対して用いられてきた Zhu代数などの強力
な方法が使えなくなるため，以前は研究は非常に難しいと思われていたのである．最近，
[20, 21, 22]の登場により以前よりは頂点代数上の加群 (頂点作用素代数上の弱加群)が扱
えるようになってきた．今回はこの流れに沿って，問題 2が完全に解決出来たことを報告
する．

2 頂点 (作用素)代数とその加群
頂点代数とその加群の定義を書いておく．

定義 2.1. 次の条件を満たす (V, Y,1)を頂点代数という:

(1) V は C上のベクトル空間.

*1 可算次元という条件は証明に Shurの補題 (既約 twisted V 加群M に対して EndV M = C) が必要で
あるために仮定されている．
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(2) xを形式的変数として，Y は線形写像

Y ( , x) : V ⊗C V //

∈

V ((x))

∈

a⊗ b � // Y (a, x)b

である．Y (a, x)b =
∑
i∈Z

aibx
−i−1 と展開を書く．

(3) 1 ∈ V で Y (1, x) = idV (V 上の恒等写像). つまり，1−1 = idV と 1i = 0 (i ̸= −1).
また，a ∈ V に対して，Y (a, x)1 = a+

∑
i≤−2 ai1x

−i−1 ∈ V [[x]].

(4) a, b, c ∈ V に対して，Y (a, b, c|x, y) ∈ V [[x, y]][x−1, y−1, (x− y)−1]が存在して

ιx,yY (a, b, c|x, y) = Y (a, x)Y (b, y)c ∈ V ((x))((y)),

ιy,xY (a, b, c|x, y) = Y (b, y)Y (a, x)c ∈ V ((y))((x)),

ιy,x−yY (a, b, c|x, y) = Y (Y (a, x− y)b, y)c ∈ V ((y))((x− y)).

ここで

V [[x]] = {
∞∑
i=0

v(i)x
i | v(i) ∈ V (i = 0, 1, . . .)},

V [[x, y]] =
∞∑

i,j=0

v(i,j)x
iyj | v(i,j) ∈ V (i, j = 0, 1, . . .)},

V ((x)) = {
∑
i∈Z

v(i)x
i | v(i) ∈ V (i ∈ Z) で v(i) = 0(i≪ 0)},

V ((x))((y)) = (V ((x)))((y))

等である．ιx,yf は，f を |x| > |y|と思って形式的に展開したものである．ιy,x, ιx,y−x も
同様に定める．つまり，a ∈ V に対して ιx,y(a) = ιy,x(a) = ιy,x−y(a) = aで，j, k, l ∈ Z
に対して二項展開を用いて

ιx,y
(
xjyk(x− y)l

)
=

∞∑
i=0

(
l

i

)
(−1)ixj+l−iyk+i ∈ C((x))((y)),

ιy,x
(
xjyk(x− y)l

)
=

∞∑
i=0

(
l

i

)
(−1)l−iyk+l−ixj+i ∈ C((y))((x)),

ιx,y−x

(
xjyk(x− y)l

)
=

∞∑
i=0

(
k

i

)
yj+k−i(−1)l(y − x)l+i ∈ C((y))((x− y)) (2.1)

と定める．頂点代数 V に対して共形元 (Virasoro元) ω の存在を課し，いくつかの条件を
追加したものを頂点作用素代数 (cf. [14, 16])という:
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定義 2.2. (V, Y,1) を頂点代数で，ω ∈ V とする．次の条件を満たすとき，(V, Y,1, ω)

を頂点作用素代数という．

(1) cV ∈ Cが存在して，i, j ∈ Zに対して

[ωi, ωj ] = (i− j)ωi+j−1 + δi+j−2,0
i(i− 1)(i− 2)

12
cV (2.2)

を満たす．さらに a ∈ V に対して ω0a = a−21となる．
(2) i ∈ Zに対して，Vi = {a ∈ V | ω1a = ia}とおくと，V = ⊕i∈ZVi と直和分解す
る. さらに各 iに対して dimC Vi <∞で Vi = 0 (i≪ 0).

以下 V は頂点代数とし，次の条件を満たす ω ∈ V が存在することを仮定する．

(条件) 任意の a ∈ V に対して ω0a = a−21.

この条件の下で V の加群を次のように定める*2．

定義 2.3. (頂点代数上の加群) 次の条件を全て満たす組 (M,YM )を V 加群という．

(1) M は C上のベクトル空間.

(2) YM ( , x) : V ⊗C M //

∈

M((x))

∈

a⊗ u � // YM (a, x)u

は C 線形写像．YM (a, x)u =
∑
i∈Z

aiux
−i−1

と展開を書く．
(3) YM (1, x) = idM .

(4) a, b ∈ V, u ∈ M に対して，YM (a, b, u|x, y) ∈ M [[x, y]][x−1, y−1, (x − y)−1]が存
在して

ιx,yYM (a, b, u|x, y) = YM (a, x)YM (b, y)u ∈M((x))((y)),

ιy,xYM (a, b, u|x, y) = YM (b, y)YM (a, x)u ∈M((y))((x)),

ιy,x−yYM (a, b, u|x, y) = YM (Y (a, x− y)b, y)u ∈M((y))((x− y))

となる．

有限位数の自己同型 g ∈ AutV に対して，V r = {a ∈ V | ga = e−2π
√
−1r/|g|a} (r =

0, 1, . . . , |g| − 1)とおく．V =
|g|−1⊕
r=0

V r に注意する．

*2 ω の存在を仮定せずに加群の定義を述べることは出来るが，自然な定義を与えるためには少し準備が必要
であるため省略する．
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定義 2.4. (頂点代数上の g-twisted 加群) g ∈ AutV を有限位数の自己同型とする．次の
条件を全て満たす組 (M,YM )を V 加群という．

(1) M は C上のベクトル空間.

(2) YM ( , x) : V ⊗C M //
∈

M((x))

∈

a⊗ u � // YM (a, x)u

は C 線形写像．YM (a, x)u =
∑
i∈Z

aiux
−i−1

と展開を書く．さらに a ∈ V r のとき，YM (a, x)u ∈M((x))x−r/|g| となっている．
つまり，i ̸∈ r/T + Zならば aiu = 0となっている．

(3) YM (1, x) = idM .

(4) a, b ∈ V, u ∈M に対して，YM (a, b, u|x, y) ∈M [[x, y]][x−1/|g|, y−1/|g|, (x− y)−1]

が存在して

ιx,yYM (a, b, u|x, y) = YM (a, x)YM (b, y)u ∈M((x1/|g|))((y1/|g|)),

ιy,xYM (a, b, u|x, y) = YM (b, y)YM (a, x)u ∈M((y1/|g|))((x1/|g|)),

ιy,x−yYM (a, b, u|x, y) = YM (Y (a, x− y)b, y)u ∈M((y1/|g|))((x− y))

となる．上の左辺の展開は (2.1)と同様に定める．

Remark 2.5. 2 つの異なる有限位数の自己同型 g, h ∈ AutV が与えられたとき，g-

twisted V 加群 M と h-twisted V 加群 N の直和 M ⊕ N は，twisted 加群の定義 2.4

(2)より，一般には twisted 加群にならないことに注意する．つまり，自己同型が異なる
twisted加群は直和で閉じていない．これは加群論においては致命的な欠点であり，実際
先行研究 [12, 13]では今回の主結果 (定理 3.4)を，V 加群に制限した形でしか示すことが
出来なかった．twisted加群を直和で閉じるように拡張することを目的として，筆者が以
前 (2015年) 導入したものが次の (V, T )加群 [19]である．もちろん今回の結果を見越し
て導入したわけではないが，定理 3.4は (V, T )加群の基本性質である補題 3.6を用いて，
既存の枠組みで直ちに証明出来る．これは (V, T )加群の概念の有用性を示している．

定義 2.6. ((V, T ) 加群) T を正の整数とする．次の条件を全て満たす組 (M,YM ) を
(V, T )加群という．

(1) M は C上のベクトル空間.

(2) YM ( , x) : V ⊗C M //

∈

M((x1/T ))

∈

a⊗ u
� // YM (a, x)u

はC線形写像．YM (a, x)u =
∑

i∈(1/T )Z
aiux

−i−1

と展開を書く．
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(3) YM (1, x) = idM .

(4) a, b ∈ V, u ∈M に対して，YM (a, b, u|x, y) ∈M [[x1/T , y1/T ]][x−1/T , y−1/T , (x−
y)−1]が存在して

ιx,yYM (a, b, u|x, y) = YM (a, x)YM (b, y)u ∈M((x1/T ))((y1/T )),

ιy,xYM (a, b, u|x, y) = YM (b, y)YM (a, x)u ∈M((y1/T ))((x1/T )),

ιy,x−yYM (a, b, u|x, y) = YM (Y (a, x− y)b, y)u ∈M((y1/T ))((x− y))

となる．

Remark 2.7. (1) T, T ′ を二つの正の整数，T ′′ を T, T ′ の公倍数とする．(V, T )加群
M と (V, T ′)加群 N はともに (V, T ′′)加群となり，さらに直和M ⊕N は (V, T ′′)

加群となる．この意味で (V, T )加群は直和で閉じている．
(2) (V, 1)加群の定義は V 加群の定義と一致する．
(3) 有限位数の自己同型 g ∈ AutV と，|g||T となる正の整数 T に対して g-twisted　

V 加群は (V, T )加群となる．
(4) twisted加群と (V, T )加群との違いは，定義 2.4 (2)中の条件である「a ∈ V rのとき，

YM (a, x)u ∈M((x))x−r/|g|」があるかないかだけである．一見してあまり違いはな
いように思えるが，twisted加群と比較して (V, T )加群を調べることは遙かに難し
くなる．twisted加群は a ∈ V r と調整した上で，掛け算 xr/|g|YM (a, x)u ∈M((x))

をとることにより整数べきM((x))の中で扱うことが出来るが，(V, T )加群はそう
出来ないことが大雑把な理由である．

次の結果は，(V, T )加群が twisted加群の拡張になっていることを示している：

補題 2.8. [23, Lemma 2.4] V を単純な頂点代数，g, h ∈ AutV を有限位数の自己同型，
T を |g|, |h|の公倍数，M を g-twisted V 加群，N を h-twisted V 加群とする．このとき，
(V, T )加群としてM ∼= N であるためには，g = hかつ g-twisted V 加群としてM ∼= N

であることが必要十分である．

Remark 2.9. 上の補題で頂点代数が単純という仮定は必要である．V を頂点代数，M

をその加群とし，Ṽ = V ⊕M に次で頂点代数構造を入れる．

YṼ (a, x)b =


YV (a, x)b a, b ∈ V,
YM (a, x)b a ∈ V, b ∈M,
eω0xYM (b,−x)a a ∈M, b ∈ V,
0 a, b ∈M.
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Ṽ はイデアルM を持つため，単純ではない．g ∈ Aut Ṽ を，g|V = idV , g|M = − idM

で定める．定義から直接分かることだが，YṼ (a, x) (a ∈ Ṽ ) を M 上に制限することに
より，M は Ṽ 加群にも g-twisted Ṽ 加群にもなってしまう．この例から分かるように，
twisted加群よりも (V, T )加群の方が概念として自然であることが分かる．

次に V が頂点作用素代数であるとき，V 加群の定義を紹介する．V が頂点作用素代数
の場合には，頂点作用素代数としての V 加群と，頂点代数としての V 加群は定義が異な
ることに注意する．

定義 2.10. (頂点作用素代数上の加群) V を頂点作用素代数とする．定義 2.3 の条件
(1)–(4)を全て満たす (M,YM )が，M =

⊕
i∈C

Mi,Mi = {u ∈ M | ω1u = iu}と ω1 の固
有空間に分解し，さらに

(5) 任意の i ∈ Cに対して dimC Mi <∞である．
(6) 任意の λ ∈ Cに対して，Mλ+n = 0,Z ∋ n≪ 0 となっている．

とき，M を V 加群という．

V が頂点作用素代数であるとき，頂点作用素代数としての g-twisted V 加群は，上の定
義中の「定義 2.3」を「定義 2.4」に，「Z ∋ n≪ 0」を「(1/|g|)Z ∋ n≪ 0」に変更して定
義する．頂点作用素代数としての (V, T )加群も同様に定義する．

3 半単純 C多元環 Aα(G,S)と双対性
以下，T は固定された正の整数とする．(V, T )加群と (V G, T )加群とを，定義 3.3で定

める半単純 C多元環 Aα(G,S)を通して結びつける．C多元環 Aα(G,S)はホップ代数で
研究されていたもの [3, 8, 18] を頂点作用素代数上の加群の言葉で書き直したものである
[13]．ここではより一般的な (V, T )加群の場合に拡張して述べる．拡張は自明である．

定義 3.1. G ≤ AutV , S を (V, T )加群からなる集合とする．

(1) (V, T )加群 (M,YM )と σ ∈ AutV に対して，(V, T )加群 (M ◦ σ, YM◦σ)を，

M ◦ σ = M, YM◦σ(a, x) = YM (σa, x)

で定める．
(2) 任意の σ ∈ G,M ∈ S に対して N ∈ S が存在してM ◦ σ−1 ∼= N となるとき，つ
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まりベクトル空間としての同型 ϕ(σ,M) : M → N が存在して

ϕ(σ,M)YM (a, x) = YN (σa, x)ϕ(σ,M), a ∈ V (3.1)

となるとき，S は G安定であるという．このとき，N ∈ S をM · σ−1 で表すこと
にする．

Remark 3.2. M が g-twisted V 加群のとき，M ◦ σ は σgσ−1-twisted V 加群となる．

M ∈ S が既約 (V, T )加群のとき，σ, τ ∈ Gに対して，αM (σ, τ) ∈ C が存在して

ϕ(σ,M · τ−1)ϕ(τ,M) = αM (σ, τ)ϕ(στ,M). (3.2)

となる．さらに σ, τ, ρ ∈ Gに対して

αM ·ρ−1(σ, τ)αM (στ, ρ) = αM (σ, τρ)αM (τ, ρ). (3.3)

が成り立つ．
以降，Gは AutV の有限位数の部分群，S は非同型な既約 (V, T )加群からなる G安定

な有限集合とする．

定義 3.3. Cベクトル空間 Aα(G,S) = C[G]⊗ (
⊕

M∈S

Ce(M))上に積

(σ ⊗ e(M)) · (τ ⊗ e(N)) = δM ·τ,NαN (σ, τ)στ ⊗ e(N). (3.4)

を定義してAα(G,S)は半単純 C多元環となる．ここで C[G]は群環であり，⊕
M∈S

Ce(M)

は e(M),M ∈ S,を基底とするベクトル空間である．

S =
∪
j∈J

Oj を G の作用による S の分解とする．j ∈ J に対して，Oj の代表元

M j ∈ Oj(⊂ S) を一つずつ固定しておく．(V, T ) 加群 M に対して，GM = {σ ∈
G | M ◦ σ ∼= M} とおく．M ∈ S に対して αM = α|GM×GM

は GM の 2 コサイクル
となる．2 コサイクル αM に付随する GM の twisted 群環を CαM [GM ] で表しておく．
CαMj [GMj ]の既約加群の同型類全体を Λj で表しておく．半単純 C多元環 Aα(G,S)の
既約加群の同型類の完全代表系は，Λ := {(j, λ) | j ∈ J, λ ∈ Λj}として {W j

λ | (j, λ) ∈ Λ}
と書くことが出来る．

M =
⊕

M∈S

とおき，作用 Aα(G,S) ↷ M を次で定める：M,N ∈ S, u ∈ N , σ ∈ Gに
対して

σ ⊗ e(M) · u = δM,Nϕ(σ,M)u. (3.5)
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C 多元環 Aα(G,S) は半単純であるから，各 (j, λ) ∈ Λ に対して M j
λ :=

HomAα(G,S)(W
j
λ ,M )とおくと，M j

λ は自然に (V G, T )加群となり，分解

M =
⊕

(j,λ)∈Λ

M j
λ ⊗C W j

λ (3.6)

が成り立つ．このM の分解に関する次の結果が主結果である：

定理 3.4. [23, Theorem 1.1] T を正の整数，V を単純な可算次元の頂点代数，G ≤ AutV

を有限位数の自己同型群，S を非同型な既約 (V, T )加群からなる G安定な有限集合とす
る．分解 (3.6)に関して次が成り立つ．

(1) 各 (j, λ) ∈ Λに対して，M j
λ ̸= 0で，さらにM j

λ は既約 (V G, T )加群である．
(2) (j1, λ1), (j2, λ2) ∈ Λに対して，M j1

λ1

∼= M j2
λ2
⇔ (j1, λ1) = (j2, λ2).

Remark 3.5.

(1) M を任意の既約 (V, T )加群としたとき，S = ({M ◦ σ | σ ∈ G}の同型類の完全
代表系) とおいて定理 3.4 を適用すれば，M は完全可約 (V G, T ) 加群であること
が分かる．

(2) S ⊂
∪

g∈G

(g-twisted V 加群)の場合は，各M j
λ は V G 加群となる．

(3) Remark 3.2 より，ある g ∈ G が存在して S が g-twisted V 加群のみからなる
ためには，g が G の中心に入っていることが必要十分である．このときはM は
g-twisted 加群となるため，(V, T )加群を持ち出す必要はない．この場合は [12]で
既に扱われており，このときは定理 3.4は [12, Theorem 7.4]に一致する．

(4) [19, Example 2.3]に twisted加群でない既約 (V, T )加群の例を挙げている．

定理 3.4の証明は，(twisted)V 加群を (V, T )加群に置き換えて [12, Section 7]の議論を
そのまま適用すれば出来る．重要な部分は，その議論が適用出来るように必要な (V, T )

加群の次の性質を示すことである．

補題 3.6. [23, Lemma 2.7] M を頂点代数 V 上の加群，N をM の有限次元部分空間，
a, b ∈ V,m, n ∈ (1/T )Zとする．このとき，有限和 ∑

i∈Z
λiaib, λi ∈ Cが存在して，任意の

u ∈ N に対して

ambnu =
∑
i∈Z

λi(aib)m+n−iu

となる．
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Remark 3.7. 通常の環 A 上の加群 M において，「a, b ∈ A と u ∈ M に対して
(ab)u = a(bu)」は加群の定義の一部である．補題 3.6はこれの (V, T )加群における類似
であるが，証明しなければならない事項である．また，twisted V 加群においては，これ
はよく知られた結果である (cf. [16, Proposition 4.5.7])．

参考文献
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Explicit constructions of regular expander graphs of general

degree and their applications

佐竹 翔平 (熊本大学) ∗

1 序
本稿では多重辺やループも許したグラフを扱う. 端的には, エクスパンダーグラフとは連結性の高いス
パースなグラフを意味する. その連結性の高さから断線などに対するロバスト性をもつ通信ネットワーク
として, 通信理論と関連する離散数学の文脈で理論的な研究がなされてきた一方で ([2]など), スパース
性の面からも低密度パリティ検査符号 (LDPC符号)の構成などの研究 ([20]など)でも重要性が認識さ
れている. さらに近年では, 耐量子計算機暗号の理論における同種写像暗号などの研究においても, 超特
異楕円曲線グラフのエクスパンダー性に基づく暗号学的ハッシュ関数などが構成されており ([8]など),
エクスパンダーグラフの注目度は年々高まっている. 一方で数学においても, 篩法の設計などの整数論の
研究 ([7]など), グラフ上のランダムウォークの混合性 ([24]など)やカットオフ現象 ([16]など)といっ
た確率論の研究などでもエクスパンダーグラフは枢要な位置を占める研究対象となっている.
エクスパンダーグラフの文脈では, n頂点をもつグラフ Gの連結性は以下で定義されるCheeger定

数 h(G)によって評価される. 以下, Gの頂点集合と辺集合をそれぞれ V (G), E(G)と表す.

h(G) := min
S ⊂ V (G)
1≤|S|≤n/2

|∂(S)|
|S|

ただし ∂(S)は, 1点が Sに属し, もう 1点が Sの外側に属するようなGの辺全体の集合を表す. グラフG
が連結であることと h(G)が正であることは同値であり, h(G)が大きければ大きいほどGの連結性は高い
ことを意味する. 特に d-正則グラフ (各頂点がちょうど d本の辺と接続するグラフ1)において, Cheeger
定数は, グラフの隣接行列A(G)の 2番目に大きな固有値 λ2(G)と結びつくことが以下のCheeger不等
式から知られている.

h(G) ≥ d− λ2(G)

2
.

したがって, λ2(G)が小さければ小さいほど Cheeger定数は大きいことになり, 連結性が高いことが分か
る. 一方で, グラフのスパース性は, 単一のグラフに対してより, むしろ頂点数が増大するようなグラフ
の無限系列に対して意味をもつ. 特に固定された整数 dに対して d-正則グラフの無限系列を考えると, 辺
の数が頂点数の線形オーダーで上からおさえることができるという意味で, スパース性を見ることができ
る2. そのような無限系列においては, 属する任意のグラフに対して Cheeger定数が (頂点数に依存しな
い)正の定数で下からおさえられるか否かは数学的に非自明な問題となる. 以下では, おもに正則グラフ
の無限系列に焦点を絞って話を進める.
さて, Cheeger不等式を見ると, λ2(G)に対する下界が数学的な問題として浮上する. 実際には, Alon-

Boppana不等式とよばれる以下が下界が示されている.

∗〒 860-8555 熊本県熊本市中央区黒髪 2-39-1 熊本大学 半導体・デジタル研究教育機構 総合情報学部門
E-mail: shohei-satake@kumamoto-u.ac.jp

1本質的ではないが, 1 つのループは接続する頂点の次数に 1 だけ貢献すると定める.
2仮に辺の数が頂点数の線形オーダーを下回る場合は無限系列に属するグラフは一般に連結ではないため, エクスパンダーグラ

フの文脈では意味をなさない.
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定理 1 (Alon-Boppana不等式, [1]など). 任意の固定された整数 d ≥ 3と d-正則グラフの無限列 {Gi}i≥1

(ただし, ni := |V (Gi)| → ∞ (i→∞))に対して,

λ2(Gi) ≥ 2
√
d− 1−O

( 1

logd ni

)
.

さらに Alon-Boppana不等式を達成する d-正則グラフの無限系列も特定の dに対して明示的に構成
されている. このようなグラフはRamanujanグラフとよばれ, Cheeger不等式の意味で最適な連結性
も保証される.

定義 1 ((one-sided) Ramanujanグラフ). d-正則グラフ Gに対して, λ2(G) ≤ 2
√
d− 1が成り立つとき,

Gを (one-sided) Ramanujanグラフとよぶ.

一方で, 混合補題などに代表される擬ランダムグラフの文脈やグラフ上のランダムウォークの混合時
間の評価3では, d-正則グラフ Gに対して, λ2(G)よりはむしろ (絶対値の中で)2番目に大きな固有値を
表す以下の λ(G)に着目する.

λ(G) := max{|λ| | λ : |λ| ̸= dなる A(G)の固有値 }.
この λ(G)に対しても Ramanujanグラフを定義することができる.

定義 2 ((two-sided) Ramanujanグラフ). d-正則グラフ Gに対して, λ(G) ≤ 2
√
d− 1が成り立つとき,

Gを (two-sided) Ramanujanグラフとよぶ.

もちろん two-sided Ramanujanグラフは one-sided Ramanujanグラフでもあり, Cheeger不等式か
ら得られる Cheeger定数の評価に関しては両者とも同じ下界を与える. そこで以下では, Ramanujanグ
ラフは two-sided Ramanujanグラフを指すとする.
一般に, d-正則グラフの無限列で Cheeger定数が (頂点数に依らない)正定数となるもの, 特に明示的

な Ramanujanグラフの無限列の構成は重要な研究課題である. ここで, ある性質を満たすグラフが明示
的 (explicit)であるとは, その頂点数 nの多項式時間で性質を満たすグラフを構成する確定的アルゴリズ
ムが存在することを意味し, 強明示的 (strongly-explicitまたは fully-explicit)であるとは, 加えて, 与え
られた頂点に対して隣接する頂点たちを log nの多項式オーダーの時間で計算できる確定的アルゴリズム
も存在することを意味する4.
実際に, そのような (強)明示的なエクスパンダーグラフは上記の通信ネットワーク, 符号, 暗号学的

ハッシュ関数などの設計において必要不可欠であり, 数学における各関連研究においても群の直径評価
に関する Babaiの予想 ([3])や, ランダムウォークの混合時間の精密な評価 ([24]など)といった幅広い
文脈で重要である. さらに, グラフ理論においては, 直径, 彩色数, 完全マッチングの存在性などのグラフ
の不変量の評価式や構造定理の改善や最適性を示すうえでも (強)明示的なエクスパンダーグラフは重要
な役割を果たしてきた ([15]など). しかし, 次節で述べるように (強)明示的な Ramanujanグラフの無
限列は素数べきに 1を加えた形の次数に対してしか与えられておらず, 現在も当該分野の重要な研究課
題となっている. 一方で, (強)明示的な Ramanujanグラフの無限列が与えられていない次数 (無限に存
在する!)に対しては, できるだけ λ(G)が 2

√
d− 1に「近い」値でおさえられるような d-正則グラフ G

(near-Ramanujanグラフ)の構成を目指す研究が多くなされてきた. その定義も論文によって異なる
が5, 本稿では以下の定義を採用する.

定義 3 (ε-near-Ramanujanグラフ). 実数 ε > 0と d-正則グラフ Gに対して, λ(G) ≤ 2
√
d− 1 + εが成

り立つとき, Gを ε-near-Ramanujanグラフとよぶ.

本稿では, まず Ramanujanグラフおよび near-Ramanujanグラフの (強)明示的構成に関する先行研
究を概説したのち, 本稿における貢献として, 先行研究における一般的な次数に対する near-Ramanujan
グラフの構成法の改良結果を与え, 関連する予想を提示する.

3混合時間の評価では, グラフ G が非 2 部的であることを想定する. このとき −d は A(G) の固有値にはなりえないため,
λ(G) = max{|λ| | λ : λ ̸= d なる A(G) の固有値 } となる.

4隣接する頂点たちを「効率的に」計算したい場合 (例えば暗号学的ハッシュ関数などで巨大なグラフの上のランダムウォーク
を扱う場合など) で重要である.

5文脈によっては, λ(G) ≤ (2 + ε)
√
d− 1 が成り立つとき, G を ε-near-Ramanujan グラフとよぶときもある.

2

98



2 (強)明示的な (near-)Ramanujanグラフに関する先行研究
標題の先行研究を説明するにあたり, まず Cayleyグラフを定義する.

定義 4. 単位元 1をもつ群 Γと逆元に関して閉じた空でない部分集合 S ⊂ Γ \ {1}に対して, Cayleyグ
ラフ Cay(Γ, S)を, 頂点集合に Γを, 辺集合に {{g, h} | g, h ∈ Γ, gh−1 ∈ S}をもつグラフと定める.

Ramanujanグラフの最初の明示的構成は, 有限素体 Fr上の射影特殊線形群 PSL2(Fr)上のCayleyグ
ラフとして, Lubotzky, Phillipsおよび Sarnakによる論文 [17]で与えられた.

定理 2 ([17]). 相異なる 2つの素数 p ≡ 1 (mod 4), r ≡ 1 (mod 4), および整数 iで i2 = −1 (mod r)を
満たすものに対して,

Sp,r :=

{(
x0 + x1i x2 + x3i
−x2 + x3i x0 − x1i

)
∈ PSL2(Fr) | x2

0 + x2
1 + x2

2 + x2
3 = p, x0 > 0は奇数, その他は偶数

}
とおく. このとき, r > p8であるならばXp,r := Cay(PSL2(Fr), Sp,r)は (p+1)-正則Ramanujanグラフ
である. 特に素数 pに対して, (p+1)-正則グラフの無限列を {Xp,r | r ≡ 1 (mod 4)は r > p8 なる素数 }
と定めることで (p+ 1)-正則 Ramanujanグラフの無限列を得る.

注 1. 素数 p = 2および p ≡ 3 (mod 4)に対しても, (p + 1)-正則 Ramanujanグラフである PSL2(Fr)
(ただし rは所定の条件を満たす奇素数)上の Cayleyグラフを構成することができる ([9, 13, 14, 17]).

注 2. 素数 pに対して, 超特異楕円曲線を用いることでも (p+ 1)-正則 Ramanujanグラフが構成されて
いる ([23]).

一方で, Morgenstern [21]による以下の結果も知られている.

定理 3 ([21]). 奇素数のべき q に対して, 平方元でない非ゼロな元 η ∈ Fq を固定する. d ≥ 2を偶数と
し, 次数 dの既約多項式 g ∈ Fq[X]によって, 有限体 Fqd を剰余体 Fq[X]/(g(X))として表現する. さら
に, X は g(X)を法としたとき平方元であると仮定する. L ∈ Fd

q は L2 = ηなる元とおく. このとき,

Tq,d :=

{(
1 γj − δjL

(γj + δjL)(X − 1) 1

)
∈ PSL2(Fqd) | δ2j η − γ2

j = 1, j = 1, 2, . . . , q + 1

}
とおくと, CayleyグラフMq,d := Cay(PSL2(Fqd), Tq,d)は (q + 1)-正則 Ramanujanグラフである. 特に
奇素数のべき qに対して, (q+1)-正則グラフの無限列を {Mq,d | d ≥ 2は偶数 }と定めることで (q+1)-
正則 Ramanujanグラフの無限列を得る.

注 3. 上述の Ramanujanグラフはすべて強明示的であることが知られている.

強明示的な Ramanujanグラフの無限列の構成として知られているのは, 著者の知る限り, 上記の定
理 2, 3および関連する注で参照した論文の結果のみである. 特に, 明示的な Ramanujanグラフの無限列
は素数べき +1の形の次数に対してしか与えられていない現状がある. 任意の次数に対して Ramanujan
グラフが存在することは示されており ([18, 19]), すべての次数に対して明示的な Ramanujanグラフが
構成できるかどうかがエクスパンダーグラフの理論では大きな未解決問題となっている. 例えば 7-正則
Ramanujanグラフの (強)明示的な無限列も現在のところ全く知られていない!
このような状況に鑑み, (強)明示的な Ramanujanグラフの無限列が知られていないような次数 (す

なわち素数べき+1のような形以外の次数) dに対して, near-Ramanujanグラフの明示的構成を行い, 少
しでも上界式 2

√
d− 1とのエラーを削減する方向の研究も活発に行われている.

以下では, 本稿の内容に関わる 2つの先行研究とその証明のアイデアを述べていくが, その前に 2つ
の有用な補題を準備しておく.

補題 1. 同じ頂点集合をもつ 2つの連結な n頂点 d-正則グラフ G1, G2 に対し, G1, G2 の辺集合の和を
とって得られるグラフを G1 ∪G2 と記す. このとき,

λ(G1 ∪G2) ≤ λ(G1) + λ(G2)

が成り立つ.
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証明. まず各 i = 1, 2に対して,

λ(Gi) = max
v∈Rn

v⊥1

∣∣∣∣∣vTA(Gi)v

||v||2

∣∣∣∣∣
が成り立つ. G1, G2 の辺集合の和をとって得られるグラフ G1 ∪ G2 の隣接行列は A(G1) + A(G2)であ
るから,

λ(G1 ∪G2) = max
v∈Rn

v⊥1

∣∣∣∣∣vT (A(G1) +A(G2))v

||v||2

∣∣∣∣∣
≤ max

u∈Rn

u⊥1

∣∣∣∣∣uTA(G1)u

||u||2

∣∣∣∣∣+ max
v∈Rn

v⊥1

∣∣∣∣∣vTA(G2)v

||v||2

∣∣∣∣∣ = λ(G1) + λ(G2)

が成り立つ.

さらに, 補題 1の証明と全く同じ議論で, 以下の補題を得る.

補題 2. n頂点 d-正則グラフG1と d′-正則 (d′ < d)なG1の全域部分グラフG2に対して, G1 \G2を辺
集合 E(G1) \ E(G2)をもつグラフとする. このとき,

λ(G1 \G2) ≤ λ(G1) + λ(G2)

が成り立つ.

定理 4 ([10], [22]). d− 1が素数ではない整数 d ≥ 3に対して, pを d− 1を超える最小の素数とおく. こ
のとき, 無限個の自然数 nに対して, λ(G) ≤ 2

√
p+ (p+ 1− d)となる明示的な n頂点グラフ Gが存在

する. 特に, 素数の間隔に関する [5]の結果より, 任意の d ≥ 3に対して, O(d0.525)-near-Ramanujanグ
ラフの明示的な無限列が存在する. さらに, 素数の間隔に関する Cramérの予想を仮定すると, 任意の d
に対して, O((log d)2)-near-Ramanujanグラフの明示的な無限列が存在する.

定理 4における構成のアイデアは, 定理 2の RamanujanグラフXp,r に対し, Xp,r 内の完全マッチン
グ (1-正則な全域部分グラフ)を (p+1−d)個除去して d-正則グラフを得るというものである. また λ(G)
の評価は実対称行列に関するWeylの不等式 ([12]を参照)から従う. ここで, p′ を p未満の最大の素数
とおくと p + 1 − d ≤ (p + 1) − (p′ + 1)より, λ(G)は素数の間隔の上界式から評価できることから, 定
理 4の最後の主張を得る.

注 4. 完全マッチング自体は rの多項式時間で見つけることができるため上記で構成されたグラフは明
示的である (ただし強明示的とは必ずしも言えない). 一方で, Xp,r の内周 (最短閉路長)は少なくとも
2 logp(r)であることが知られ, 最適なオーダーの内周をもつ. したがって, 定理 4のグラフも少なくと
も同じ値の内周をもつことになる. 高い内周をもつ near-Ramanujanグラフは暗号学的ハッシュ関数や
LDPC符号の設計への重要な応用がある. 一方で, そのようなグラフは高い内周と彩色数をもつグラフの
明示的構成に関する Erdősの問題 ([11], [17])への解となる点などでも興味深い. 実際に混合補題の系と
して, 任意の n頂点 d-正則グラフ Gに対して, Gの彩色数 χ(G)に対して,

χ(G) ≥ 1 +
d

λ(G)

が成り立つ (詳細は [15]などを参照). よって, 正整数 dと ε = O(
√
d)に対して d-正則 ε-near-Ramanujan

グラフの彩色数は少なくとも
√
dのオーダーをもつことがわかる.

一方で, Alon [4]は d−1が素数ではない整数 d ≥ 3に対して,以下の方法で強明示的なnear-Ramanujan
グラフの構成を与えた.

1. d− 1を超えない最大の素数 p0 ≡ 1 (mod 4)を取り, d1 := d− (p0 + 1)とおく.
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2. d1 > 5ならば, p1 ≡ 1 (mod 4)を d1 − 1を超えない最大の素数とし, d2 := d1 − (p1 + 1)とおく.
以下, i ≥ 2に対して, di > 5であるならば同様にして素数 pi ≡ 1 (mod 4)および整数 di+1 を定
める.

3. i = kで di+1 ≤ 5となったとき, f := d− {(p0 + 1) + (p1 + 1) + · · ·+ (pk + 1)} ≤ 5となる. この
とき, 以下のようにして d-正則グラフ Gを構成する.

・f = 0ならば, 定理 2から S := Sp0,r ∪Sp1,r ∪ · · · ∪Spk,r とおき, Gを Cay(PSL2(Fr), S) とおく.

・f = 1ならば, S に位数 2の元を 1つ加えて得られる Cayleyグラフを Gとおく.

・2 ≤ f ≤ 5ならば, f 個の元からなる逆元について閉じた集合を S に 1つ加えて得られる Cayley
グラフを Gとおく.

以上の構成法と補題 1より次の定理が得られる.

定理 5 ([4]). d− 1が素数ではない整数 d ≥ 3に対して, 上記で得られた d-正則グラフ Gは強明示的な
ε-near-Ramanujanグラフである. ただし,

(2(
√
p0 +

√
p1 + · · ·

√
pk) + 2

√
f − 1− 2

√
d− 1) ≤ ε ≤ (2(

√
p0 +

√
p1 + · · ·

√
pk) + f − 2

√
d− 1).

特に, 素数の間隔に関する [5] の結果より, 任意の d ≥ 3 に対して, G は強明示的な O(d0.2625)-near-
Ramanujanグラフである.

注 5. 同論文で Alonは任意の ε > 0に対して, 明示的な ε-near-Ramanujanグラフを構成している ([4,
Theorem 1.3]). しかし, 強明示的とは言えないことに注意されたい.

3 定理 4, 定理 5の改良
まず定理 4に関して改良を与える以下の結果を得る.

命題 1. d, d+ 1のいずれもが素数ではない整数 d ≥ 3に対して, pを d− 1を超える最小の素数とおく.
このとき, ある 0 < δ = δ(d) < 1が存在し, 無限個の素数 rに対して, λ(G) ≤ 2

√
p+ δ(p+1− d)となる

強明示的な r(r2−1)
2 頂点グラフ Gが存在する. さらに, Gの内周は少なくとも 2 logp(r)である.

証明の概略. d, d + 1のいずれもが素数ではない6 整数 d ≥ 3に対して, Ramanujanグラフ Xp,r を定め
る PSL2(Fr)の (p+1)-点部分集合 Sp,r から, 逆元について閉じた (p+1− d)-点集合 U ⊂ Sp,r をえらぶ.
このとき p+ 1− d ≥ 3であることから, Bourgain-Gamburd [6]の結果より, ある 0 < δ = δ(d) < 1が存
在して, λ(Cay(PSL2(Fr), U)) ≤ δ(p− d)が成り立つ. よって, 補題 2より Cay(PSL2(Fr), Sp,r \U)が所
望のグラフとなる.

注 6. 命題 1に登場する定数 δに関しては, 現在のところ明示的な値を決定できない.

次に定理 5の拡張として, 以下の命題を示す.

命題 2. 整数 k ≥ 2と奇素数 pに対して q = pk とおき, d = q + p+ 2とおく. このとき, 無限個の整数
n ≥ 1に対して, 強明示的な d-正則 (2(

√
q +
√
p)− 2

√
q + p+ 1)-near-Ramanujanグラフが存在する.

証明の概略. Alon [4]の構成法のアイデアを定理 3のRamanujanグラフに拡張する. d = (pk+1)+(p+1)
であることに注意すると, 定理 3から, 各偶数 d ≥ 2に対して, T := Tpk,d ∪ Tp,kd とおくと, 補題 1より
Cay(PSL2(Fpkd), T )が所望のグラフである.

注 7. より一般的な dに対しても, T の定義を微修正することで d-正則 near-Ramanujanグラフを得るこ
とができるが, 簡単のために命題 2の次数の場合のみを考える.

6d = p, p− 1 (p ≥ 3は素数)であるとき, 命題 1の構成では λ(G) ≤ 2
√
p+ (p+ 1− d)としか評価できないため, 定理 4の結

果と一致する.
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ここで興味深いことに, 定理 5のグラフと比較すると, いくつかの dに対して, 命題 2のグラフの方が
2
√
d− 1からのエラーをより小さく評価できる.

例 1. d = 113 +11+2 = 1344とおくと, 2
√
d− 1 = 73.2939より, 命題 2の 1344-正則グラフは 6.30507-

near-Ramanujanグラフである. 一方で, 定理 5の d-正則グラフは, p0 = 1321, p1 = 13, p2 = 5, f = 2で
あることから, 13.0804-near-Ramanujanグラフとなる.

例 2. d = 55 + 5 + 2 = 3132とおくと, 2
√
d− 1 = 111.911...であるから, 命題 2の 3132-正則グラフは

4.36486-near-Ramanujanグラフである. 一方で, 定理 5の d-正則グラフは, p0 = 3121, p1 = 5, f = 4で
あることから, ε ≥ 7.75738に対する ε-near-Ramanujanグラフとなる.

例 3. d = 233 +23+ 2 = 12192のとき, 2
√
d− 1 = 220.826...であるから, 命題 2の 12192-正則グラフは

9.37419-near-Ramanujanグラフである. 一方で, 定理 5の d-正則グラフは, p0 = 12161, p1 = 29, f = 0
であることから, 10.4985-near-Ramanujanグラフとなる.

例 4. d = 57 + 5 + 2 = 78132のとき, 2
√
d− 1 = 559.038...であるから, 命題 2の 78132-正則グラフは

4.45067-near-Ramanujanグラフである. 一方で, 定理 5の d-正則グラフは, p0 = 78121, p1 = 5, f = 4で
あることから, ε ≥ 7.93982に対する ε-near-Ramanujanグラフとなる.

実際には, 命題 2の構成法は無限個の整数 d ≥ 3に対して, 定理 5の改良を与えるものと予想される.

予想 1. 整数 d ≥ 3および定理 5で構成された d-正則グラフGに対して, εd := (2(
√
p0+
√
p1+ · · ·

√
pk)+

2
√
f − 1− 2

√
d− 1)とおく. このとき, 次を満たす整数 d ≥ 3であって, d− 1が素数べきでないものが

無限個存在する : ある 0 < ε′d < εd が存在し, 無限個の整数 n ≥ 1に対して, 強明示的な n頂点 d-正則
グラフで ε′d-near-Ramanujanとなるグラフが存在する.

4 本稿のまとめ
本稿では, 一般的な次数に対する明示的な (near-)Ramanujanグラフに焦点を当て, いくつかの既存結果
の (マイナーではあるが)改良を与えた. 一般に明示的な (near-)Ramanujanグラフの構成研究は様々な
文脈で重要であるにもかかわらず, まだ満足すべき成果は得られておらず, 特定の near-Ramanujanグラ
フのエラーの評価さえもその改善はまったく容易ではない.
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拡大平方剰余符号から得られる 3-デザインにつ
いて
三枝崎剛 ∗

1 はじめに
拡大平方剰余符号から 3-デザインを構成する手法を解説する．詳細は [1]を参
照されたい．t-デザインの定義を復習しよう．
定義 1.1. X = {1, 2, . . . , n}を有限集合，BをX の k点部分集合族とする：

B ⊂
(
X

k

)
.

(X,B)が t-デザイン（t-n, k, λ）とは，ある自然数 λが存在して次を満たす
ときである：全ての T ∈

(
X
t

)に対して λ = |{B ∈ B | T ⊆ B}|．
一つ例を見てみよう．

例 1.1. 次のように集合族を定める．{
X = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7},
B = {{1, 2, 4}, {2, 3, 5}, {3, 4, 6}, {4, 5, 7}, {5, 6, 1}, {6, 7, 2}, {7, 1, 3}}.

Bは F7の平方剰余 {1, 2, 4}から+1して構成したものである。するとこれは
2-デザインの構造を与える。つまり任意の 2点集合 T に対して，それを含む
Bの元はただ一つに定まる．

任意の T ∈
(
X

2

)
に対して, |{B ∈ B | T ⊆ B}| = 1.

したがって (X,B)は 2-(7, 3, 1)デザインである．
t-デザインならば (t− 1)-デザインであることに注意する．したがって tの

値の大きいデザインの構成が基本問題となる．ではどのように構成するか．本
稿では符号を用いる手法を紹介する．

∗早稲田大学基幹理工学部
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定義 1.2. Fn
2 の k-次元部分空間を符号，特に [n, k]符号と呼ぶ．

C の元 c = (c1, c2, . . . , cn) ∈ C に対して，記号を用意しておこう．
• supp(c) := {i | ci 6= 0},

• wt(c) := | supp(c)|,

• Cℓ := {c ∈ C | wt(c) = ℓ}.

符号 C から集合族を以下のように構成することができる．{
X = {1, 2, . . . , n},
B(Cℓ) = {supp(c) | c ∈ Cℓ} ⊂

(
X
ℓ

)
.

したがって (X,B(Cℓ))が t-デザインかどうか，という問題を考えることがで
きる．符号からデザインを構成する手法とは，うまく C を選んで，高い tの
t-デザインを構成しようというものである．一つ例を見てみよう．
例 1.2. H を以下の生成行列を持つ [7, 4]ハミング符号としよう．

1 1 0 1 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0
0 0 1 1 0 1 0
0 0 0 1 1 0 1

 .

H の wt(c) = 3となる元 cを列挙すると以下のようになる．
H3 = {c ∈ C | wt(c) = 3}：
(1, 1, 0, 1, 0, 0, 0)
(0, 1, 1, 0, 1, 0, 0)
(0, 0, 1, 1, 0, 1, 0)
(0, 0, 0, 1, 1, 0, 1)
(1, 0, 0, 0, 1, 1, 0)
(0, 1, 0, 0, 0, 1, 1)
(1, 0, 1, 0, 0, 0, 1)

H3を用いて集合族を構成すると以下を得る：{
X = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7},
B(H3) = {{1, 2, 4}, {2, 3, 5}, {3, 4, 6}, {4, 5, 7}, {5, 6, 1}, {6, 7, 2}, {7, 1, 3}},

これは最初に紹介した 2-デザインに他ならない．
(Q̃p+1)を拡大平方剰余符号とする．このとき全ての ℓに対して，(Q̃p+1)ℓ

は 2-デザインであることが知られている．（もちろん (Q̃p+1)ℓ 6= ∅の場合は除
外している．今後このようなことは断らない．）しかし一般に 3-デザインは得
られない．
次が本稿の主結果である．
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定理 1.1. 全ての ℓに対して (Q̃p+1)ℓ ∪ (Q̃⊥
p+1)ℓ ( 6= ∅)は 3-デザインである．

以下ではこの定理に関して，
1. ヤコビ多項式,

2. 調和重さ多項式
を用いた 2通りの証明を紹介したい．
注意 1.1. (Q̃p+1)ℓは一般に 3-デザインにはならないと述べた．しかし特別な
ℓに対して，(Q̃p+1)ℓが 3-デザインになる例が複数発見されている．

• [Bonnecaze–Sóle (2021), [3]]

(Q̃42)10は 3-デザイン．
• [Ishikawa, arXiv:2305.03285, [5]]

(Q̃3
14)10は 3-デザイン．

(Q̃4
18)10と (Q̃4

18)13は 3-デザイン．

2 拡大平方剰余符号
拡大平方剰余符号の構成法を復習しよう．pを素数とする．pに対して，F2上
のベクトル

cp = (d1, d2, . . . , dp),

を以下のように定める：

di =

{
1 (i ∈ (F∗

p)
2),

0 (o.w.).

長さ pの平方剰余符号Qpとは，cpで生成される巡回符号である．つまり
cpの成分を右に一つずつずらしてベクトルを作り，それらで生成された符号
である．
例 2.1. p = 7としよう．すると (F∗

7)
2 = {1, 2, 4}であり，

c7 = (1, 1, 0, 1, 0, 0, 0)

と定まる．したがってQ7は次を生成行列に持つ符号である．
1 1 0 1 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0
0 0 1 1 0 1 0
0 0 0 1 1 0 1
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Q̃p+1でQpの拡大符号を表す．つまり

Q̃p+1 = {(c1, . . . , cp, cp+1) | (c1, . . . , cp) ∈ Qp, c1 + · · ·+ cp + cp+1 = 0}

である．Q̃p+1を拡大平方剰余符号と呼ぼう．たとえば Q̃8は以下の行列で生
成された符号となる． 

1 1 0 1 0 0 0 1
0 1 1 0 1 0 0 1
0 0 1 1 0 1 0 1
0 0 0 1 1 0 1 1


以下では

p ≡ 1 (mod 8)

を仮定する．Q̃p+1の座標を {1, . . . , p − 1, p,∞}と表記しよう．∞は拡大し
た座標である．
拡大平方剰余符号について以下のことが知られている．
• Aut(Q̃p+1) = PSL2(p), ここで Aut(C) = {σ ∈ Sn | Cσ = C}，Cσ =
{(cσ(1), . . . , cσ(n)) | (c1, . . . , cn) ∈ C}．

•
PSL2(p) := 〈σ, τa, ρ | a ∈ (F∗

p)
2〉,

ここで


σ : i 7→ i+ 1 (mod p),∞ 7→ ∞,

τa : i 7→ ai (mod p),∞ 7→ ∞,

ρ : i 7→ −1/i (mod p), i 6= 0, 0 7→ ∞,∞ 7→ 0.

• Q̃p+1の座標はX = {1, . . . , p − 1, p,∞}であった．このとき PSL2(p)
は 2-homogeneous (すなわち，任意の A,B ∈

(
X
2

)に対して，ある σ ∈
PSL2(p)が存在して σ(A) = B).

したがって任意の ℓに対して (Q̃p+1)ℓ ( 6= ∅)は 2-デザインである．
• 一般に (Q̃p+1)ℓは3-デザインでない．実際G = Aut(Q̃p+1)は3-homogeneous
でなく，(X3 )は次のように 2つの軌道に分解する：ある θ ∈ X が存在
して， (

X

3

)
= G{∞, 0,−1} tG{∞, 0, θ},

さらに |G{∞, 0,−1}| = |G{∞, 0, θ}|．
• Q̃p+1は isodual符号である．つまりある σ ∈ Sp+1 \Gが存在してC⊥ =
Cσ．このとき σ(G{∞, 0,−1}) = G{∞, 0, θ}である.
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3 ヤコビ多項式とデザイン理論
ヤコビ多項式を用いると C から t-デザインが得られるかどうか判定できる．
定義 3.1 (Ozeki (1997), [6]). C を [n, k]符号とし，T ⊂ {1, . . . , n} = [n]と
する．次をヤコビ多項式と呼ぶ．

JC,T (x0, x1, y0, y1) :=
∑
c∈C

x
m0(c)
0 x

m1(c)
1 y

n0(c)
0 y

n1(c)
1 ,

ここで

m0(c) := |{i ∈ T | ci = 0}|,
m1(c) := |{i ∈ T | ci = 1}|,
n0(c) := |{i ∈ [n] \ T | ci = 0}|,
n1(c) := |{i ∈ [n] \ T | ci = 1}|.

例 3.1. C を次の [4, 2]符号とする．

C = {(0, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 1), (1, 0, 1, 0), (1, 1, 1, 1)}.

T = {1}とおく．そのときヤコビ多項式は次のようになる．

JC,T (x0, x1, y0, y1) = x10x
0
1y

3
0y

0
1 + x10x

0
1y

1
0y

2
1 + x00x

1
1y

2
0y

1
1 + x00x

1
1y

0
0y

3
1.

JC,T の項 xt1y
n−ℓ
0 yℓ−t

1 の係数は

|{c ∈ Cℓ | T ⊂ supp(c)}|

を表すことに注意しよう．したがって次の定理を得る．
定理 3.1. 1. 任意の T ⊂ {1, . . . , n} (|T | = t) に対して，JC,T が T ⊂

{1, . . . , n} (|T | = t)の選び方によらないと仮定する．このとき任意の ℓ
に対して，Cℓ ( 6= ∅)は t-デザインである．

2. 任意の T ⊂ {1, . . . , n} (|T | = t) に対して，JC,T + JC⊥,T が T ⊂
{1, . . . , n} (|T | = t)の選び方によらないと仮定する．このとき任意の ℓ
に対して，Cℓ ∪ (C⊥)ℓ ( 6= ∅)は t-デザインである．
以上の準備の下，以下の主結果を証明しよう．

定理 3.2. 全ての ℓに対して (Q̃p+1)ℓ ∪ (Q̃⊥
p+1)ℓ ( 6= ∅)は 3-デザインである．
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Proof. C = Q̃p+1，G = Aut(C) = PSL2(p)とおく．C⊥ = Cσであり，以下
のように軌道分解されたことを思い出す．(

X

3

)
= G{∞, 0,−1} tG{∞, 0, θ} = GT1 tGT2,

σ(GT1) = GT2. 任意のT ∈
(
X
3

)に対して，JC,T+JC⊥,TがT ⊂ {1, . . . , n} (|T | =
t)の選び方によらないことを示せばよい．実際，

JC,T + JC⊥,T = JC,T + JCσ ,T (∵ C⊥ = Cσ)

= JC,T + J
C,Tσ−1

= JC,T1 + JC,T2 .

4 調和重さ多項式とデザイン理論
調和重さ多項式も C から t-デザインが得られるかどうか判定する．以下の記
号を導入する．

• X = {1, . . . , n}

• R2X = {
∑

z∈2X czz | ∀z, cz ∈ R}

• R
(
X
k

)
= {
∑

z∈(Xk )
czz | ∀z, cz ∈ R}

任意の f ∈ R
(
X
k

)に対して，f を次のように表記しよう．

f =
∑

z∈(Xk )

f(z)z

すると f を (Xk )上の関数と考えることができる．さらに，u ∈ 2X に対して，

f̃(u) =
∑

z∈(Xk ),z⊂u

f(z)

と定義して，f を 2X 上の関数 f̃ ∈ R2X に拡張できる：
例を見てみよう．

例 4.1. X = {1, 2, 3}，f = {1, 2}+{2, 3} ∈ R
(
X
2

)とおく．このとき f̃({1, 2}) =
1, f̃({1}) = 0, f̃({1, 2, 3}) = 2である．
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定義 4.1. • γ : R
(
X
k

)
→ R

(
X
k−1

) を任意の z ∈
(
X
k

) に対して γ(z) =∑
y∈( X

k−1),y⊂z yと定義して，一般の R
(
X
k

)の元に線形に拡張する．
• Harmk = ker(γ|R(Xk )).

• Harm
Aut(C)
k = {f ∈ Harmk | fσ = f, ∀σ ∈ Aut(C)}, ここで fσ は以下

のように k点集合に対して定義して，
{i1, . . . , ik}σ = {σ(i1), . . . , σ(ik)}

それをHarmkの元に線形に拡張する．
• Cと f ∈ Harmkの重さ調和多項式とは [Bachoc (1999), [2]]により以下
のように定義された：

wC,f (x, y) =
∑
c∈C

f̃(supp(c))xn−wt(c)ywt(c).

再び例を見てみよう．
例 4.2. X = {1, 2, 3, 4}，f = {1, 2}+{1, 3}−2{1, 4}−2{2, 3}+{2, 4}+{3, 4}
とおく．すると

γ(f) =({1}+ {2}) + ({1}+ {3})
− 2({1}+ {4})− 2({2}+ {3})
+ ({2}+ {4}) + ({2}+ {4}) = 0

であり，f ∈ Harm2である．
例 4.3. C = {(0, 0, 0, 0), (1, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (1, 1, 1, 0)}，f = −2{1, 2} +
{1, 3} + {1, 4} + {2, 3} + {2, 4} − 2{3, 4}とおく．すると Aut(C) = 〈(1, 2)〉，
f ∈ Harm

Aut(C)
2 である．

これらの概念を用いて，t-デザインかどうかを以下のように判定できる．
定理 4.1 (Delsarte (1978), [4]). Cℓ は t-デザイン ⇔ ∑

c∈Cℓ
f̃(supp(c)) =

0, ∀f ∈ Harm
Aut(C)
k (1 ≤ k ≤ t)

調和重さ多項式は次のように書ける．
wC,f (x, y) =

∑
c∈C

f̃(supp(c))xn−wt(c)ywt(c)

=
n∑

ℓ=0

(
∑
c∈Cℓ

f̃(supp(c)))xn−ℓyℓ.

したがって次の定理を得た．
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定理 4.2. 1. 全ての f ∈ Harm
Aut(C)
k (1 ≤ k ≤ t)に対して，wC,f (x, y) = 0

と仮定する．このとき全ての ℓに対して Cℓ ( 6= ∅)は t-デザインである．

2. 全てのf ∈ Harm
Aut(C)
k (1 ≤ k ≤ t)に対して，wC,f (x, y)+wC⊥,f (x, y) =

0 と仮定する．このとき全ての ℓに対してCℓ ∪ (C⊥)ℓ ( 6= ∅)は t-デザイ
ンである．
以上の準備の下，以下の主結果を証明しよう．

定理 4.3. 全ての ℓに対して (Q̃p+1)ℓ ∪ (Q̃⊥
p+1)ℓ ( 6= ∅)は 3-デザインである．

Proof. C = Q̃p+1，G = Aut(C) = PSL2(p)とおく．
(
X
3

)
= G{∞, 0,−1} t

G{∞, 0, θ}，|G{∞, 0,−1}| = |G{∞, 0, θ}|を思い出そう．すると
HarmG

3 = 〈c(R(T1)−R(T2))〉,

がわかる．ここで R(Ti) =
∑

g∈G Ti
g である．すると f = R(T1) − R(T2) ∈

HarmG
3 に対して，wC,f + wC⊥,f = 0である．実際，

wC,f + wC⊥,f = wC,f + wCσ ,f (∵ C⊥ = Cσ)

= wC,f + w
C,fσ−1

= wC,f + wC,−f

= wC,f − wC,f = 0.

5 今後の課題
主結果は以下のように一般化される．
定理 5.1. Cを長さ nの isodual符号とする．X := {1, . . . , n}，G = Aut(C)
とおく．このときGは (Xt )に作用するが，その軌道が以下のように分解した
としよう． (

X

t

)
= GT1 tGT2,

(GT1)
σ = GT2. すると次が成立する．

(1) JC,T + JCσ ,T は T ∈
(
X
t

)の選び方によらない．
(2) f を次数 tの調和重さ多項式として，Aut(C)で不変なものとしよう．こ
のとき

wC,f + wCσ ,f = 0.
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この定理の仮定を，以下のように 3つの軌道に分かれるように一般化する
ことも可能である． (

X

t

)
= GT1 tGT2 tGT3.

これを用いて符号から 6-デザインを構成することは興味ある問題である．
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符号の重み多項式に関する話題 ∗

大浦　学
金沢大学理工研究域

本講演の最終目標は、長岡昇勇先生（近畿大学名誉教授）との共同研究の結果 [4] を紹介することです。目
標はそうなのですが、所々脱線しながら話しを進めたいと思います。ここで紹介する研究には、長岡先生と竹
森翔さん [5] の先行研究（格子、テータ関数）があり、それに忠実に従った形で本研究は行われました。講演
ではその先行研究については触れずに、符号理論に関する部分についてのみ述べました。この報告集でもそれ
に倣います。

1 符号の一般論
まず、F2 = {0, 1} を 2 元体とします。2 元体以外での議論も可能ですが、この講演では 2 元体のみ扱いま
す。この体の n 次元ベクトル空間 Fn

2 の元 u = (u1, . . . , un) に対して、0 でない座標の数を u の重さと言い、
wt(u) と表します。ベクトル空間 Fn

2 の元 u = (u1, . . . , un), v = (v1, . . . , vn) に対して、内積を

u · u = u1v1 + · · ·+ unvn

で定義します。さて、F2 上の符号を取り扱う訳ですが、講演では線形符号のみ扱います。そこで、部分空間
C を、長さ n の符号（線形符号とは呼ばないこと）と呼ぶことにします。単にベクトル空間というだけでは
色々な結果も得られづらく、我々は符号にいくつかの条件を課します。長さ n の符号 C に対して、その双対
符号 C⊥ を

C⊥ = {u ∈ Fn
2 : u · v = 0, ∀v ∈ C}

で定義します。この C は、次元 n− dim C を持ちます。符号 C が自己双対符号とは、C = C⊥ が成り立つと
きに言います。もし、C が自己双対であれば、一般に成り立つ関係式

dim C + dim C⊥ = n

から、n は偶数で、さらに dim C = n/2 であることがわかります。自己双対に加えて、別のクラス、重偶符
号は、任意の u ∈ C に対して

wt(u) ≡ 0 (mod 4)

が成り立つときに言います。我々が興味があるのは

自己双対+重偶

の 2 つの性質を持つクラスです。このクラスを Type II 符号と呼びます。すなわち

Type II = 自己双対+重偶

∗ 第３９回代数的組合せ論シンポジウムにおける講演をかなり忠実に再現したものです。
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です。

一般的な符号の定義は終わりまして、次に符号から得られる多項式に話しを移します。今、C を長さ n の
符号とします。それに付随する重み多項式を

WC(x, y) =
∑
u∈C

xn−wt(u)ywt(u)

=
n∑

i=0

Aix
n−iyi,

ただし Ai = ♯{u ∈ C : wt(u) = i}、で定義します。これは、次数 n の斉次多項式となっています。ここで、
この重み多項式の一般化を念頭においた、テクニカルな話題を入れておきます。重さを復習しておくと、u の
重さとは、0 ∈ F2 とは異なる u の座標の数でした。ところで、u は 0 か 1 がならんでいるので、0 と異なる
とは、つまり 1 ということです。なぜ最初から 0 とは異なる、ではなく、1 である、という言い方をしないの
かと言うと、2 元体以外を取り扱う場合を考えて、なのです。しかし、F2 のみ扱います、と最初に宣言して
いるので、まあ最初から重さを 1 が現れる個数と言っても良さそうですが。戻ります。次でした。

wt(u) = ♯{i : ui 6= 0}
= ♯{i : ui = 1}.

変数 x のべきも同様に考えると
n− wt(u) = ♯{i : ui = 0}

となります。そう理解すると、
na(u) = ♯{i : ui = a}, a ∈ F2

を導入することで

WC(x0, x1) =
∑
u∈C

x
n0(u)
0 x

n1(u)
1

= WC(xa : a ∈ F2)

という表示ができます。この表示が、重み多項式の一般化（多変数化）には都合がいいようです。
上で、我々は Type II 符号に興味がある、と述べましたが

我々は Type II 符号の重み多項式に興味がある

というのが、より適切かもしれません。では、その重み多項式について、我々は何が言えるのでしょうか。

2 重み多項式の性質
長さ n の符号 C に対して

WC⊥(x, y) =
1

|C|
WC(x+ y, x− y)

が知られています（MacWilliams）。変数 x, y の代わりに x0, x1 を導入するんじゃなかったの、と言われそ
うですが、ここでは x, y の方が簡単だから、ということです。使い分けていきます。さて、MacWilliams 恒
等式は、双対符号の重み多項式は、もとの符号の重み多項式から代数的な操作で得ることができると述べてい
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ます。例えば、双対符号の構造が複雑で、双対符号の重み多項式が直接には求めづらい場合で、もとの符号の
符号の重み多項式が比較的容易に得られる場合などに有効です。我々は、MacWilliams 恒等式を長さ n の自
己双対符号 C = C⊥ に適用します。この場合、n は偶数で dim C = n/2、言い換えると |C| = 2n/2 でした。
これらを MacWilliams 恒等式にあてはめると

WC(x, y) =

(
1√
2

)n

WC(x+ y, x− y)

= WC

(
x+ y√

2
,
x− y√

2

)
となります。つぎに C が重偶の場合に考えます。今、C を重偶符号とすると

WC
(
x,
√
−1y

)
=
∑
u∈C

xn−wt(u)
(√
−1y

)wt(u)

=
∑
u∈C

xn−wt(u)ywt(u)

= WC(x, y)

となります。

今までの話しを Type II 符号についてまとめますと、Type II 符号 C の重み多項式は

WC

(
x+ y√

2
,
x− y√

2

)
= WC(x, y),

WC
(
x,
√
−1y

)
= WC(x, y)

を満たすことになります。
ここで、個人的な思い出話しを挿入します。吉田知行先生の数学セミナー（１９８７年４月号、数学との出
会い）の記事です。実際には、それらがまとめられた増刊号だったかもしれません。吉田先生は「２４との出
会いと再会」と題する文章で、次で締めくくられています。「最後に計算問題をひとつ。

f(x, y) = x24 + 759x16y8 + 2576x12y12 + 759x8y16 + y24

とおけば

f

(
x+ y√

2
,
x− y√

2

)
= f(x, y),

f
(
x,
√
−1y

)
= f(x, y)

であることを示せ。」この f(x, y) はあとで出てくる、長さ 24 の Type II 符号、いわゆる Golay 符号の重み
多項式です。今までの議論から、この f(x, y) が上記 2 つの等式を満たすことは分かります。

重み多項式と有限群の不変式論を結びつける Gleason の定理に移っていきます。Gleason の定理への入門
的な論文を引用します。N. J. A. Sloane [11] は符号理論を不変式論の観点から解説しました。その論文では、
Type II 符号の重み多項式が 2 つの等式

W

(
x+ y√

2
,
x− y√

2

)
= W (x, y), (1)

W
(
x,
√
−1y

)
= W (x, y) (2)
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を満たすことを注意したあと、つぎのように述べます。“The problem we want to solve is to find all

polynomials W (x, y) satisfying (1) and (2).” 求めたいのは

{W (x, y) ∈ C[x, y] : W (x, y) satisfies (1) + (2)}

で、この集合は環をなすことが分かります。今、

G =

⟨
1√
2

(
1 1
1 −1

)
,

(
1 0
0
√
−1

)⟩
とおくと、我々がターゲットとしている環は、群 G の不変式環

RG =

{
W (x, y) ∈ C[x, y] : W (ax+ by, cx+ dy) = W (x, y), ∀

(
a b
c d

)
∈ G

}
です。ここで、G は位数 192 の複素鏡映群で、Shephard-Todd [10] のリストにおいて、No. 9 です。今まで
の議論から

RG

∪
Type II 符号の重み多項式で生成される C[x, y] の部分環

∪
C[We8 ,Wg24 ]

の包含関係が成り立ちます。ここで、e8 は長さ 8 の Type II 符号で Hamming 符号、g24 は長さ 24 の Type

II 符号で Golay 符号、とそれぞれ呼ばれるものです。Gleason は、1970 年の国際数学者会議で、不変式環
RG が 2 つの Type II 符号の重み多項式 We8 , Wg24 で生成されることを発表します [3]、すなわち、３つの環

RG , Type II 符号の重み多項式で生成される C[x, y] の部分環 , C[We8 ,Wg24 ]

は一致します。

3 Type II 符号の分類
ここで、Type II 符号がどれほどあるのか、述べておきます。長さ n の 2 つの符号がある程度同じ性質を

持つ場合を除くため、同値の概念を導入します。長さ n の符号 C, C′ が同値であるとは、C の座標の置換を
した後、C′ と一致するときに言います。つまり、

C と C′ が同値⇔ ∃σ ∈ Sn, Cσ = C′

です。この同値関係のもと、Type II 符号の分類を述べる訳ですが、その前に次の命題を述べておきます。

命題 1. 　長さ n の Type II 符号が存在するための必要十分条件は n ≡ 0 (mod 8) である。

Type II 符号の同値類を除いた個数はつぎの表 1 になります ([8, 9, 2, 1])。
長さを固定した場合の重み多項式のなす空間について述べます。まず同値な符号の重み多項式は一致しま
す。しかし、非同値な符号であっても、同じ重み多項式を持つ場合があります。長さ 16 の Type II 符号は 2
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表 1 長さ 24 の Type II 符号の分類

符号の長さ n 8 16 24 32 40 ≥ 48

Type II 符号の個数 1 2 9 85 94343 unknown

つ（e28, d+16 と表される）ありますが、それの重み多項式は一致します。この点は、種数の概念を取り入れる
ことで、ある意味、解決します。符号 C の種数 g の重み多項式は

W
(g)
C (xa : a ∈ Fg

2) =
∑

u1,...,ug∈C

∏
a∈Fg

2

xna(u1,...,ug)
a

ここで
na(u1, . . . , ug) = ♯{i : a = (u1i, . . . , ugi)}

です。すると長さ 16 の Type II 符号の種数 g の重み多項式ですが

W
(g)

e28
6= W

(g)

d+
16

⇔ g ≥ 3

が知られています。同様の問題を長さ 24 の場合に考えますと

dim〈W (g)
C1

, . . . ,W
(g)
C9
〉 = 9⇔ g ≥ 6

となります（[6]. cf. [7]）。

4 結果（長岡昇勇先生との共同研究）
長さ 24 の Type II 符号を述べるため、具体的な符号を生成行列の形で表しておきます。添え字が符号の長
さを表し、行ベクトルがその符号の基底となります。

dn :


111100 . . . 0000
001111 . . . 0000

. . .

000000 . . . 1111

 , n ≡ 0 (mod 2),

e7 :

0111100
0110011
1101010

 ,

e8 :


11110000
00111100
00001111
10101010

 .

すでに何度かでてきましたが、長さ 24 の 2 元体上の Golay 符号を g24 で表します。この符号 g24 は重さ 4

の元を持たず、最小重みが 8 です。
一つ、記号を導入しましょう。長さ n, n′ の符号 C, C′ をとります。このとき、長さ n+ n′ の符号となる、
C と C′ の直和を積の形で表します：

CC′ = {(u u′) : u ∈ C, u′ ∈ C′}.
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後の計算で必要となる hi (i = 1, 2, . . . , 9) について述べておきます。例で説明します。2 番目の符号 C2 を
考えます。この符号の成分は d10e

2
7 です。d10 の重さ 4 の元の個数は 10 で、e7 の重さ 4 の元の個数は 7 で

す。重さ 4 の元の個数をその符号の長さで割ると
10

10
=

7

7
= 1

となります。この数字を h2 とします。このように計算しますと、長さ 24 の Type II 符号の成分と hi は次
のようになります。

表 2 長さ 24 の Type II 符号

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Components d212 d10e
2
7 d38 d46 d24 d64 g24 d16e8 e38

hi
5
4 1 3

4
1
2

11
4

1
4 0 7

4
7
4

ここで

∆ =
1

42

(
W

(1)
C9
−W

(1)
C7

)
= x4y4(x4 − y4)4

とおきましょう。種数 1 の場合の結果を述べます。

定理 2. (1) i = 1, 2, . . . , 9 のとき、
W

(1)
Ci

= W
(1)
C9

+ 6(4hi − 7)∆

が成り立つ。
(2) i, j は 1, 2, . . . , 8 の整数で、異なるとする。このときある整数 m について 4hi ≡ 4hj (mod m) が成
り立つならば

W
(1)
Ci
≡W

(1)
Cj

(mod 6m)

である。
(3) Cα, Cβ を長さ 24 の Type II で hα < hβ とする。このとき、i = 1, 2, . . . , 9 について

W
(1)
Ci

=
hi − hβ

hα − hβ
W

(1)
Cα

+
hi − hα

hβ − hα
W

(1)
Cβ

が成り立つ。

種数 2 について結果を述べるため、つぎの整数係数の多項式を準備します。

X =
1

42

(
W

(2)
C9
−W

(2)
C7

)
,

Y = −11

7
W

(2)
C9

+
4

7
W

(2)
C7

+W
(2)
C5

に対して、
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X24 = X − 1

44
Y,

Y24 =
1

243 · 11
Y.

とおきます。種数 2 の多項式は、Φ 作用素

Φ : C[xa ∈ Fg
2]→ C[xa′ : a′ ∈ Fg−1

2 ]

xa 7→


xa′ if a =

(
a′

0

)
,

0 if a =

(
a′

1

)

で、種数 1 の多項式と結びつきます。

命題 3. Φ(X24) = ∆ および Φ(Y24) = 0.

種数 2 の場合の結果を述べます。

定理 4. (1) i = 1, 2, . . . , 9 に対して

W
(2)
Ci

= W
(2)
C9

+ 6(4hi − 7)X24 + 24(2hi + 3)(4hi − 7)Y24

が成り立つ。
(2) i, j は 1, 2, . . . , 8 の整数で、異なるとする。このときある整数 m について 4hi ≡ 4hj (mod m) が成
り立つならば

W
(2)
Ci
≡W

(2)
Cj

(mod 6m).

である。
(3) Cα, Cβ , Cγ を長さ 24 の Type II 符号とし hα < hβ < hγ が成り立っている。このとき、i = 1, 2, . . . , 9

に対して
W

(2)
Ci

= ℓα(hi)W
(2)
Cα

+ ℓβ(hi)W
(2)
Cβ

+ ℓγ(hi)W
(2)
Cγ

.

が成り立つ。ここで ϵ ∈ {α, β, γ} に対して

ℓϵ(x) =
∏

µ∈{α,β,γ}
µ ̸=ϵ

x− xµ

xϵ − xµ

である。

すでに出てきた事実 W
(3)
e8 6= W

(3)

d+
16

と h8 = h9 から、定理 2 と定理 4 それぞれにおける (1) の等式の種数
3 への拡張はないことを注意して終わりたいと思います。
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