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素イデアルを法として異なる距離を持つ集合の上界
Bounds for sets with few distances distinct modulo a prime ideal

野崎寛（愛知教育大学）
Hiroshi Nozaki (Aichi University of Education)

概要
K を代数体とし，K から Cへの埋め込みを一つ固定することで，その像とK を同一視する．代数体K

の整数環を OK とし，その素イデアルの一つを pとする．ユークリッド空間 Rd の部分集合 X において，
互いに異なる 2点間の二乗距離の集合を D(X)と表す．D(X)が OK \ pの部分集合であり，D(X)の p

を法として異なる元の個数が sであるとき，|X| ≤
(
d+s
s

)
+

(
d+s−1
s−1

)という上界（mod-p bound）を得る
ことが出来る [10]．この上界は Godsil [6] が提唱した polynomial space においても全く同じ手法で示す
ことが出来る．本稿では，polynomial spaceにおける上界（mod-p bound）を，素イデアルとは限らない
イデアル I に拡張した形で述べる．

1 はじめに
本稿は，2022年 6月 16日 (木)～6月 18日 (土)に行われた研究集会「第 38回代数的組合せ論シンポジウ
ム」における講演記録である．研究集会では，[10] に沿った形で，主定理の上界（mod-p bound）を証明と
共に紹介した．講演内容等は [10]にまかせ，本稿では，素イデアルとは限らないイデアル I を用いた上界を，
polynomial spaceの言葉を用いて述べる．これは，Rd におけるmod-p boundの証明と同様であるから，[10]
ではコメントするに留めた部分にあたる．
距離空間 (Ω, d)に対して，Ωの有限部分集合 X が s-距離集合（s-distance set）と呼ばれるのは，X の
互いに異なる 2点間の距離の集合

A(X) = {d(x, y) | x, y ∈ X,x ̸= y}

の濃度が sであるときにいう．s-距離集合の主な問題は，sを固定したときに元の個数 |X|に良い上界が存在
するかということと，上界が存在したとすると，上界を達成する集合や，実際に |X|が最大となる s-距離集合
の分類である．代数的組合せ論においては，デルサルト理論（Delsarte theory）[3]を発端に，デザイン理論と
肩を並べる対象として認識されるようになった．デザインとは，全体集合をある意味で近似するような部分集
合のことであるが，デルサルト理論とは，組合せデザイン（combinatorial design）や直交配列（orthogonal

array）などのデザインが，アソシエーションスキーム（association scheme）の上で統一的に定義でき，調
和解析的な手法で下界を得るなどの一般理論を確立したものである．組合せデザインはジョンソンスキーム
（Johnson scheme）のデザインに対応しており，直交配列はハミングスキーム（Hamming scheme）のデザイ
ンに対応している．ジョンソンスキームとハミングスキームを含むアソシエーションスキームの良いクラスに
Q多項式スキームというものがある．デルサルト理論において，Q多項式スキームにおける強さ 2sのデザイ
ンには自然な下界 |X| ≥ v(s)が示され，また s-距離集合には自然な上界 |X| ≤ u(s)が示されている．この
とき，これらの値に対して v(s) = u(s)が成り立っており，それぞれの下界・上界を達成する対象が驚くべき
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ことに一致している．さらに，強さ t のデザイン X が s-距離であるとき，t ≥ 2s − 2 を満たせば，X は自
然な隣接関係により Q多項式スキームの構造を持つ．sを固定したときに出来るだけ大きい s-距離集合を構
成して，そのデザインの強さを見たり，アソシエーションスキームなどの良い組合せ構造を得たいというの
が，s-距離集合の組合せ論的な動機である．デルサルト理論では，アソシエーションスキーム上で符号理論も
展開されている．符号としての主な問題意識は最小距離を固定したときに，出来るだけ多くの点を持つ部分集
合 X を決定することである．同論文 [3]で示された線形計画限界（Linear programming bound, Delsarte’s

methodともいわれる）は，最小距離を固定したときの元の個数 |X|に対して，良い上界を与える優れた手法
であるが，これは最大な s-距離集合を決定する際にも有用に働く．
先に紹介した Q 多項式スキームではユークリッド球面 Sd−1 に見られるような，調和解析が行える．

Delsarte [3]が提唱した Q多項式スキーム上でのデザイン・符号理論は，球面の有限部分集合にも同じ理論を
展開できる [4]. より一般的な枠組みとして Godsil [6, 7]が提唱した polynomial spaceは，Q多項式スキーム
や球面 Sd−1 を含むクラスであり，球面の類似としての実射影空間や複素射影空間も含む．これら射影空間に
ついてのデザイン・符号理論は Levenshtein [9]が詳しい．Q多項式スキームの典型的なモデルとして，ジョ
ンソンスキーム（またはハミングスキーム）が選ばれることが多く，ジョンソンスキームで調和解析的手法で
得られた定理は，自然にQ多項式スキームについても成り立つ．また球面 Sd−1 で調和解析的な手法で得られ
たデザイン・符号の定理は，Q多項式スキームや実または複素射影空間で自然に成り立つ．一方，ユークリッ
ド空間 Rd は自然には polynomial spaceではなく，調和解析についての道具が揃っていないため，球面のよ
うにデザイン・符号理論が成熟しているとは言えない．
ジョンソン・ハミングスキームの s-距離集合は，組合せ幾何の文脈では L-交差族（L-intersecting family）

として知られている．F を濃度 nの有限集合とし，Fを F の部分集合族とする．L ⊂ {1, . . . , n}とし，Fが
L-交差族と呼ばれるのは，任意の A,B ∈ Fに対して，|A ∩B| ∈ Lを満たすときにいう．L-交差族 Fが，あ
る k ∈ Zが存在して，任意の A ∈ Fに対して，|A| = k を満たすとき，Fを k-一様（k-uniform）という．k-
一様で |L| = sであるとき，L-交差族 Fはジョンソンスキームの s-距離集合に対応する，このとき |F| ≤

(
n
s

)
を満たす [11]．k-一様とは限らない |F | = sを満たす L-交差族 Fは，ハミングスキームの s-距離集合に対応
する．このとき |F| ≤

∑s
=0

(
n
i

)を満たす [5]. これらの上界は本質的には Delsarte [3]に依る．ユークリッド
空間 Rd 上の s-距離集合 X については，球面 Sd−1 のとき，|X| ≤

(
d+s−1

s

)
+

(
d+s−2
s−1

)
[4]となり，球面とは

限らない場合は |X| ≤
(
d+s
s

)
[1]が得られている．これらの上界は，X の各元 xに対して，X 上の実数値関数

fx を定義し，その関数たち {fx}x∈X が一次独立であることを示すことで，|X|を {fx}を含む関数空間の次
元で抑えるという Koornwinder [8]の手法で示されている．
本稿の主題である mod-p boundは，初めに k-一様な L-交差族において示された [5]．その主張は，pを素

数とし，任意の a ∈ Lに対して，k ̸≡ a (mod p)が成り立つと仮定すると，Lが pを法として s個の異なる
元しか現れないとき，|F| ≤

(
n
s

)（|L| = sのときと同じ上界）を満たすというものである．Blokhuis [2]はこ
れと同様の主張を Rd の s-距離集合について与えている．

定理 1.1 (mod-p bound [2]). X を s-距離集合とし，pを素数とする．X の互いに異なる 2点間の二乗距離
の集合を D(X)とし，D(X)の元が整数であると仮定する．もし，pを法として互いに異なる整数 a1, . . . , as

が存在して，

(1) 各 i ∈ {1, . . . , s}に対して，ai ̸≡ 0 (mod p)

(2) 各 α ∈ D(X)に対して，ある i ∈ {1, . . . , s}が存在して，α ≡ a (mod p)
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を満たすとき，
|X| ≤

(
d+ s

s

)
+

(
d+ s− 1

s− 1

)
が成り立つ．

この上界は，通常の s-距離集合の上界 |X| ≤
(
d+s
s

) よりも弱いが，s = 1 のとき上界を達成する例が存
在しており，その意味では最良である．定理 1.1 は，L-交差族の mod-p bound の類似としては自然だが，
D(X) ⊂ Zの仮定が強く，適応できるX ⊂ Rd が限られている．これを，代数体K の整数環 OK とその素イ
デアルに拡張したのが Nozaki [10]である．この [10]での証明は Rd の s-距離集合を扱っているが，X 上の実
数値関数空間を扱うもので，自然に polynomial spaceに適用できる．本稿ではmod-p boundの Nozaki [10]

の証明と同様に，一般のイデアル I における mod-I boundを polynomial spaceの言葉を用いて示す．

2 Polynomial space

この節では polynomial space [6, 7] の定義と，それ上の多項式関数について紹介する．Ωを（有限とは限
らない）集合とする．複素数値関数 ρ : Ω×Ω → Cを Ω上の分離関数（separation function）という．一
般の体への分離関数も考えられるが，本稿では複素数体で十分である．各 a ∈ Ωに対して，

ρ(a, ξ) = ρa(ξ)

は Ωから Rへの関数と見なせる. Ω上の複素数値定数関数から成る線形空間を Pol(Ω, 0)とし，

Pol(Ω, 1) = SpanR{f ◦ ρa | a ∈ Ω, f ∈ R[x], degf ≤ 1}

とする. また帰納的に Pol(Ω, r + 1)を

Pol(Ω, r + 1) = SpanR{gh | g ∈ Pol(Ω, r), h ∈ Pol(Ω, 1)}

で定義する．Pol(Ω) =
∪

r≥0 Pol(Ω, r)とし，Pol(Ω)の元を Ω上の多項式（polynomial）（または多項式関
数）という. Pol(Ω, r) \ Pol(Ω, r − 1)の元は，Ω上の次数 r の多項式と呼ばれる．

定義 2.1 (Polynomial space). ρを集合 Ω上の分離関数とする. Pol(Ω)における内積 ⟨f, g⟩を一つ固定する.

(Ω, ρ)が polynomial spaceと呼ばれるのは以下の 4条件を満たすときである．

(1) 任意の x, y ∈ Ωに対して, ρ(x, y) = ρ(y, x)を満たす.

(2) 各 r に対して Pol(Ω, r)の次元が有限である．
(3) 任意の f, g ∈ Pol(Ω)に対して, ⟨f, g⟩ = ⟨1, fg⟩が成り立つ.

(4) f(x) ≥ 0（x ∈ Ω）を満たす f ∈ Pol(Ω) に対して, ⟨1, f⟩ ≥ 0 が成り立ち, ⟨1, f⟩ = 0 であることと
f = 0であることが同値である.

Ωが有限集合のときは，Pol(Ω)の内積として，

⟨f, g⟩ = 1

|Ω|
∑
x∈Ω

f(x)g(x), f, g ∈ Pol(Ω).

を常に採用する．
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Ωが 2つの分離関数 ρ，σ を持つとする. もし a ∈ C \ {0}と b ∈ Cが存在し, 任意の x, y ∈ Ωに対して,

ρ(x, y) = aσ(x, y) + bが成り立つなら, それぞれの分離関数を用いて定義される Polρ(Ω, r) と Polσ(Ω, r)は
各 r ≥ 0に対して等しい. このような ρ，σはアフィン同型（affinely equivalent）と呼ばれる．Polynomial

spaceにおける諸定理において，r 次以下の多項式の空間 Polρ(Ω, r)は本質的な役割を担い，アフィン同型あ
る分離関数を用いても polynomial spaceの性質は変わらないと言ってよい．
次に s-距離集合の定義を与える．

定義 2.2 (s-距離集合). (Ω, ρ)を polynomial spaceとし，

D(X) = {ρ(x, y) | x, y ∈ X,x ̸= y}

と定義する．Ωの有限部分集合X が |D(X)| = sを満たすとき，X を s-距離集合（s-distance set）という．

s-距離集合の元の個数に対して次の上界が知られている．

定理 2.3 ([7, Theorem 4.1]). (Ω, ρ) を polynomial space とし，X ⊂ Ω を s-距離集合とする．ρ(a, a) ̸∈
{ρ(a, b) | b ∈ X, a ̸= b}であるとき，

|X| ≤ dim(Pol(Ω, s))

が成り立つ．

ここでは，polynomial spaceを仮定したが，s-距離集合の定義と上界を与えるだけであれば，定義 2.1(1),

(2)の条件だけで十分である．定義 2.1(3), (4)はデザイン理論を展開する上で必要となる．Ωがユークリッド
球面 Sd−1 で，ρは標準内積または二乗距離（これらはアフィン同型）とすれば，Pol(Ω, s)は s次以下の調和
多項式から成る線形空間である．X を Q多項式スキームとし，ρ(x, y) = (E1)xy（原子冪等元 E1 の xy成分）
とすれば，dim(Pol(Ω, s))は原子冪等元 Ei の階数mi の和

∑s
i=0mi である．例えば，ジョンソンスキームは

Q多項式スキームだが，ジョンソン距離 k − |x ∩ y| (|x| = |y| = s)と (E1)xy はアフィン同型である． Q多
項式スキームとは限らない一般のアソシエーションスキームに対しても ρ(x, y) = (E1)xy などとして，定理
2.3を得ることは可能だが，小さい iでも |Ω| = dimPol(Ω, i)となってしまい，良い評価を与えない場合が殆
どである．

3 代数体の整数環と中山の補題
この節では代数体と整数環に関する基本的事項を復習する（詳細は [12]などを参照）．代数体K とは有理数
体 Qの有限次拡大で，本稿では K から複素数体 Cへの埋め込みを一つ固定し，K と対応する Cの部分体と
同一視する．K の元で代数的整数であるもの全体から成る環を OK と表し整数環という．K は OK の商体で
あることや，OK の素イデアルは極大イデアルであること，OK は有限生成自由 Z加群であることはよく知ら
れている．簡単な例として，K = Qのときは OK = Zであり，平方因子を持たない dに対してK = Q(

√
d)

のときは，
OK =

{
Z+ 1+

√
d

2 Z d ≡ 1 (mod 4)のとき
Z+

√
dZ d ≡ 2, 3 (mod 4)のとき

となることが知られている．
次に整数環 A = OK のイデアル I に対して，局所化を定義する．剰余環 A/I の単元の集合 (A/I)× に対
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して，
S =

∪
R∈(A/I)×

R

と定義する．Aの S による局所化とは，次に定義される環 AI のことである．

AI = S−1A = {a/s | a ∈ A, s ∈ S}.

I = pλ1
1 · · · pλr

r と素イデアル分解すれば，AI の素イデアル（極大イデアルでもある）は piAI（pi の元たちで
生成される AI のイデアル）の r 個しかない．環 Aと局所化 AI について，自然な環準同型 A/I → AI/IAI

が同型となることが確かめられる．
次の定理は，主定理（mod-I bound）の証明に用いる．

定理 3.1 (中山の補題). Aを単位元を持つ可換環とする．J を Aの全ての極大イデアルに含まれるイデアル
とする．M を有限生成 A加群とする．そのとき，JM =M が成り立てば，M = {0}である．

4 s-距離集合における mod-I bound

複素数値分離関数を ρをもつ polynomial space (Ω, ρ)について，次のmod-I boundを得ることができる．

定理 4.1 (mod-I bound). (Ω, ρ)を polynomial spaceとする．K を代数体とし，Cへの埋め込みを一つ固定
し，K ⊂ Cと見なす．A = OK をK の整数環とし I を Aのイデアルとする．

S =
∪

R∈(A/I)×

R

とし，AI を Aの S による局所化とする．X を Ωの有限部分集合とし，D(X) ∪ {ρ(x, x) | x ∈ X} ⊂ AI と
仮定する．IAI を法として互いに異なる a1, . . . , as ∈ AI が存在して，

(1) 任意の x ∈ X と任意の i ∈ {1, . . . , s}に対して，ρ(x, x)− ai ∈ A×
I

(2) 任意の α ∈ D(X)に対して，ある i ∈ {1, . . . , s}が存在して α ≡ ai (mod IAI)

を満たすとすると，
|X| ≤ dim(Pol(Ω, s))

が成り立つ．

証明. 各 x ∈ X に対して，Ω上の関数を

fx(ξ) =
s∏

i=1

(ρ(x, ξ)− ai)

と定義すると，fx は Pol(Ω, s)の元である．この関数は，

fx(x) =
s∏

i=1

(ρ(x, x)− ai) ∈ A×
I

fx(y) ≡ 0 (mod IAI) (4.1)

を満たす．
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中山の補題における全ての AI の極大イデアルに含まれるイデアル J は，J = p1 · · · prAI ととれることに
注意して，{fx}x∈X が Pol(Ω, s)の元として一次独立であることを示す．あるmx ∈ C（x ∈ X）が存在して，∑

x∈X

mxfx(ξ) = 0 (4.2)

が成り立つと仮定する．M を {mx}x∈X で生成される Cの有限生成部分 AI 加群とする．つまり，

M =
∑
x∈X

mxAI .

(4.1)と (4.2)から，各 y ∈ X に対して，

myfy(y) = −
∑

x∈X,x ̸=y

mxfx(y) ∈ JM

が成り立つ．fy(y) ∈ A×
I より，fy(y)−1 ∈ AI が存在して，

my = −
∑

x∈X,x ̸=y

mxfx(y)fy(y)
−1 ∈ JM

となる．M の生成系の各元my が JM の元であるからM ⊂ JM となり，M = JM となる．よって，中山の
補題からM = {0}が成り立つ．これは任意の x ∈ X に対してmx = 0であることを意味しており，{fx}x∈X

が一次独立であることが示された．したがって，

|X| = {fx}x∈X ≤ dim(Pol(Ω, s))

が成り立つ．

定理 4.1 において，ρ が距離関数であるときは，ρ(x, x) は常に 0 であり，ρ(x, x) ∈ AI という条件
は必要でなくなるが，一般の分離関数 ρ においては必要である．イデアル I ⊂ A の素イデアル分解を
I =

∏r
i=1 p

λi
i とする．a ∈ A×

I ならば，a = s1/s2 となる s1, s2 ∈ S =
∪

R∈(A/I)× R が存在する．中国の
剰余定理より，自然な環準同型により A/I ∼= A/pλ1

1 × · · · × A/pλr
r であることに注意すると，各 iに対して∪

R∈(A/I)× R ⊂
∪

R∈(A/pi)×
R = S′ である．よって，a = s1/s2 において s1, s2 ∈ S′ となり，a ∈ A×

pi
であ

る．よって，I が定理 4.1の条件を満たすとすると，I を含む素イデアル pi についても，同じ条件が満たされ
る．AI ⊂ Api

であることに注意して，自然な環準同型たち

AI/IAI → AI/p
λ1
1 AI × · · · × A/pλr

r AI

→ AI/p1AI × · · · × A/prAI

→ Ap1/p1Ap1 × · · · × Apr/prApr

を考えると，IAI を法として互いに異なる元 a1, · · · , as ∈ AI たちは，Api
の元とみて piApi

を法として異な
るとは限らない．つまり，定理 4.1において，I を用いて得られる上界は，素イデアル pi を用いて得られる上
界より弱いものになってしまう．
定理 4.1において，A/I ∼= AI/IAI と OK = A ⊂ AI であることに注意すれば，AI を OK に，IAI を I

にそれぞれ置き換えた主張が系として得られることが分かる．
定理 4.1は，局所 s-距離集合（locally s-distance set）についても同様に得られる．局所 s-距離集合 X と
は，Dx(X) = {ρ(x, y) | y ∈ X, y ̸= x}とするとき，任意の x ∈ X に対して，|Dx(X)| ≤ sが成り立つとき
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にいう．mod-I bound では Dx(X) が IAI を法として異なる s 個以下の元をもつという仮定になり，fx は
Dx(X) mod I を用いて定義される．
講演後に東北大学の宗政昭弘先生から，{fx}x∈X の一次独立性を示すために行列 (fx(y))x,y∈X の行列式

が 0 でないことを示せばよいとのご指摘を頂いた．(fx(y)) は各成分が AI の元であるから，その行列式を
IAI を法として 0でないことを示せば，実数としても 0でないことが言える．(fx(y))は IAI を法として考
えれば，対角成分に単元が並ぶ対角行列であるから，その行列式が 0 でないことは，すぐに分かる．この手
法を用いると，全順序付けられた s-距離集合（ordered s-distance set）についても，定理 4.1と同様の上界
を得られることが分かる．全順序付けられた s-距離集合 X とは，X 上に全順序 >が備わっているものとし，
Dx(X) = {ρ(x, y) | y ∈ X, y < x}としたとき，任意の x ∈ X に対して，|Dx(X)| ≤ sを満たすときにいう．
これから自然に得られる fx について，行列 (fx(y))が IAI を法として三角行列になることから，その行列式
が 0でないことが分かる．この行列式を使った手法は，[5]でも使われている．本稿で与えた中山の補題を用
いた手法は，Blokhuis [2]の手法を加群の言葉で書き直し，一般化したものと捉えることができる．

謝辞：研究集会組織委員の皆様に加えまして，講演後に，上記の別証明について教えて頂きました宗政昭弘先
生と，代数体の扱いと Rに埋め込めるとは限らない K に関するご助言を頂きました松本眞先生に感謝申し上
げます．
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MOGと正二十面体グラフ
別宮耕一

講演：2022年 6月 16日
提出：2023年 3月 30日

1 序
線形符号を扱う上で，各符号語の重みに関する情報を符号の基底から得ることは，多くの場合困難

である。そうした困難を 𝑔24 について解消する方法のひとつとして，R. T. Curtisの MOG(Miracle
Octad Generator)に関する歴史的な結果 [4]がある。そこでは，[24, 12, 8] extended Golay code 𝑔24
の符号語を MOGという形で表記することによって重みに関する情報を取り出すことができること
を示している。ただ，[4]で紹介されている符号語の数え上げは，表記法が一意でないため，重複し
た部分をそのまま数え上げ，最後に重複度で割ることで重みごとの符号語の個数を得ている。
本講演では各 MOG について，一意な表記法を与えることで，直接数え上げができることを紹

介する。加えて，𝑔24 には hexacode の構造が内在することが [4] で示されているが，本講演では
hexacodeの基底と直接対応する形で 𝑔24 の基底を与えている。

2 MOG

ここでは，F4 上の符号である hexacodeを定義した後，R. T. Curtisによって導入されたMOGに
ついて説明した上で，MOG全体の集合が [24, 12, 8] extended Golay code 𝑔24 のひとつの実現になっ
ていることを紹介する。

定義 1 (hexacode). 次で定義される F6
4 の部分空間 𝐻6 を hexacodeと呼ぶこととする。

𝐻6 ∶=
⟨⎛
⎜
⎝

1 0 0 1 𝜔2 𝜔
0 1 0 1 𝜔 𝜔2
0 0 1 1 1 1

⎞
⎟
⎠

⟩

F4

hexacode𝐻6 の重み枚挙多項式は次の通りである。

𝑊𝐻6(𝑥, 𝑦) =
6∑

𝑗=0
𝑎𝑗𝑥6−𝑗𝑦𝑗 (𝑎𝑗 ∶= #{𝑣 ∈ 𝐻6 ∣ wt(𝑣) = 𝑗})

= 𝑥6 + 45𝑥2𝑦4 + 18𝑦6 (1)

定義 2 (MOG). 図のように各行が F4 = {0, 1, 𝜔, 𝜔2} でラベル付けされた 6 × 4 array に条件 (M1),
(M2)を満たすように ∗を書き込んだものをMOGと呼ぶ。

(M1) 第１行に記入された ∗の個数の偶奇が，任意の列に記入された ∗の個数の偶奇と一致する。

1
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(M2) 各列ごとに ∗が記入されている行に対応するラベルの総和を求める。求めた F4 の元を成分と
する F6

4 の元が hexacode𝐻6 の元である。

0
1
𝜔
𝜔2

例 1. 次はMOGの一例となっている。実際，第１行に記入された ∗の個数は 3であり，各行に記入
された ∗ の個数はそれぞれ 1, 1, 1, 3, 1, 1 となり，条件 (M1) を満たしている。加えて，各列におい
て，∗が記入されているラベルの総和はそれぞれ 0, 1, 0, 0 +𝜔+𝜔2 = 1, 𝜔, 𝜔2 となり，これは生成行
列の第２行と一致する。

0
1
𝜔
𝜔2

∗
∗

∗ ∗

∗
∗

∗
∗

1 1 1 3 1 1
3

( 0, 1, 0, 1, 𝜔, 𝜔2 ) ∈ 𝐻6

MOGが次の性質を持つことは容易に得られる。

• MOGの個数は 212

• ∗の個数が 1以上，7以下のMOGは存在しない。

また，4 × 6 arrayの枠にいくつか ∗を書き入れたものは， ∗ を 1， に 0に対応させることで，
F24
2 の元と同一視することができる。この同一視を下で，MOG全体の集合が F24

2 における部分空間
になっていることを踏まえると，次のような結論が得られる。

定理 1 (Curtis 1973 [2]). MOG 全体の集合は [24, 12, 8] exteded Golay code 𝑔24 のひとつの実現と
なっている。

3 hexad

ここでは，正二十面体グラフが [24, 12, 8] extended Golay code 𝑔24 の構造にどのように関連して
いるかをみるために，hexadという正二十面体グラフの部分構造を説明する。
正二十面体グラフの頂点にラベルを付ける。図で描くときにはグラフの頂点にラベルを書き入れ

ると分かりにくいので，正二十面体グラフを正十二面体で表す。対応は次の通りとする。

正二十面体グラフ 正十二面体
頂点 ↔ 面

辺で結ばれる ↔ 辺を共有する

ラベルは 12 個の記号 0 , 0 , 1 , 1 , 2 , 2 , 3 , 3 , 4 , 4 , ∞ , ∞とし，配置を次のように定
める。

2
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∞

3
2

1 0

4

0

4

3

2

1

∞

次に部分グラフについて，頂点を 2色に塗り分けたものを考える。
まず，次のように頂点を白とグレーに塗り分けた部分グラフ全体の集合を 𝐵 と表記し，その元を

bull’s eyeと呼ぶこととする。

加えて，次のように頂点を白とグレーに塗り分けた部分グラフ全体の集合を 𝑇 と表記し，その元を
tripodと呼ぶこととする。

さらに，白で塗られた頂点には，先に定めたラベルを付け，グレーで塗られた頂点には，ラベルを
黒にしたもの 0 , 0 , 1 , 1 , 2 , 2 , 3 , 3 , 4 , 4 , ∞ , ∞ に置き換えることとする。

例 2 (bull’s eye, tripod). 𝐵の元と，𝑇 の元をあげる。

∞

3
2

1 0

4 ∞

3
2

1 0

4 ∞

3

0
2

1
4

ただちに，

|𝐵| = 12 × 2 = 24
|𝑇| = 20 × 2 = 40

となることが分かる。

定義 3. 正二十面体グラフのラベル付き部分グラフの集合を

𝐻 ∶= 𝐵 ∪ 𝑇

と定め，𝐻 の元を hexadと呼ぶこととする。

3
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4 (64, 18, 2, 6)強正則グラフ
ここでは，hexad全体の集合 𝐻 と hexacode𝐻6 にグラフの構造を定義する。続く節において，そ

れらのグラフ構造が同型であることを示す。
まず，hexad全体の集合 𝐻 に隣接関係を定義する。
𝑢, 𝑣 ∈ 𝐻, 𝑢 ≠ 𝑣 について，|𝑢 ∩ 𝑣| ∈ {0, 2}となる。ここで，グラフ 𝐺 を以下のように定める。

𝑉(𝐺) ∶= 𝐻,
𝐸(𝐺) ∶= {(𝑢, 𝑣) ∈ 𝐻 ×𝐻 ∣ 𝑢 ∩ 𝑣 = ∅}

定理 2 (Curtis 1990 [4]). 𝐺 は (64, 18, 2, 6)強正則グラフとなる。

次に hexacode 𝐻6 からグラフを構成する。まず，hexacode 𝐻6 の重み枚挙多項式 (1)より，２値
符号である。ここでグラフ 𝑍 を次のように定義する。

𝑉(𝑍) ∶= 𝐻6

𝐸(𝑍) ∶= {(𝑢, 𝑣) ∈ 𝐻6 ×𝐻6 ∣ wt(𝑢+ 𝑣) = 6}

グラフ 𝑍 が (64, 18, 2, 6)強正則グラフであることはよく知られている。

5 強正則グラフ 𝐺 と 𝑍 の対応
ここでは，前節で定義した 2のグラフが同型であることを具体的な対応を与えることで示す。
hexadのラベルを 6 × 4 arrayに割り当て,ラベル割り当て表と呼ぶことにする。

0

1
𝜔

𝜔2

∞ 3 0 2 1 4

∞ 3 0 2 1 4

∞ 3 0 2 1 4
∞ 3 0 2 1 4
∞ 3 0 2 1 4

ラベル割り当て表を用いて，写像 𝜑 ∶ 𝐻 → F6
4 を以下のように定義する。ただし，F6

4 の成分の添字
は左から∞, 3, 0, 2, 1, 4とする。

Step 1: ラベル割り当て表をもとに，与えられた hexadのラベルに対応する 4 × 6 arrayの
枠に ∗を書き入れる。

Step 2: 各行は F4 の元でラベル付けされているため，∗の位置により，4 × 6 arrayの列ご
とに F4 の元が定まる。

Step 3: F6
4 の元が得られる。

例 3. 写像 𝜑によって，𝐻 の元から F6
4 の元を得る手順の一例をあげる。

𝐻 の元 ℎを ∞

3
2

1 0

4 とし，Step 1から Step 3の手続きを図示すると，

4
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0
1
𝜔
𝜔2

∗
∗

∗
∗

∗
∗

( 𝜔, 𝜔2, 0, 1, 0, 1 ) ∈ F6
4

∞ 3 0 2 1 4

となり，
𝜑(ℎ) = (𝜔, 𝜔2, 0, 1, 0, 1)

が得られる。

ここで得られた写像 𝜑について，64個の 𝐻 の元の像を見ることで，次が成立することが分かる。

定理 3. 写像 𝜑について次が成り立つ。

(i) 任意の ℎ ∈ 𝐻 について，𝜑(ℎ) ∈ 𝐻6 である。
(ii) 写像 𝜑は 𝐺 から 𝑍 へのグラフ同型を与える。

6 MOGの一意的な表記法
冒頭で述べた通り，線形符号を扱う上で，各符号語の重みに関する情報を符号の基底から得ること

は多くの場合困難である。本節ではそうした困難を 𝑔24 について解消することを目的としている。
ここでは，まず，R. T. Curtisの歴史的な結果 [4]を紹介する。その上で，符号語の重みに関する

情報を取り出しやすい MOGの表記法と，そこから得られる基底について解説する。ここで示して
いる表記法の応用として，[24, 12, 8] extended Golay code 𝑔24 の符号語を重みごとに数え上げること
ができることを紹介する。
なお，同様の数え上げは [4]にも紹介されているが，そこではMOGの表記法が一意でないため，

重複した部分をそのまま数え上げ，最後に重複度で割ることで重みごとの符号語の個数が得られて
いる。本節では各MOGについて，一意な表記法を与えている点が [4]と異なる。加えて，𝑔24 には
hexacodeの構造が内在することが [4]で示されているが，本節では hexacodeの基底と直接対応す
る形で 𝑔24 の基底を与えている。
[4]の結果を紹介するにあたり，4 × 6 arrayの枠にいくつか ∗を書き入れたものについて， ∗ を

1， に 0に対応させることで，F24
2 の元と同一視することは先に述べた通りとする。

ここで，ℎ0 ∶= ∞

3

0
2

1
4

= 𝜑−1((0, 0, 0, 0, 0, 0)) ∈ 𝐻 と定める。

まず，ラベル割り当て表をもとに，与えられた hexadのラベルに対応する 4 × 6 arrayの枠に ∗を
書き入れることで，

𝜃1 ∶ 𝐻 → F24
2

を定義する。
次に，𝑣 ∈ F6

2の対して，supp(𝑣) ∶= {𝑗 ∈ {∞, 3, 0, 2, 1, 4} ∣ 𝑣𝑗 ≠ 0}とする。このとき，𝑗 ∈ supp(𝑣)

5
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ならば，4 × 6 arrayの 𝑗で添え字付けられた列の 4つの枠すべてに ∗を書き入れ，𝑗 ∉ supp(𝑣)なら
ば，𝑗 で添え字付けられた列には何も書き入れないこととで

𝜃2 ∶ F6
2 → F24

2

を定義する。
ここで，𝑆 ∶= {𝜃1(ℎ) ∣ ℎ ∈ 𝐻} ∪ {𝜃2(supp−1{𝑘}) ∣ 𝑘 ∈ {∞, 3, 0, 2, 1, 4}}とし，𝑆 で生成される F24

2
の部分空間を ⟨𝑆⟩，𝑆 の偶数個の一次結合全体を ⟨𝑆⟩e と表記する。このとき，次の定理が知られて
いる。

定理 4 (Curtis, 1990 [4]). 𝑆 について，次が成立する。

(i) dim⟨𝑆⟩ = 13
(ii) dim⟨𝑆⟩e = 12
(iii) ⟨𝑆⟩e = {MOG} = 𝑔24

また，𝓁 ∈
{
0 , 0 , 1 , 1 , 2 , 2 , 3 , 3 , 4 , 4 , ∞ ,∞

}
に対して，𝓁を中心に配置する bull’s

eyeを 𝑏(𝓁) ∈ 𝐵と表記し，𝑟(𝓁, 𝑘) ∶= 𝜃1(𝑏(𝓁)) + 𝜃2(supp−1({𝑘}))とする。このとき，次が成立する。

定理 5 (Curtis, 1990 [4]). 集合
{
𝑟(𝓁, 𝑘) ∣ 𝓁 ∈

{
𝑘 , 𝑘

}
, 𝑘 ∈ {∞, 3, 0, 2, 1, 4}

}

は ⟨𝑆⟩e の基底をなす。

この定理は次のように言い換えることができる。

系 1 (Curtis, 1990 [4]). 𝐴を正二十面体グラフの隣接行列, 𝐼 を 12次の単位行列, 𝐽 をすべての成分を
1とする 12次の正方行列とする。
このとき，(𝐼|𝐽 −𝐴) ∈ F12×24

2 は 𝑔24 の生成行列となる。

実際，定理 5で得られた基底
{
𝑟(𝓁, 𝑘) ∣ 𝓁 ∈

{
𝑘 , 𝑘

}
, 𝑘 ∈ {∞, 3, 0, 2, 1, 4}

}
を行列の形に書き換

えると次のようになる。これは，系 5を示していることに他ならない。

𝑟(∞ ,∞)
𝑟( 3 , 3)
𝑟( 0 , 0)
𝑟( 2 , 2)
𝑟( 1 , 1)
𝑟( 4 , 4)
𝑟(∞ ,∞)
𝑟( 3 , 3)
𝑟( 0 , 0)
𝑟( 2 , 2)
𝑟( 1 , 1)
𝑟( 4 , 4)

∞ 3 0 2 1 4∞ 3 0 2 1 4 ∞ 3 0 2 1 4∞ 3 0 2 1 4
∗

∗
∗

∗
∗

∗
∗

∗
∗

∗
∗

∗

∗ ∗
∗ ∗

∗ ∗
∗ ∗

∗ ∗
∗ ∗

∗ ∗
∗ ∗

∗ ∗
∗ ∗

∗ ∗
∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

次に 𝑣 ∈ F6
2 の Hamming重み wt(𝑣)について，

𝜃 ∶ F3
4 ×F6

2 → F24
2

6
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を次のように定義する。

𝜃((𝑢, 𝑣)) ∶= {
𝜃1(𝜑−1(𝜏(𝑢))) + 𝜃2(𝜋(𝜏(𝑢)) + 𝑣) if wt(𝜋(𝜏(𝑢)) + 𝑣) ≡ 1 (mod 2)
𝜃1(𝜑−1(𝜏(𝑢))) + 𝜃2(𝜋(𝜏(𝑢)) + 𝑣) + 𝜃1(ℎ0) if wt(𝜋(𝜏(𝑢)) + 𝑣) ≡ 0 (mod 2)

ただし，
𝜏∶ F3

4 ⟶ 𝐻6

∈ ∈

(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) ↦ (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3)
⎛
⎜
⎝

1 0 0 1 𝜔2 𝜔
0 1 0 1 𝜔 𝜔2
0 0 1 1 1 1

⎞
⎟
⎠

𝜋∶ F6
4 ⟶ F6

2
∈ ∈

(𝑢1,… , 𝑢6) ⟼ (𝛿𝑢1, 𝜔,… , 𝛿𝑢6, 𝜔)

とし，𝜑は前節で定義したものとする。
次が容易に確かめられる。

定理 6. 写像
𝜃 ∶ F3

4 ×F6
2 → 𝑔24

は F2 線形な全単射写像となる。

例 4. 𝑢 = (1, 𝜔, 0)とする。𝜏(𝑢) = (1, 𝜔, 0, 𝜔2, 0, 𝜔2)となる。

𝜃1(𝜑−1(𝜏(𝑢))) =

0
1
𝜔
𝜔2

∗
∗

∗

∗

∗

∗
( 1, 𝜔, 0, 𝜔2, 0, 𝜔2 ) ∈ F6

4

∞ 3 0 2 1 4

𝜋(𝜏(𝑢)) = (0, 1, 0, 0, 0, 0)となるので，

𝜃(𝑢, 0) = 𝜃1(𝜑−1(𝜏(𝑢))) + 𝜃2((0, 1, 0, 0, 0, 0)) =
∗

∗

∗
∗ ∗

∗

∗

∗

同様に，𝑢′ ∶= (1, 0, 0), 𝑢′′ ∶= (0, 𝜔, 0) ∈ F3
4 とすると，

𝜃(𝑢′, 0) = 𝜃1(𝜑−1(𝜏(𝑢′) + 𝜃2((0, 0, 0, 0, 0, 1)) =
∗

∗ ∗
∗

∗

∗
∗

∗

𝜃(𝑢′′, 0) = 𝜃1(𝜑−1(𝜏(𝑢′′))) + 𝜃2((0, 1, 0, 1, 0, 0)) + 𝜃1(ℎ0) =

∗

∗

∗

∗
∗

∗

∗
∗

7
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𝜃(𝑢, 0) = 𝜃(𝑢′ + 𝑢′′, 0) = 𝜃(𝑢′, 0) + 𝜃(𝑢′′, 0)となっていることが確認できる。

定理 6は 𝑔24 の元が hexadと F6
2 の元の組で記述できることを示していることに加えて，hexadに

由来する 𝑔24 の基底を容易に構成できることを示している。さらに，一般の基底とは異なり，この表
記では各元の重みがただちに求めることができる。その性質を応用して，以下で重みごとに 𝑔24 の元
を数えあげることができることを示す。
まず，𝑐 = 𝜃(𝑢, 𝜋(𝜏(𝑢)) + 𝑣)として 𝑢 ∈ F3

4 と 𝑣 ∈ F6
2 に関する場合分けのもとで数え上げる。

(i) wt(𝑣) ≡ 1 (mod 2)となる場合，

wt(𝑐) # of c wt(𝑣)
8 384 = 64 × 6 1
12 1280 = 64 ×

(6
3

)
3

16 384 = 64 × 6 5

(ii) wt(𝑣) ≡ 0 (mod 2), 𝑢 = 0となる場合，

wt(𝑐) # of c wt(𝑣)
0 1 0
8 15 =

(6
2

)
2

16 15 =
(6
4

)
4

24 1 6

(iii) wt(𝑣) ≡ 0 (mod 2), 𝜑−1(𝜏(𝑢)) ∈ 𝑁(ℎ0) ⧵ {ℎ0}となる場合，ただし，𝑁(ℎ0)は第 4節で定義し
たグラフ 𝐺 の ℎ0 近傍を表す。

wt(𝑐) # of c
12 576 = 18 × 25

(iv) wt(𝑣) ≡ 0 (mod 2), 𝜑−1(𝜏(𝑢)) ∈ 𝐻 ⧵𝑁(ℎ0)となる場合，

wt(𝑐) # of c wt(𝜋(𝜏(𝑢) + (1,… , 1)) ∗ 𝑣)
8 360 = 45 × 23 0
12 720 = 45 × 24 1
16 360 = 45 × 23 2

ただし，(𝑎1, 𝑎2,… , 𝑎6), (𝑏1, 𝑏2,… , 𝑏6) ∈ F6
2 について，

(𝑎1, 𝑎2,… , 𝑎6) ∗ (𝑏1, 𝑏2,… , 𝑏6) = (𝑎1𝑏1, 𝑎2𝑏2,… , 𝑎6𝑏6)

とする。
このように，重みの情報を失わない一意表記法を用いることで，𝑔24 の重み分布はよく知られてい

る通り，次のようになることが容易に決定することができる。

wt(𝑐) 0 4 8 12 16 20 24
# of 𝑐 1 0 759 2576 759 0 1

8
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形式概念分析：乱択形式文脈と漸近下界
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Taro Sakurai

Graduate School of Science,

Chiba University

1 はじめに

形式概念分析（Formal Concept Analysis, FCA）は束論の応用分野のひとつである．R.

Wille [10] によって 1980 年代に創始された分野で，定性的なデータの解析と視覚化や知識処

理の支援に用いられている．この分野における基本文献は Ganter–Willeによる [3]である．逆に

これを引用している文献を調べれば形式概念分析に関する資料はほぼ網羅されるだろう．

日本では 2007 年 4 月に日本知能情報ファジィ学会誌による形式概念の特集があった．解説 [9]

はおそらく日本語で読める唯一のまとまった概説である．最近ではクラフトビールのホップに関す

る応用事例などもあり，色々なメディアで取り上げられている [1, 4]．

形式概念分析の基本的な用語すら知られているとは言えないので，まずは基本的な定義を述べる

ところからはじめる．

2 形式概念分析

定義 2.1. 集合 G, M と部分集合 I ⊆ G ×M が与えられたとき組 K = (G,M, I) を形式文脈

（formaler Kontext）とよぶ．形式文脈 K = (G,M, I) に関して G の元を対象（Gegenstände），

M の元を属性（Merkmale）とよぶ．対象 gと属性mに関して (g,m)が I に属するとき対象 gは

属性mをもつという．

Willeによる最初の論文にあった「惑星†」の形式文脈が具体例として挙げられることが多い（表

1）．また形式文脈は二部グラフとも思える（図 1）．

定義 2.2. 形式文脈 K = (G,M, I)と対象の集合 A ⊆ G，属性の集合 B ⊆ M が与えられたとす

∗ https://orcid.org/0000-0003-0608-1852
† 論文が出版されたのは 1982年なので太陽系には冥王星を含む 9つの「惑星」がある．
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半径 太陽 衛星

小 中 大 近 遠 有 無

' 水星 × × ×
♀ 金星 × × ×

♁ 地球 × × ×
♂ 火星 × × ×
X 木星 × × ×
Y 土星 × × ×
Z 天王星 × × ×
[ 海王星 × × ×
\ 冥王星 × × ×

表 1 「惑星」の形式文脈

△

小
△

中
△

大
△

近
△

遠
△

有
△

無

◦
'

◦♀ ◦
♁

◦
♂

◦
X

◦
Y

◦
Z

◦
[

◦
\

図 1 形式文脈の二部グラフによる表現

る．Aに属するすべての対象が共通にもつ属性の集合を

A′ =
∩
g∈A

{m ∈M | (g,m) ∈ I }

と表す．双対的に B に属するすべての属性をもつ対象の集合を

B′ =
∩

m∈B

{ g ∈ G | (g,m) ∈ I }

と表す．条件 A′ = B と B′ = A が成立するとき組 (A,B) を形式文脈 K の形式概念（formaler

Begriff）とよぶ．また形式概念 (A,B)に関して Aを外延， B を内包とよぶ．形式文脈K の形式

概念全体をB(K)と表す．

定義 2.3. 形式文脈 K の形式概念 (A,B) と (C,D) が与えられたとする．条件 C ⊆ A が成立

するとき (A,B) は (C,D) の上位概念である，あるいは (C,D) は (A,B) の下位概念であるとよ

び (C,D) ≤ (A,B) と書く．これは D ⊇ B とも同値である．二項関係 ≤によって形式概念全体
B(K)は束になる．これを形式概念束とよぶ．
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◦

◦
小

◦
有

◦
近

◦ ◦
遠

◦
無
'♀ ◦ ♁♂ ◦\ ◦

大
XY ◦

中
Z[

◦

図 2 「惑星」の形式概念束

先程の「惑星」の形式文脈における形式概念束のハッセ図を描くと図 2のようになる．この図で

は形式概念の階層を示すだけではなくて対象や属性によるラベルづけがされている．ここで対象 g

によるラベルづけがされているのは ({g}′′, {g}′) の形をした対象 g の現れる最小の形式概念であ

り，属性mによるラベルづけがされているのは ({m}′, {m}′′) の形をした属性mの現れる最大の

形式概念である．たとえば図 2 の一番左にある点は形式概念 ({ ', ♀ }, { 無,近,小 }) に対応する．
図からただちに衛星が無いならば太陽に近いことや，太陽に近いならば半径の小さいことなどを読

み取ることができる．逆にこのような図からもとの形式文脈を完全に復元することもできる．

3 乱択形式文脈

定性的なデータを解析するとき，小規模なものに限れば，形式概念束による視覚化は有用な手段

である．データが大規模になるにつれて形式概念の数が急激に増え，視覚的に階層構造を捉えるの

が難しくなる．理論的には与えられた形式文脈が形式概念をいくつもつのかを決定する問題が#P

完全であることも知られている [6]．

具体例を挙げるために U = {1, 2, . . . , n}とおく．たとえば形式文脈Kc = (U,U, ̸=)を考えると

形式概念は
B(Kc) = { (A,B) | A+B = U }

なので |B(Kc)| = 2n 個である．したがって指数関数的に増加する可能性があるとわかる．ところ

が形式文脈Kf = (U,U,U × U)を考えると形式概念は

B(Kf ) = {(U,U)}

なので |B(Kf )| = 1個である．つまり定数関数となる可能性もあるとわかる．それでは〈平均的〉

に形式概念はいくつあるだろうか？この問題に答えるためにはまず適当な確率模型を設定する必要
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がある．

定義 3.1 (Sakurai [7]). 自然数 n と実数 p, q ∈ [0, 1] をとる．U = {1, 2, . . . , n} とおく．このと
き G+M = U となる形式文脈 (G,M, I)全体からなる集合を Ωとおく．ここで G+M は集合の

直和である．冪集合 2Ω 上に確率測度 P = κn,p,q を

P{(G,M, I)} = p|G|(1− p)|M | q|I|(1− q)|G×M−I|

により定めると (Ω, 2Ω, P )は確率空間である．

定義 3.2 (Sakurai [7]). Ω に値をもつ確率変数 K の分布が κn,p,q であるとき K を乱択形式文

脈とよびK ∼ κn,p,q と書く．

ここで採用したのとは少し異なる定義が [2, 5]ではなされ研究されている．定義から期待値の明

示式を導くのはやさしい．

命題 3.3 (Sakurai [7]). 乱択形式文脈K ∼ κn,p,q に対して

E(|B(K)|) =
∑

(a,b,c,d)

(
n

a b c d

)
pa+c(1− p)b+d qab(1− qa)d(1− qb)c

が成立する．ただし和は a+ b+ c+ d = nとなるすべての非負整数の組をわたる．

4 漸近下界

乱択形式文脈がもつ形式概念の期待値は明示式が与えられた．ただしこの等式は期待値の大きさ

に関する情報を陽に示していないという意味で役に立たない命題である．これに対して次の不等式

は期待値の大きさに関する情報を陽に示しているという意味で役に立つ定理である．

定理 4.1 (Sakurai [7]). 実数 p, q, ε ∈ (0, 1)をとる．乱択形式文脈列 (Kn)がKn ∼ κn,p,q を満

たすならば
E(|B(Kn)|) > n− 1−ε

log q logn

が有限個の nを除いて成立する．

したがって定確率 p, q のもとで乱択形式文脈のもつ形式概念の数を考えると，期待値の漸近下界

は任意の多項式より大きいことがわかる．

5 おわりに

代数的組合せ論シンポジウムでの発表をきっかけにして琉球大学の徳重典英氏と共同研究を後日

はじめました．ランダム・グラフがもつクリークの数に関する研究をして，期待値の漸近表示を得
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ることなどができました [8]．最後になりますが，このような機会をいただいた世話人の先生方に

感謝の意を表します．
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A construction of non-schurian Schur rings over
elementary abelian groups of even rank

花木章秀 (信州大学理学部)

第 38 回代数的組合せ論シンポジウム 2022.06.16

1 はじめに

有限可移置換群によって定義されるアソシエーションスキームをシュアー的であるとい
う。いきなりではあるが、一つの予想から始める。

予想 1.1. ほとんどすべてのアソシエーションスキームは非シュアー的である。

知られている多くの例はシュアー的であり、この予想に根拠はないが、考える集合の
要素の数が大きくなればシュアー的であるものは極めて珍しいのであろう、と思ってい
る。知られている一番極端な例は、位数 31 の場合で、同型類 98307 個のうちシュアー
的であるものは 8 個だけである [3]。
シュアー環は有限群の分割から得られる環で、Wielandt [5] に詳しく書いてあるの

で知っている人も多いであろう ([5] には S-ring と書いてある)。正則な部分群をもつ有
限可移置換群はシュアー環を定め、このようにして得られるシュアー環をシュアー的で
あるという。シュアー環からは自然にアソシエーションスキームが得られる。このとき
シュアー環がシュアー的であることと、それから得られるアソシエーションスキームが
シュアー的であることは同値である。そこで、非シュアー的なシュアー環を構成するこ
とによって非シュアー的なアソシエーションスキームを構成することを考える。これま
でには

� Wielandt [5] : 位数 p2 の基本アーベル群上のランク 5 の非シュアー的シュアー環

� Evdokimov-Ponomarenko [1] : 巡回群上の非シュアー的シュアー環

� Ponomarenko-Vasil’ev [4] : その上の全てのシュアー環がシュアー的であるような
有限群

などの結果が知られている。ここでは Wielandt の結果を一般化し、偶数ランクの基本
アーベル p-群上にたくさんの非シュアー的シュアー環を構成する。その同型類の個数は
膨大であり、有限群の位数の指数関数となる。
今回の結果は平井拓人の 2021 年度信州大学修士論文の内容を一般化したものであ

り、公表済みの論文 Hanaki-Hirai-Ponomarenko [2] に基づくものである。

1
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2 シュアー環

H を有限群とする。U ⊂ H に対して、群環の中での和を考え、U =
∑

u∈U u ∈ ZH と
おく。

P = {H0, . . . , Hr}

を H の分割 (H = H0 ∪ · · · ∪Hr, Hi ̸= ∅, i ̸= j に対して Hi ∩Hj = ∅) とする。分割 P
に対して

S(P ) :=
r⊕

i=0

ZHi ⊂ ZH

とおく。S(P ) が H 上のシュアー環 (Schur ring, S-ring) であるとは、次の条件を満た
すこととする。

(1) H0 = {1H} である。

(2) すべての i ∈ {0, . . . , r} に対して、ある i′ ∈ {0, . . . , r} が存在して {h−1 | h ∈ Hi} =
Hi′ となる。

(3) S(P ) は ZH の部分環である。

H 上のシュアー環が与えられたとき、H の正則置換表現による表現行列の和を考え
れば、それがアソシエーションスキームを定めることは簡単に分かる。このようにして
シュアー環はアソシエーションスキームの特別なものと考えることができる。

例 2.1. 以下の分割は H 上のシュアー環を定める。

(1) H = {1H} ∪ (H \ {1H})

(2) H =
⋃

h∈H{h}

(3) H の共役類への分割

(4) G ≤ Aut(H) とするとき、H の G-軌道への分割

G を正則部分群 H をもつ有限置換群とする。このとき G は H に作用すると見るこ
とができる。G1 を 1H ∈ H の安定部分群とし、H 上の G1-軌道で H の分割を定めれば、
これはシュアー環を定める。この様にして得られるシュアー環をシュアー的 (schurian)
という。上の例は全てシュアー的である。
シュアー環からアソシエーションスキームを定義するとき、シュアー環がシュアー的

であることと得られるアソシエーションスキームがシュアー的であることは同値である。

3 構成

p を素数、 n ∈ N, q = pn とする。Fq で q-元体を表すものとする。2 次元 Fq-ベクトル
空間 V = F2

q の原点を通る直線の集合

L := {Lα | α ∈ Fq ∪ {∞}}

2
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を考える。ただし

Lα := {(x, αx) | x ∈ Fq} (α ∈ Fq)

L∞ := {(0, x) | x ∈ Fq}
である。L♯

α := Lα \ {(0, 0)} とおく。
2 次元ベクトル空間の異なる 2 直線は全体を張ることから次の命題が得られる。2 次

元でないとうまく行かない理由の一つがこれである。

命題 3.1. 分割 {{(0, 0)}} ∪ {L♯
α | α ∈ Fq ∪ {∞}} は V (位数 p2n の基本アーベル p-群)

上の amorphic なシュアー環を定める。(任意の融合がまたシュアー環になる。)

これによって L の分割ごとにシュアー環が得られ、たくさんのシュアー環が得られ
る。この中で非シュアー的になるものを考察するのが本研究の主題である。

4 主結果

命題 3.1 で得られるシュアー環がシュアー的になるための必要条件を考え、そうでない
ときには非シュアー的である、という方針で主結果を述べる。そのために少し準備が必
要である。

Π := {P1, . . . , Pr} を L の分割とする。各 Pi に対して P̃i =
⋃

Lα∈Pi
L♯
α とおく。こ

のとき V の分割
Π̃ := {{(0, 0)}, P̃1, . . . , P̃r}

が得られる。これによって与えられるシュアー環を S(Π) と表すことにする。また
M(Π) := {α ∈ F ∪ {∞} | {Lα} ∈ Π}

とおく。

定理 4.1. {0, 1,∞} ⊂ M(Π) とする。またM(Π) \ {∞} は Fq の部分体ではないとす
る。このときシュアー環 S(Π) はシュアー的ではない。
この定理で {0, 1,∞} ⊂ M(Π)という仮定は本質的ではない。M(Π)は Lα を決める

座標のとり方に依存する。|M(Π)| ≥ 3 であれば、適当な座標変換で {0, 1,∞} ⊂ M(Π)
とすることができる。また {0, 1,∞} ⊂ M(Π) という仮定の下で、M(Π) \ {∞} が部分
体であるという性質は座標変換で保存される。(ある座標で部分体にならないものが別
の座標で部分体になることはない。)
以下に証明の方針を説明する。{0, 1,∞} ⊂ M(Π) を満たす S(Π) がシュアー的であ

るとし、M(Π) \ {∞} が部分体となることを示せばよい。

(1) {0, 1,∞} ⊂ M(Π) とする。H ∼= V を正則部分群にもつ置換群 G が存在したと
する。

(2) H ◁G である。したがって G1 ≤ Aut(H) ∼= GL(2n, p) と思うことができる。

(3) α, β ∈ M(Π) \ {∞} ならば α + β, αβ ∈ M(Π) である。したがってM(Π) \ {∞}
は Fq の部分体となる。

証明は [2] を参照してほしい。(2) は本質的に Wielandt [5] にある内容である。した
がって、証明が必要なのは (3) のみであり、これもほぼ基本的な線形代数で説明される。

3
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5 残された問題

本講演の結果では、命題 3.1 で得られるシュアー環について、そのすべてに対してシュ
アー的であるかどうかを決定できたわけではない。小さな例を調べたところ、定理が適
用できない場合 (M(Π) \ {∞} が部分体である場合、|M(Π)| ≤ 2 の場合)、シュアー的、
非シュアー的のいずれの例も得られるようである。
また、この結果で得られるのはランクが偶数の基本アーベル群上のシュアー環だけな

ので、奇数ランクの場合の非シュアー的シュアー環の自明でない構成法も考えてみたい。
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有限距離空間の等長列による特徴づけ
平坂貢（釡山国立大学）, 篠原雅史（滋賀大学）

令和 4年 6月 16－ 18日

概 要
(X, d)を |X| = nとなる有限距離空間とする. 正の整数 kに対

してAk(X)をX の k点部分集合全体を合同関係で割った商集合で
あると定義する. |Ak(X)|を akと記す. (a1, a2, . . . , an)は (X, d)の
等長列と呼ばれる. 本講演では次のどれかの仮定のもとで (X, d)を
特徴づけることを目標とする: (i) ak = 1かつ 2 ≤ k ≤ n − 2; (ii)
ak = 2かつ 4 ≤ k ≤ n−2

2 ; (iii) a3 = 2; (iv) a2 = a3 = 3.

1 はじめに
私は数年前にALS という病気を発症し, 気管切開手術後, 声を発せなく

なりました. 今回, 宗政昭弘先生から講演依頼をいただき, 更に「原稿の
代読ならやります」とおっしゃっていただき, 恐れ多いと思いながらも, ご
厚意に甘えることにしました. 代読のみならず講演のスライドの内容を
理解し手書きの図表を加え「生きた」講演を実現された宗政昭弘先生に
最大限の感謝をお伝えします.

今回の講演内容は, 滋賀大学の篠原さんとの共同研究によるもので, 
2016 年にアーカイブにアップロードした論文（https://arxiv.org/abs/ 
1802.06097）に基づいています. 改めてその論文を読み返してみて, あ
る定理の仮定を弱める事ができることに気づいたので, そのことを報告し
ます.

距離集合の研究において ( [2] , [1] を参照) ユークリッド空間の有限部
分集合をその起こり得る距離の個数によって特徴づけることが主要課題
とされる. 本研究では「距離だけでなく起こり得る三角形の合同類の個
数に注目しよう」という方針のもとで, 等長列という概念を導入してより
一般的な対象である有限距離空間を特徴づけることを目的としている.
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(X, d)を距離空間とする, ただし d : X ×X → R≥0は距離関数である.

部分集合 A,B ⊆ X に対して以下の条件を満たす時 Aは Bと合同 であ
るという：全単射 f : A → B が存在して, すべての x, y ∈ Aに対して
d(x, y) = d(f(x), f(y))が成り立つ.

正の整数 kに対してXの k点部分集合全体からなる集合族を (
X
k

)と記
す. すなわち, (

X

k

)
= {Y ⊆ X | |Y | = k},

そしてAk(X)を (
X
k

)の距離関数 dによって誘導される合同類による (
X
k

)
上の商集合として定義する. すなわち,

Ak(X) =

{
[Y ] | Y ∈

(
X

k

)}
ただし [Y ] =

{
Z ∈

(
X
k

)
| Y は Zと合同である}

.

Xが有限集合であるとき, (X, d)の等長列 を以下のように定義する：

(a1, a2, . . . , an)

ただしai = |Ai(X)|そして |X| = n. 明らかに a1 = an = 1であり, a2 = 1

ならばすべての項が 1となる. 以下はユークリッド空間内の有限集合の等
長列の例である：

(i) 正方形の４頂点： (1, 2, 1, 1);

(ii) 正五角形の５頂点：(1, 2, 2, 1, 1);

(iii) 正八面体の６頂点：(1, 2, 2, 2, 1, 1);

x, y, z, w ∈ Xに対して以下が成り立つ：

[{x, y}] = [{z, w}] ⇐⇒ d(x, y) = d(z, w).

このようにして, A2(X)の元たちは以下の集合の元たちと同一視される：

{d(x, y) | x, y ∈ X, x ̸= y}.

連結グラフはグラフ上の距離を距離関数とする距離空間である. 以下
は有限連結グラフの等長列の例である：

(i) 完全グラフ Kn: (1, 1, . . . , 1);
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(ii) 完全二部グラフK3,3: (1, 2, 2, 2, 1, 1);

(iii) 　サイクル C6: (1, 3, 3, 3, 1, 1).

等長列を生成するには以下の (
X
2

)の分割が必要になる：{Eα}α∈A2(X) た
だし

Eα = {{x, y} | d(x, y) = α}

一方で α ∈ A2(X)の値は必要ない. 実際,
(
X
2

)の離散分割の等長列は以下
の通りである：(1,

(
n
2

)
,
(
n
3

)
, . . . ,

(
n

n−1

)
, 1).

ここで (1, 2, 1, 1)という等長列を持つ距離空間を考える.
(
X
2

)は Eα と
Eβ に分割され, (X,Eα) は長さ 4のサイクル, (X,Eβ)はその補集合であ
ることがわかる. 次にユークリッド空間への埋め込みを考える. [3]では
Neumairがその方法を与えている：Dを有限距離空間 (X, d)の距離行列
とする. すなわち, Dの各成分はX ×Xの元で指定され, その (x, y)-成分
は d(x, y)2.として定義される. 行列Gを次のように定義する.

G = −(I − 1/nJ)D(I − 1/nJ) (1)

ただし Iは単位行列で, Jは成分が全て 1の行列である. そのときXがG

の行として Rdに埋め込まれるための必要十分条件は Gが半正定値であ
ることである, ただし, d = rank(G). 例えば, 上記の分割の距離行列はX

の元を適当に並べ替えて以下の行列となる：
0 a b b

a 0 b b

b b 0 a

b b a 0


ただし a, b ∈ R>0 かつ a ̸= bである. G の特性多項式 det(tI −G)は以下
のように計算される：

t(t− a)2(t− 2b+ a).

G の行がユークリッド空間への埋め込みとなるための必要十分条件は
a ≤ 2bであり, 等号が成立するとき, Xは R2に正方形の頂点として埋め
込まれることがわかる.

投稿した論文では以下の等長列 (a1, a2, . . . , an)を持つ距離空間の特徴
づけを行った：
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(i) ak = 1かつ 2 ≤ k ≤ n− 2;

(ii) ak = 2 かつ 4 ≤ k ≤ 1+
√
1+4n
2

;

(iii) a3 = 2;

(iv) a2 = a3 = 3.

本講演では (ii)における kの範囲を 4 ≤ k ≤ n−2
2
;改善したことを報告

する.

2 記号と準備
本節では (X, d)は等長列 (a1, a2, . . . , an)を持つ有限距離空間であると

仮定する. 簡便のため {x1, x2, . . . , xk} ∈
(
X
k

)に対して [{x1, x2, . . . , xk}]を
x1x2 · · · xkと記す. その結果, 任意の σ ∈ Skに対して

x1x2 · · · xk = xσ(1)xσ(2) · · · xσ(k)

である. ただし Skは k次対称群である. x1x2 · · · xkは距離行列 (d(xi, xj)
2)1≤i,j≤k

から復元される. (d(xi, xj)
2)1≤i,j≤kは対角成分が 0である対称行列なので,

次の同一視が可能である:　

x1x2と d(x1, x2), そして, x1x2x3と (d(x1, x2), d(x2, x3), d(x3, x1)),

これを次のように記す：
αβγ

ただし α = d(x1, x2), β = d(x2, x3) そして γ = d(x3, x1).

α ∈ A2(X)に対してX上の二項関係 Rαを

Rα = {(x, y) ∈ X ×X | d(x, y) = α}

のように定義する. その結果, {Rα}α∈A2(X)は {(x, y) ∈ X × X | x ̸= y}
の分割となる. 次が成り立つ：

Eα =

{
{x, y} ∈

(
X

2

)
| (x, y) ∈ Rα

}
(X,Eα)は単純グラフであることに気付こう. X上の二項関係Rと x ∈ X

に対して
R(x) = {y ∈ X | (x, y) ∈ R}
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のように定義する. 有限距離空間 (X1, d1)に対して次が成り立つとき,

(X, d)は (X1, d1)と同型であるという：次の条件を満たす 2つの全単射
f : X → X1と g : A2(X) → A2(X1)が存在する：任意の x, y ∈ X に対
して

g(d(x, y)) ⇔ d1(f(x), f(y)).

合同な有限距離空間は同型であるが, その逆は一般には成り立たない.

S, T ⊆ X に対してベクトル v(S, T )を次のように定義する：その成分
は A2(X)の元でインデックスされ, 次に等しい：

v(S, T )α = |(S × T ) ∩Rα|

ただし x, y ∈ X に対して v({x}, T )と v(S, {y})はそれぞれ v(x, T ) と
v(S, y)のように記される.

Lemma 2.1 任意の S, T, U ⊆ Xに対して次が成り立つ：

(i) v(S, T ) = v(T, S);

(ii) S ∩ T = ∅ならば v(S ∪ T, U) = v(S, U) + v(T, U);

(iii) S と T が合同ならば v(S, S) = v(T, T );

(iv) |{v(S, S) | S ∈
(
X
k

)
}| ≤ ak;

(v) 任意の S ∈
(

X
k−1

)に対して |{v(x, S) | x ∈ X \ S}| ≤ ak.

（証明）Rαは対称なので, (i)が成り立つ.

(S ∪ T )× U = (S × U) ∪ (T × U)かつ (S × U) ∩ (T × U) = ∅なので,

[(S ∪ T )× U ] ∩Rα = [(S × U) ∩Rα] ∪ [(T × U) ∩Rα],

それゆえ, (ii)が成り立つ.

(iii)は合同の定義から明らか.

(iii)の対偶により, (iv)が成り立つ.

(i),(ii)により,

v({x}∪S, {x}∪S) = v(x, x)+v(x, S)+v(S, x)+v(S, S) = 2v(x, S)+v(S, S).

{v({x} ∪ S, {x} ∪ S) | x ∈ X \ S} ⊆ {v(T, T ) | T ∈
(
X
k

)
}なので, (iv)か

ら (v)が成り立つ. □
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Lemma 2.2 異なる α, β ∈ A2(X) とA,B ∈
(
X
k

)に対して, (X,Eα)のA

による誘導部分グラフがスパニングスターを含み, (X,Eβ) のBによる誘
導部分グラフがスパニングスターを含むならば, AとBは合同ではない.

（証明）(X,Eα)のBによる誘導部分グラフには次数 k − 1の頂点が存在
しないので, 両者間の等長写像は存在しない. □
正の整数 kに対して以下を定義する：

Mk := {α ∈ A2(X) | ∃x ∈ X; v(x,X)α ≥ k},
その結果, Mk ⊆ Mk−1である.

Lemma 2.3 S ∈
(
X
k

)とα ∈ A2(X)に対して, {x ∈ S | v(x, S)α < k−1}
の任意の元を固定する Sの置換は等長写像である.

（証明）等長写像の定義を確認すればよい. □

3 主定理
本節では (X, d)は等長列 (a1, a2, . . . , an)を持つ有限距離空間であると

仮定する.

Theorem 3.1 ak = 1かつ 2 ≤ k ≤ n− 2ならば, a2 = 1である.

(証明) そうでないと仮定する. すなわち, a2 > 1. そのとき d(x, y) ̸=
d(y, z)となる互いに異なる x, y, z ∈ X が存在する.

次が成り立つことを示す：任意の w ∈ X \ {x, z}に対して d(x,w) = α

かつ d(w, z) = β ただし α := d(x, y) そして β := d(y, z)である.

w ∈ X \{x, y, z}そして S ∈
(
X\{x,y,z,w}

k−2

)とする. 次のように定義する：

S1 := S ∪ {x, y}, S2 := S ∪ {x, z}, S3 := S ∪ {x,w}, S4 := S ∪ {z, w},

その結果, ak = 1 と |Sj| = kの条件から Sj たちは互いに合同となる. そ
れゆえ, 補題 2.1から v(Sj, Sj)αの値が一致し, u ∈ {x, y, z, w}に対して
r(u) := v(u, S)αとおくと次が成り立つ：

r(x)+r(y)+1 = r(y)+r(z) = r(x)+r(w)+v(x,w)α = r(z)+r(w)+v(z, w)α.

それゆえ,

r(x) + 1 = r(z), r(x) + v(x,w)α = r(z) + v(z, w)α,
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さらに,

1 ≤ v(z, w)α + 1 = v(x,w)α ≤ 1.

このことは α = d(x,w)を意味し, 同様な議論により β = d(z, w)を得る.

wは任意に選ばれているので, 補題 2.2から {x, y} ∪ Sと {x, z} ∪ Sは合
同でないことが導かれる. このことは ak = 1に矛盾する. □

Theorem 3.2 ak = 2 かつ 4 ≤ k ≤ n−1
2
,ならば, a2 = 2かつ次のどれか

が成り立つ.

(i) (X,Eα) ≃ Kn \K2 ただし α ∈ A2(X);

(ii) (X,Eα) ≃ K1,n−1 ただし α ∈ A2(X);

（証明の概略）定理の結果は完全グラフの辺集合に関するもので, 距離の
具体的な値に言及するものではない. 更に等長列もその分割のみに依存す
る. 故に距離の公理を無視した議論が可能になる. その分割のいかなる張
り合わせに対してその等長列の各項はもとの項以下になる. まず, a2 = 2

のときに特徴づけを行い, それを用いて a2 > 2は起こらないことを示す.

2k+2 ≤ n = 1+ v(x,X)α + v(x,X)βなので, ∅ ̸= Mk+1 ⊆ Mk−1 ⊆ M2で
ある. 次の場合分けを行う：

• Case 1: α ∈ Mk+1 ⊆ Mk−1 = {α, β};

• ∃x ∈ X, ∃S ∈
(

X
k+1

)
;S ⊆ Rα(x);

• ∀U, V ∈
(

S
k−1

)
, {x} ∪ U ≃ {x} ∪ V ;

• 補題 2.3により, U ≃ V . 定理 3.1により, |A2(S)| = 1;

• Case 1-1. A2(S) = {α};

• W ∈
(

S
k−1

)を固定する;

• v(W,X −W )β ̸= 0である. そうでなかったら, A2(X) = {α} であ
る. このことは A2(S) = {α}と v(W,X −W )β = 0から導かれる.

よって矛盾；

• それゆえ, ∃z ∈ X; v(z,W )β ̸= 0.;

• v(z,W )β = k − 1である. そうでなかったら, A2({z} ∪W ) = {α},
よって矛盾；
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• v(z,X)β = n− 1である. そうでなかったら, ak > 2,　よって矛盾；

• このことは (X,Eβ) ≃ K1,n−1を意味する;

• Case 1-2. A2(S) = {β};

• v(x,X)α = n− 1である. そうでなかったら, ak > 2, よって矛盾；

• このことは (X,Eα) ≃ K1,n−1を意味する;

• Case 2: α ∈ Mk+1 ⊆ Mk−1 = {α};

• (x, y) ∈ Rβ とする. そのとき, ∃z ∈ X; x, y ∈ Rα(z)である. そ
れは |Rα(x) ∩ Rα(y)| = |Rα(x)| + |Rα(y)| − |Rα(x) ∪ Rα(y)| ≥
2(n− 1− (k − 2))− n = n− 2k + 2 > 0から導かれる;

• S ∈
(
Rα(z)
k+2

)
; x, y ∈ Sとする;

• |Ak(S)| = 2である. そうでなかったら, |Ak(S)| = 1で, 定理から
|A2(S)| = 1で, β /∈ Mk−1に矛盾.

• T ∈
(
S
k

)
; x, y ∈ T とする. そのとき, {U ∪ {z} | U ∈

(
S

k−1

)
}は非合

同な 2つの k点部分集合を含むので, ∃w ∈ T ; v(w, T )α = k − 1で
ある.

• U := (T − {x}) ∪ {z}とする. そのとき, U ∈
(
X
k

)
; v(U,U)β <

v(T, T )βである.

• 同じ議論を用いて v(U,U)βが０でない限り減らすことができる.

• 補題により, v(U,U)β = 0 かつ v(T, T )β = 1である.

• k ≥ 4なので, {x, y}は (X,Eβ)の唯一の辺である.

これらの議論は証明を完成させる. □
以下の定理たちの証明は煩雑なので結果のみを記す.

Theorem 3.3 a3 = 2かつ n ≥ 5ならば, 適当な α ∈ A2(X)に対して
(X,Eα)は次のどれかと同型である：

(i) 完全二部グラフ；
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(ii) X上のマッチング;

(iii) 　五角形.

Theorem 3.4 a2 = a3 = 3 かつ 5 ≤ nならば (X, d)は以下の例のどれ
かと同型である.

Example 3.1 {Y, Z}を W の分割で |Y | = |Z| = 4となるものとす
る. Eγ を W 上の完全マッチングで (

Y
2

)
∪
(
Z
2

)に含まれるものとする.

Eβ = (
(
Y
2

)
∪
(
Z
2

)
) \ Eγ でEαを Eβ ∪ Eγ の補集合とする. W の部分集合

Xに対して, |X| ≥ 5ならばA3(X) = {ααβ, ααγ, ββγ}である.

Example 3.2 {Y, Z}を X の分割とする. Eα =
(
Y
2

)
∪
(
Z
2

)と定義して,

Eγ を Y と Zの間のマッチングで, EβをEα ∪ Eγ の補集合とする. その
とき A3(X) = {ααα, αβγ, ββα}である.

Example 3.3 {Eβ, Eγ}を X上のマッチングの分割とする. EαをEβ∪Eγ

の補集合とする. そのときA3(X) = {ααα, ααβ, ααγ}である.

Example 3.4 {Y, Z}を X の分割で |Z| = 2となるものとする. Eα =(
Y
2

)
, Eγ =

(
Z
2

)と定義して, Eβ を Eα ∪ Eγ の補集合とする. そのとき
A3(X) = {ααα, ββα, ββγ}である.

参考文献
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Quasi-symmetric 2-(41, 9, 9) designs

宗政　昭弘
（東北大学情報科学研究科）

2022年 6月 16日

整数 v ≥ k > t ≥ 1, λ ≥ 1 に対して，t-(v, k, λ) design とは組D = (X,B) でX は
v 個の「点」からなる集合，B は X の k元部分集合の族であり，X の任意の t元部
分集合はちょうど λ 個の B に属する部分集合に含まれる，という条件をみたすもの
をいう。Bに属す部分集合のことを「ブロック」と呼ぶ。
2-(v, k, λ) デザイン D は

|B ∩B′| = λ (B,B′ ∈ B, B ̸= B′)

をみたすとき対称的（symmetric）であるという。例えば，有限射影平面がその例で
あり，逆に λ = 1 をみたす対称的 2-(v, k, λ)デザインは有限射影平面に限られる。
2-(v, k, λ) デザイン D は

∃x < ∃y, {|B ∩B′| | B,B′ ∈ B, B ̸= B′} = {x, y} (1)

をみたすとき quasi-symmetric であるという。例えば，有限アフィン平面がその例で
あり，その場合は (x, y) = (0, 1)である。
Quasi-symmetric なデザインの例は以下のように分類されている。

(i) 有限射影平面を除く 2-(v, k, 1)デザイン ((x, y) = (0, 1))，

(ii) strongly resolvable designs (例えばアフィン空間とその超平面 AGn−1(n, q), x =

0)，

(iii) biplaneのひとつのブロックの外部に定義されるデザイン，つまり2-((k+1)k/2, k, 2)

デザイン (x = 1, y = 2)，

(iv) 上記以外（例外的 quasi-symmetric デザイン）。

例外的 quasi-symmetric デザインのパラメータ (v, k, λ, x, y) は文献 [6] に表がある。
例えば

(v, k, λ, x, y) = (37, 9, 8, 1, 3)

1
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については，Bouyuklieva, Varbanov [3] が位数 5 の自己同型の存在を仮定した上で
の非存在を示した後，Harada, Munemasa and Tonchev [4] が無条件での非存在を示
した。

(v, k, λ, x, y) = (41, 9, 9, 1, 3)

も同じ x, yの値を持ち，v, λ が少し増えただけなので，同様に非存在が示せそうであ
るが，最近ようやくできたのが，いくつかの位数の自己同型の存在を仮定した上での
非存在である（詳しくは [5]参照）。そのうち最も簡単に述べられるのは以下の定理 1

である。
ここで，quasi-symmetric 2-(41, 9, 9) デザインは必ず (1) における {x, y} は {1, 3}

となることがわかる。これは，[6, Theorem 48.13.2] において

(v, k, λ, b, r) = (41, 9, 9, 205, 45)

とおくと
17xy − 33(x+ y) + 81 = 0

がわかり，これをみたす x, y ∈ {0, 1, . . . , k} は {x, y} = {1, 3} に限られるからであ
る。したがって以後，quasi-symmetric 2-(41, 9, 9) デザインにおいてパラメータ x, y

は言及しないことにする。

定理 1. もし quasi-symmetric 2-(41, 9, 9) デザインが存在したとすると，その自己同
型群の位数は 7以上の素数で割り切れない。

この定理の証明は素数 41 以外は理論的にできる ([5]参照)。位数 41の自己同型を
もつ quasi-symmetric 2-(41, 9, 9) デザインは２元体上の長さ 41の巡回符号を生成し，
その分類により平方剰余符号に一致することがわかる。すると，このデザインは平
方剰余符号の重み 9 の符号語を集めた 2-(41, 9, 18) デザインに含まれることになる。
そのような quasi-symmetric 2-(41, 9, 9) デザインは存在しないことが次の補題よりわ
かる。

補題 2. ２元体上の長さ 41の平方剰余符号に含まれる重み 9の符号語全体の集合を
X とする。このとき，ブロック集合が X の部分集合となるような quasi-symmetric

2-(41, 9, 9) デザインは存在しない。

この補題はコンピュータによ検証できるので，それをここに記す。使用するのは
magma [2] である。まず，２元体上の長さ 41の巡回符号を定義し，その重み 9 の符
号語を集めて 2-(41, 9, 18) デザインを作る。

QR41:=QRCode(GF(2),41);

w9:=[ Support(x) : x in Words(QR41,9) ];

#w9 eq 410;

t,l:=IsDesign(IncidenceStructure< 41 | w9 >,2);

t and l eq 18;

2
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このデザインのブロックの集合 Bは 410 個のブロックを含んでおり，所望の quasi-

symmetric 2-(41, 9, 9) デザインは 205 個のブロックを含んでいる。410個から 205個
を選び出すのが不可能であることを示すのではなく，特定の点を含むブロック全体
(45個) を作れないことを示せば良い。そのためには，点 1 を含む 90個のブロックを
列挙し，この中からどのように 45個を選んでも交わりを 1 または 3 点とすることが
できないことを確認すればよい。したがって，90点のグラフ

頂点集合 = {B ∈ B | 1 ∈ B},
辺集合 = {{B,B′} | |B ∩ B′| = 1, 3}

においてサイズ 45 のクリークの非存在を確認すれば良い。

B1:={@ x : x in w9 | 1 in x @};

#B1 eq 90;

{ #(x meet y) : x,y in B1 | x ne y } eq { 1, 2, 3, 4 };

int1or3:=func< i,j | #(B1[i] meet B1[j]) in {1,3} >;

E:={ { i,j } : i,j in [1..#B1] | int1or3(i,j) };

G:=Graph< #B1 | E >;

not HasClique(G,45,false);

Quasi-symmetric 2-(41, 9, 9) デザインの存在は依然として未解決であるが，quasi-

symmetricではない 2-(41, 9, 9)デザインは，位数 41 ·40の２重可移置換群AGL(1, 41)

の軌道として構成される。また，2-(41, 9, 18) デザインも存在する。このようなデザ
インは，位数 41の自己同型の存在という仮定の下で一意的である。これは，長さ 41

の２元平方剰余符号の重み 9の符号語（410個）の台として構成法される。
一般に， t-(v, k, λ) デザインの結合行列 A = (ai,j) とは，成分が 0, 1 のみからな

る b × v 行列であって j番目の点が i番目のブロックに属している時 ai,j = 1とし，
そうでないとき ai,j = 0 として定義されたものをいう。D = (X,B) を 2-(v, k, λ) デ
ザインとし，x ∈ X とすると，derived デザイン Dx は次のように定義され，それは
1-(v − 1, k − 1, λ) デザインになる。点の集合はX \ {x} であり，ブロックの集合は

{B \ {x} | B ∈ B, x ∈ B}

である。もし 1-(v− 1, k− 1, λ) デザイン D′ がある 2-(v, k, λ) デザイン D の derived

デザインに同型となるとき，D′ は D に拡張可能であるという。
(X,B) を quasi-symmetric 2-(41, 9, 9) デザインとすると，

|X| = 41, B ⊆
(
X

9

)
, |B| = 205.

{|B ∩ B′| | B,B′ ∈ B, B ̸= B′} = {1, 3}.

3
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また，A を (X,B)の結合行列とすると，A は 205× 41 行列であり，

rank2 A ≤ rank2[A 1] ≤ 21.

D を quasi-symmetric 2-(41, 9, 9) デザインとすると，その derived デザインは 1-

(40, 8, 9) デザインであり，しかも２つのブロックは 0または 2 点で交わる。その結合
行列は 45× 40 行列となり，それを２元体上の行列とみなして行空間を考えると，長
さ 40の重偶二元符号となる。したがって，長さ 40の重偶自己双対符号に含まれるが，
そのような自己双対符号は分類されている ([1]参照）。このことを使って 1-(40, 8, 9)

デザイン，ひいては quasi-symmetric 2-(41, 9, 9) デザインが分類できないかと考えて
いるが，計算量が多くて現時点では打開策が見当たらない。唯一できたのは以下のよ
うな仮定をつけた 1-(40, 8, 9) デザインが quasi-symmetric 2-(41, 9, 9) デザインに拡張
可能でないことである。

定理 3. D′ を 1-(40, 8, 9) デザインでどの２つのブロックは 0または 2 点で交わり，
しかもその結合行列の二元体上の階数が 20と仮定する。さらに，D′ は位数 5 の自
己同型をもつと仮定すると，D′ は quasi-symmetric 2-(41, 9, 9) デザインに拡張可能
でない。
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既約表現に関する原田予想 II が成立する有限群の例
杉元 最大 ∗

筑波大学大学院 数理物質科学研究群 数学学位プログラム 博士後期課程 2年，2022年 6月

1 はじめに
本稿は任意の有限群に対する予想 1.1 が成立する具体的な群の考察である．予想 1.1 は一言で言えば群 G

の全ての共役類の大きさの積を全ての既約指標の次数の積で割った数 h(G)は整数であるというものである．

予想 1.1. [1] 任意の有限群 Gについて h(G) ∈ Z である．

h(G) が G のどのような性質を反映しているのかは不明だが，以下のような状況で現れることが分かって
いる．既約表現 ρi : G → GLni

(C) を線型に拡張すると C 代数の準同型 ρ̃i : CG → Mni
(C) となる．族

(ρ̃i)1≤i≤l によってえられる写像 CG →
∏l

i=1Mni
(C)の中心 Z(CG)への制限 ω : Z(CG) → Cl は同型写像

である．W を Z(CG)の基底 {
∑

x∈Ki
x}1≤i≤l と Cl の標準基底に関する ω の表現行列とし，X を Gの指標

表とすると，これらの行列式の比が，

h(G) =
detW

detX
=

l∏
i=1

#Ki

degχi

である．
例えば Gが可換群なら全ての共役類の大きさと全ての既約指標の次数が 1なので h(G) = 1である．位数
が最小の非可換群である 3次の対称群 S3 について，

h(S3) =
1 · 3 · 2
1 · 1 · 2

= 3

と計算できる．
先行研究として対称群と交代群については Hida[10] で 予想 1.1 が成立することが示されている．また，G

の全ての Sylow p-部分群が可換ならば 予想 1.1 が成立することは Kiyota[9] で証明されている．
さらに千吉良直紀氏によって h(G)は交換子部分群 G′ の位数との関係が示唆されている．

予想 1.2. 任意の有限群 Gについて h′(G) := h(G)/|G′| ∈ Zである．

∗ sugimoto-m@math.tsukuba.ac.jp
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2 主結果
2.1 巡回群による半直積
アーベル群 Aと群H の半直積 G = A⋊H の全ての既約表現は，H の部分群の既約表現を使って構成でき
る．その方法は Serre [2, §8.2] で “the method of little groups of Wigner and Mackey” として紹介されて
いる．
これにより巡回群による半直積 Z/nZ⋊Cm の既約表現の次数の積を共役類の大きさで表すことができると
いうのが補題 2.1である．

補題 2.1. G = Z/nZ ⋊ Cm のとき，∏
χ∈Irr(G)

degχ =
∏
k∈R0

#[k, 1]m/#[k,1]

さらに h(G)はその特別な剰余群に帰着させて計算できる．

補題 2.2. N = {σi ∈ Cm | ri = 1}は中心 Z(G)の部分群で，h′(G/N) ∈ Zならば h′(G) ∈ Z．

以上の準備をもとに，計算機を用いて次の定理を得た．

定理 2.3. 1 ≤ n ≤ 8のとき，任意のm ∈ Z>0 に対して

h′(Z/2nZ ⋊ Cm) ∈ Z

2.2 有限体上の一般線型群
一般線型群 GL(n, q) の指標に関する理論は Steinberg や Green によって確立された．n = 2, 3 では予想

1.1,1.2が成立することが確認できたが，一般の nで成立するかは今後の課題となった．以下は共役類の大き
さと既約表現の次数をまとめた表である．

表 1 The sizes of conjugacy class and the degrees of irrep. of GL(2, q)

size degree number

1 1 q − 1

q2 − 1 q q − 1

q(q + 1) q + 1 (q − 1)(q − 2)/2

q(q − 1) q − 1 (q2 − q)/2
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表 2 The sizes of conjugacy class and the degrees of irrep. of GL(3, q)

size degree number

1 1 q − 1

(q2 − 1)(q2 + q + 1) q(q + 1) q − 1

q(q2 − 1)(q3 − 1) q3 q − 1

q2(q2 + q + 1) q2 + q + 1 (q − 1)(q − 2)

q2(q2 − 1)(q2 + q + 1) q(q2 + q + 1) (q − 1)(q − 2)

q3(q + 1)(q2 + q + 1) (q + 1)(q2 + q + 1) q−1C3

q3(q − 1)(q2 + q + 1) (q − 1)(q2 + q + 1) q(q − 1)2/2

q3(q − 1)2(q + 1) (q − 1)2(q + 1) q(q2 − 1)/3
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Moonshine for integral dihedral group rings

浦野　慧 (Satoru Urano)

筑波大学

1 Introduction

In 1979, Conway and Norton proposed the monstrous moonshine conjecture [6] that the McKay-

Thompson series Tg(τ) :=
∑

n∈Z Tr(g|V ♮
n)q

n−1 (q = e2πiτ ) is a Hauptmodul for some genus 0

congruence subgroup of SL2(R), where g is any element of the monster simple group M and V ♮
n

is the eigenspace of the monster vertex algebra V ♮ =
⊕

n∈Z V
♮
n that was constructed by Frenkel-

Lepowsky-Meurman [7] in 1988. In 1992, Borcherds proved the monstrous moonshine conjecture

[1] by using string theory and the notion of vertex operator algebras and generalized Kac-Moody

algebras. In 1994, Ryba proposed the modular moonshine conjecture that for prime order p and

elements g in conjugacy class pA of M, there exists a vertex algebra with characteristic p with

an actions of the centralizer CM(g) of g such that the graded Brauer character of any p-regular

element of CM(g) is a Hauptmodul. In 1998, Borcherds and Ryba proved the modular moonshine

conjecture [2], [3] by using the notion of Tate cohomology under the assumption that there exists

an integral form V of V ♮. In 2019, Carnahan proved this assumption [4], so modular moonshine is

completely proved.

It is natural to consider modular moonshine for elements of composite order. To prove generalized

modular moonshine for composite order, it is sufficient to decompose an integral form V of V ♮ as

a direct sum of indecomposable Z[g]-modules, but the biggest problem is that the larger the order

of g is, the more complicated indecomposable modules over the group ring Z[g] can be.

In this report, we shall briefly explain modular moonshine for prime order and monstrous moon-

shine for integral group rings.

2 Modular moonshine

In this section, we briefly explain modular moonshine for elements of prime order based on [2],[3].

Borcherds and Ryba proved modular moonshine by using theories of Tate cohomology and the

vertex operator algebra for Leech lattice.

Definition 2.1 (Tate cohomology). Suppose that G is a finite group. Let A be G-module and NG

be the norm map A → A; a 7→
∑

g∈G g(a). Then, the i-th Tate cohomology Ĥi(G,A) of G with

coefficients in A is defined to be the following:
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Ĥi(G,A) =



H−i−1(G,A) (i ≤ −2)

Ker(NG)/⟨ga− a|a ∈ A, g ∈ G⟩ (i = −1)

AG/Im(NG) (i = 0)

Hi(G,A) (i ≥ 1)

,

where AG is the largest G-invariant submodule of A, Hi(G,A) is the i-th homology, and Hi(G,A)

is the i-th cohomology. For g ∈ G, the i-th Tate cohomology Ĥi(⟨g⟩, A) of cyclic group ⟨g⟩ is

denoted by Ĥi(g,A).

Let Zp be the p-adic integers. We regard Z-modules as Zp-modules in the Tate cohomology;

Lemma 2.2 ([3] Lemma 2.1). Let G be a finite group including an element g of prime order p.

If A is a free Z[1/n]-module acted on by a p-group G with (p, n) = 1, then the natural map from

Ĥi(G,A) to Ĥi(G,A⊗ Zp) is an isomorphism for any i ∈ Z.

Borcherds and Ryba proved the modular moonshine conjectures by using the fact that there are

exactly 3 indecomposable finitely generated modules over the group ring Zp[g] which are free as

Zp-modules [8]. These are the trivial module Zp, the group ring Zp[g], and the module I which is

the kernel of the natural map Zp[g] → Zp. Borcherds caluculated all ring homomorphisms from

the Green ring for cyclic group of prime order p to rational numbers by direct sum and tensor

product of indecomposable modules:

Lemma 2.3 ([2] Lemma 2.3). Let K be the Green ring of Zp[g], where the Green ring of Zp[g]

is a free Q-module with a basis of 3 elements [Zp], [Zp[g]], and [I]. There are exactly 3 ring

homomorphisms dim,Tr(g|·), and f from K → Q. They are given by

• dim([Zp]) = 1, dim([Zp[g]]) = p,dim([I]) = p− 1.

• Tr(g|[Zp]) = 1,Tr(g|[Zp[g]]) = 0,Tr(g|[I]) = −1.

• f([Zp]) = 1, f([Zp[g]]) = 0, f([I]) = 1.

Let h be a p-regular element of CM(g) and V =
⊕

n∈Z Vn be an integral form of V ♮. The graded

homomophism
∑

n∈Z f(Vn)q
n−1 is equal to

∑
n∈Z(dim Ĥ0(g, Vn) + dim Ĥ1(g, Vn))q

n−1. We have

the following complete description of the grader Brauer character
∑

n∈Z T̃r(h|Ĥi(g, Vn))q
n−1 (i =

0, 1) by using the vertex algebra of Leech lattice and computer calculation.

Theorem 2.4 (Modular moonshine [2],[3],[4]). Suppose that g ∈ M has prime order p. Let V be

an integral form of V ♮ and h be a p-regular element of CM(g). Then, we have

∑
n∈Z T̃r(h|Ĥ0(g, Vn))q

n−1 =



Tgh(τ) (g ∈ pA, 3C)

Tgh(τ)− Tgh(τ + 1/2)

2
(g ∈ 2B)

Tgh(τ) + Tghσ(τ)

2
(g ∈ pB, 2|(p− 1))

,
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∑
n∈Z T̃r(h|Ĥ1(g, Vn))q

n−1 =



0 (g ∈ pA, 3C)

− Tgh(τ)− Tgh(τ + 1/2)

2
(g ∈ 2B)

− Tgh(τ) + Tghσ(τ)

2
(g ∈ pB, 2|(p− 1))

,

where σ ∈ CM(g)/Op(CM(g)) is the involution which acts as 1 on Ĥ0(g, V ) and as −1 on Ĥ1(g, V )

and Op(CM(g)) is the largest normal p-subgroup of CM(g).

By Theorem 2.4, we have that the graded homomophism
∑

n∈Z f(Vn)q
n−1 is the following Haupt-

modul;

∑
n∈Z f(Vn)q

n−1 =


Tg(τ) (g ∈ pA, 3C)

T4A(τ) (g ∈ 2B)

Tgσ(τ) (g ∈ pB, 2|(p− 1))

.

3 Monstrous moonshine for integral group rings

In this section, we explain monstrous moonshine for integral group rings based on [5] and the

recent results.

By Lemma 2.3 and Theorem 2.4, if cyclic subgroup of M with prime order p, then any ring

homomophism produces a Hauptmodul. It is natural to propose the following conjecture:

Conjecture 3.1 (Monstrous moonshine for integral group rings [5]). Let R be a subring of C, and
let G be a subgroup of M. Then for any ring homomorphism ϕ : RepR(G) → C, the “generalized

McKay-Thompson series”

Tϕ(τ) :=
∑
n≥0

ϕ(V ♮
n,R)q

n−1

is the q-expansion of a finite level Hauptmodul. That is, the holomorphic function Tϕ(τ) on the

complex upper half plane H is invariant under a discrete subgroup Γϕ < SL2(R) containing Γ0(N)

for some N , such that the quotient H/Γϕ is genus zero, with function field generated by Tϕ. Here,

V ♮
n,R is the weight n subspace of V ⊗R.

If R = C, then Conjecture 3.1 means well-known monstrous moonshine.

We consider Conjecture 3.1 in the following cases: (1) cyclic groups of order p2. (2) dihedral

groups D2p.

3.1 Cyclic groups of order p2

Let g ∈ M be an element of order p2. Then indecomposable finitely generated Zp[g]-modules are

classified:

Theorem 3.2 ([8]). There are 4p + 1 indecomposable finitely generated Zp[g]-modules which are

free as Zp-modules. They are given by A := Zp, D := Zp[g], B := D/(1 + g + · · · + gp−1)D,
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E := D/(gp − 1)D,

• C := D/(1 + gp + · · ·+ gp(p−1))D,

• CA with 0 → A→ CA → C → 0 exact,

• CB with 0 → B → CB → C → 0 exact,

• CA⊕B
i (1 ≤ i ≤ p− 1) with 0 → A⊕B → CA⊕B

i → C → 0 exact,

• CE
i (1 ≤ i ≤ p− 1) with 0 → E → CE

i → C → 0 exact,

• CB
i (1 ≤ i ≤ p− 2) with 0 → B → CB

i → C → 0 exact,

• CA⊕E
i (1 ≤ i ≤ p− 2) with 0 → A⊕ E → CA⊕E

i → C → 0 exact.

Let g be an element of order 4 in M and V =
⊕

n∈Z Vn be a self-dual integral form of V ♮. We

caluculated all ring homomorphisms from the Green ring for cyclic group of order 4 to rational

numbers by direct sum and tensor product of indecomposable modules [11]:

Lemma 3.3 ([5] Theorem 6.2). Let K be the Green ring of Z[g], which is a free Q-module with a

basis of 9 elements formed from indecomposable Z[g]-modules. We have the following ring homo-

morphisms K → Q;

dim Tr(g|·) ψ1 ψ2 ψ3 Tr(g2|·) f θ

[A] 1 1 1 1 1 1 1 1

[B] 1 −1 −1 1 1 1 1 1

[C] 2 0 0 0 0 −2 2 0

[D] 4 0 0 0 0 0 0 0

[E] 2 0 0 0 0 2 2 0

[CA] 3 1 −1 1 −1 −1 1 1

[CB ] 3 −1 1 1 −1 −1 1 1

[CA⊕B ] 4 0 0 0 0 0 2 2

[CE ] 4 0 0 0 0 0 2 2

From monstrous moonshine, modular moonshine and Lemma 3.3 by comparing values of homo-

morphisms, we have that Vn consists of the several indecomposable modules.

Lemma 3.4 ([5] Lemma 6.4). Let g ∈ 4A(2B), 4C(2B), 4D(2B). We have that A,B,D,E are the

only possible summands in Vn for even n and that C,D,CA, CB are the only possible summands

in Vn for odd n.

Theorem 3.5 ([5] Theorem 6.5). Let g ∈ 4A(2B). The multiplicities an, dn, αn of indecomposable

modules A,D,CA in Vn are given by the generating function formula
∑

n∈Z anq
n−1∑

n∈Z dnq
n−1∑

n∈Z αnq
n−1

 =


0 1/2 1/2

1/4 1/4 −1/2

0 −1/2 1/2



T1A(τ)

T2B(τ)

T4A(τ)

.

In particular, from Theorem 3.5 if g ∈ 4A(2B), then we clearly understand the number of

indecomposable modules A,D,CA in Vn. Hence, the graded ring homomorphisms
∑

n ϕ([Vn])q
n−1
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are the following well-known Hauptmoduls;

dim Tr(g|·) ψ1 ψ2 ψ3 Tr(g2|·) f θ

[A] 1 1 1 1 1 1 1 1

[D] 4 0 0 0 0 0 0 0

[CA] 3 1 −1 1 −1 −1 1 1∑
n ϕ([Vn])q

n−1 T1A T4A T2B T4A T2B T2B T4A T4A

3.2 Dihedral groups D2p

In this report, the main results is monstrous moonshine for integral dihedral group rings.

Let D2p be the dihedral group for prime number p > 2. In particular, we define D2p = ⟨a, b|a2 =

bp = 1, ab = b−1a⟩. Then indecomposable finitely generated Z[D2p]-modules are classified;

Theorem 3.6 ([10]). There are 7h+3 indecomposable finitely generated Z[D2p]-modules which are

free as Z-modules, where h is the class number of Z[e2πi/p]. They are given by S := Z with trivial

action, S′ := Z with a · 1 = −1 and b · 1 = 1, L := Z[a], where b acts trivially, and for i = 1, · · · , h,

• Ri ∼ Z[b]/(1 + b+ · · ·+ b(p−1))Z[b], where a acts trivially.

• R′
i ∼ Z[b]/(1 + b+ · · ·+ b(p−1))Z[b], where a acts by −1.

• (R′
i, S) with 0 → R′

i → (R′
i, S) → S → 0 exact.

• (Ri, S
′) with 0 → Ri → (Ri, S

′) → S′ → 0 exact.

• (Ri, L) with 0 → Ri → (Ri, L) → L→ 0 exact.

• (R′
i, L) with 0 → R′

i → (R′
i, L) → L→ 0 exact.

• Di := (Ri ⊕R′
i, L) with 0 → Ri → (Ri ⊕R′

i, L) → (R′
i, L) → 0 exact.

We calculated all ring homomorphisms from the Green ring to rational numbers by direct sum,

tensor product and by restricting over Z[a] and Z[b]:

Theorem 3.7. Let K be the Green ring of Z[D2p], which is a free Q-module with a spanning set of

10 elements formed from indecomposable Z[D2p]-modules. We have the following ring homomor-

phisms ϕ : K → Q and the graded ring homomorphisms
∑

n ϕ([Vn])q
n−1 are given by the following

Hauptmodul;
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dim Tr(a|·) f2 Tr(b|·) fp

[S] 1 1 1 1 1

[S′] 1 −1 1 1 1

[L] 2 0 0 2 2

[R] p− 1 0 0 −1 1

[R′] p− 1 0 0 −1 1

[(R′, S)] p 1 1 0 0

[(R,S′)] p −1 1 0 0

[(R,L)] p+ 1 0 0 1 1

[(R′, L)] p+ 1 0 0 1 1

[D] 2p 0 0 0 0∑
n ϕ([Vn])q

n−1 T1A Ta T2A or T4A Tb Tb or Tσb

where “T2A or T4A” means that if a ∈ 2A, then
∑

n f2([Vn])q
n−1 is T2A and that if a ∈ 2B, then∑

n f2([Vn])q
n−1 is T4A, and “Tb or Tσb” means that if b ∈ pA, 3C, then

∑
n f2([Vn])q

n−1 is Tb

and that if b ∈ pB, then
∑

n f2([Vn])q
n−1 is Tσb.

By Theorem 3.7, the generalized McKay-Thompson series for any ring homomorphism ϕ :

RepZ(D2p) → C is a well-known Hauptmoduls.

Generally, for an element g ∈ G of order N and prime factor p of N , the number of indecompos-

able finitely generated modules over Z[g] can be infinite. In particular, this holds when p3|N [9].

Hence, to prove the moonshine for integral group rings in the case order p3, we need to consider

another way.
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本稿では, [LS] で得られた格子頂点作用素代数 (VOA) の有限位数の自己同型による固
定点 (cyclic orbifold) の例外自己同型に関する結果を紹介する.

1 背景
頂点作用素代数 (VOA) から新しい VOA を作る一つの方法として, 自己同型群による
固定点 (orbifold) がある. 特に, “良い注 1” VOA の有限自己同型群注 2による orbifold も “

良い”性質を持つことが予想され, 研究されてきた. 最近, 自己同型群が巡回群の場合にこ
れら予想が解決され ([Mi15, CM]), これら結果を基にして cyclic orbifold construction の
理論が整備された ([EMS20]). そして, その応用として, 中心電荷 24 の正則 VOA の分類
問題が概ね解決された.

一方で, cyclic orbifold の自己同型群も興味深い. 一般に, V を VOA, σ を V の有限自
己同型群とし, V σ = {v ∈ V | σ(v) = v} としたときに, 群準同型

φ : NAut(V )(⟨σ⟩) → Aut(V σ)

が制限写像として得られる. 明らかに ⟨σ⟩ ⊂ Ker φ であり, V が strongly regular の時は
⟨σ⟩ = Ker φ となる ([DJX13, Sh04]). したがって, φ が全射かどうかが問題となる. そこ
で Im φ に属さない V σ の自己同型を例外自己同型と呼ぶことにし, 次の問題を考えたい.

問題 1.1. V σ が例外自己同型を持つための条件を与え, 対称性の高い V σ を見つけよ.

次の V σ の既約表現を用いた例外自己同型の特徴づけがある.

注 1strongly regular, すなわち, rational, C2-cofinite, CFT-type, self-contragredient
注 2無限群の場合には良い性質が引き継がれないことがある.

1
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命題 1.2. [Sh04] V を strongly regular な VOA とする. このとき, τ ∈ Aut(V σ) が例外
であるための必要十分条件は V σ-加群として V ◦ τ ̸∼= V である.注 3

V σ の表現論が十分にわかっているならば, この命題を用いて調べることができる. そ
こで, [LS] では, V として格子 VOA VL を考え, σ が fixed-point free の L の自己同型
g の持ち上げの場合 ĝ を考える. この場合は V ĝ の既約加群は分類されており, |ĝ| = |g|
となる.注 4 さらに L がルート (長さ 2 のベクトル)を持たないことを仮定する. すると
Aut(V ĝ

L ) は有限群注 5となる.

2 位数 2 の場合
偶格子 L の fixed-point free な自己同型 g の位数が 2 のとき, g = −1 となる. この場

合の Aut(V ĝ
L ) は [Sh04] で研究されている. この章では [Sh04] の結果をまとめておく.

長さ m の二元重偶符号 C ⊂ Fm
2 に対して,

LB(C) =
1√
2
{(x1, . . . , xm) ∈ Zm | (xi (mod 2)) ∈ C,

m∑
i=1

xi ∈ 4Z}

は階数 m の偶格子である. この格子の構成は構成法 B と呼ばれている.注 6

定理 2.1. [Sh04] L をルートを持たない偶格子とし, θ ∈ Aut(VL) を −1 の (standard) lift

とする.注 7 このとき, 次が同値である.

• V θ
L が例外自己同型を持つ.

• ある二元符号 C があって, L ∼= LB(C) となる.

注意 2.2. • 長さ 8 の 1 次元二元符号 ⟨(11111111)⟩F2 に構成法 B を適用すると √
2E8

が得られる. そして Aut(V θ√
2E8

) ∼= O+(10, 2) となる ([Gr98, Sh04]). 一方で,

NAut(V√
2E8

)(⟨θ⟩)/⟨θ⟩ ∼= 28.O+(8, 2) であり, この群は O+(10, 2) の maximal subgroup

である.

• 長さ 24の extended binary Golay符号 G24 から得られる LB(G24)に対して, V θ
LB(G24)

は例外自己同型を持つ ([FLM88]). この例外自己同型から 21+24.Co1 に属さない
Aut(V ♮) の元が得られる.

注 3一般に VOA U の加群 (M,YM )と h ∈ Aut(U)に対して,M ◦h = (M,YM◦h), YM◦h(v, z) = YM (hv, z)
である.
注 4一般には |ĝ| = 2|g| の可能性もあるが, fixed-point free からこの場合は起こらない. 詳細は [EMS20] 参
照.
注 5NAut(VL)(⟨ĝ⟩)/⟨ĝ⟩ が有限群であり, この群が Aut(V ĝ

L ) の (有限個の)既約加群の同型類全体への作用に
おける VL の既約部分加群の固定部分群になることからわかる.
注 6構成法 B に着目した研究は [Sh04, Sh06] と [KKM91] 以外はないように思われる. しかし, rank 16
の Barnes-Wall 格子などの重要な例が構成される. また, 長さ 24 の extended Golay 符号 G24 に対して,
LB(G24) の index 2 の拡大した格子としてリーチ格子が得られるなどの応用がある.
注 7−1 の Aut(VL) への持ち上げ (lift) は一意ではないが, 共役となる.

2

50



定理 2.1 の拡張を考えることで, 次の自然な問題を得る.

問題 2.3. L を (ルートを持たない)偶格子とし, g を fixed-point free な自己同型とする.

V ĝ
L が例外自己同型を持つための L と g に関する必要十分条件を求めよ.

[Sh04]の証明では V +
L の表現論と命題 1.2が使われている. したがって,同様の議論を適

用するには, V ĝ
L の表現論が必要であった. 近年になって, V ĝ

L の表現論の一般論は [DRX17]

で確立されため, 結果を拡張するための準備は整っていた.

3 主結果
L を階数 m のルートを持たない偶格子とし, g を fixed-point free な L の自己同型と

する.

定理 3.1. [LS] L が ⊕t
i=1 Zki の部分群から “構成法 B” で構成されていたならば, V ĝ

L は
例外自己同型を持つ.

これは例外自己同型を具体的に構成することで証明される. 基本的なアイデアは [FLM88]

で構成されたルート格子 A1 に付随する位数 2の例外自己同型を Ak に付随する位数 k+1

の例外自己同型に拡張することである (一般の構成法 B などの詳細は [LS] 参照).

次の定理を述べるために必要な定義を与える. N を偶格子, f を N の自己同型とする.

このとき, N f = {v ∈ N | fv = v} は f の固定点の部分格子であり, Nf = {v ∈ N |
(v|N f ) = 0} を f の coinvariant 格子という. このとき, N の共役な自己同型から作ら
れる coinvariant 格子は同型であり, f の Nf への制限は fixed-point free である.

定理 3.2. [LS] g の位数が奇素数と仮定する. このとき, V ĝ
L が例外自己同型を持つための

必要十分条件は次のいずれかを満たすことである.

• L が長さ m/(p− 1) で Hamming weight m/(p− 1) の符号語を持つ自己双対符号か
ら 構成法 B で構成される.

• p = 11 または p = 23 であって, L はリーチ格子の自己同型の共役類 11A または
23A に付随する coinvariant 格子と同型になる.

注意 3.3. 本研究の最初の動機は定理 3.1 を証明し, リーチ格子の自己同型の共役類 2A,

2C, 3B, 4C, 5B, 6F , 6G, 7B, 8E, 10F の coinvariant 格子に付随する orbifold VOA の
自己同型群の決定に応用することであった ([BLS22+]). これら 10 個の VOA の自己同
型群を用いて, 中心電荷 24 の正則 VOA の自己同型群の決定した ([BLS]).
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4 構成法 B

ここでは Zp 上の符号に付随する構成法 B について説明する. もっと一般の ⊕t
i=1 Zki

の部分群に付随する構成法 B については [LS] を参照せよ.

p を素数とし, R を Ap−1 型のルート格子の t 個の直和とする. すると R∗/R ∼= Zt
p であ

る. ここで R∗ は双対格子である. ν : R∗ → R∗/R を自然な写像とし, C ⊂ R∗/R に対し
て, LA(C) = ν−1(C) とおく. すると LA(C) の階数は t(p − 1) である. Ap−1 の単純ルー
トを固定し, ρ を Weyl vector とする. χ = (1/p)(ρ, . . . , ρ) とおき,

LB(C) = {v ∈ LA(C) | (v|χ) ∈ Z}

とする. この格子の構成を 構成法 B と呼ぶことにする. LB(C) の階数も t(p− 1) である.

補題 4.1. p を奇素数とする.

• LB(C) が偶であることの必要十分条件は C が自己双対.

• |LA(C) : LB(C)| = p.

• C⊥ が (Hamming) weight t の符号語を持つならば, R の Coxeter element は位数 p

の fixed-point free な LB(C) の自己同型となる.

注意 4.2. p = 2 の場合は 2章で述べた構成法 B と一致し, [CS99] と同じである. 一方
で, p > 2 の場合は [CS99] の構成法 B とは異なる構成であり, ほとんど研究されていな
いように思われる.

次の命題と定理は完全に組み合わせ論的な議論で証明される. ただし, 定理 4.4 の条件
は次章で述べるように VOA の考察から得られた.

命題 4.3. L を偶格子とする. ある自己双対符号 C ⊂ Zt
p に対して L ∼= LA(C) となるた

めの必要十分条件は L が Ap−1 型のルート格子の t 個の直和を含むことである.

定理 4.4. [LS] L をルートを持たない階数 m の偶格子とする. p を奇素数とする. このと
き, 次の 2 つは同値である.

• 次を満たす λ+ L ∈ L∗/L と fixed-point free な L の自己同型 g が存在する.

– pλ ∈ L;

– N = Z{λ, L} としたとき, |{v ∈ N | |v|2 = 2}| = pm;

– g(λ+ L) = λ+ L.

• ある Zp 上の長さ m/(p−1)の自己双対符号 C で C⊥ が (Hamming) weight m/(p−1)

の符号語を持ち L ∼= LB(C) となるものが存在する.

注意 4.5. [Sh04] で p = 2 の場合に同様の LB(C) で得られる格子の特徴づけの結果が得
られている.
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5 定理 3.2 の証明の概略
|g| = p が奇素数であり, V ĝ

L が例外自己同型 σ を持つと仮定する.

• VL の既約 V ĝ
L -部分加群 V ĝ

L (1) = {v ∈ VL | ĝ(v) = exp(2π
√
−1/p)v} を考える.

• 命題 1.2 より, V ĝ
L (1) ◦ σ は VL の既約 V ĝ

L -部分加群と同型でない. すると, [DRX17]

による既約 V ĝ
L -加群の分類から, 次の 2 通りのうち少なくとも 1 つが起こる.

(I) V ĝ
L (1) ◦ σ ∼= Vλ+L(j);

(II) V ĝ
L (1) ◦ σ ∼= V T

L [ĝs](j′).

• (I) の場合は両辺の共形重み 1 の部分空間の次元を比較することで, λ+L と g が定
理 4.4 の前半の条件を満たすことがわかり, L ∼= LB(C) となる.

• (II) の場合は, V T
L [ĝs](j′) が単純カレントとなる. この既約加群の量子次元が 1 で

あるので, 指標の計算から L に関するかなりの制約が得られる. 特に, (p, rankL) =

(3, 12), (3, 18), (5, 16), (5, 20), (7, 18), (11, 20), (23, 22)のいずれかとなる. さらに L∗/L

の構造も決まり, 上の 7 個のパラメータからルートを持たない偶格子が一つに決ま
ることがわかる. 特に, これら 7 個の偶格子はすべてリーチ格子の coinvariant 格子
となり, 最初の 5 個の場合は構成法 B で得られる.

注意 5.1. p = 2 の場合は, (II) の状況から, L が √
2E8 と階数 16 の Barnes-Wall 格子

のいずれかと同型がわかる ([Sh04]). したがって, (現在知られている) (II) が起こる格子
はリーチ格子の自己同型に付随する coinvariant 格子だけである.

6 今後の課題
[LS] では g や L にいくつかの仮定をしている. これらの仮定を外して何が起こるかを
考察するのは一つの研究の方向性だと思われる. 例えば, 次の設定が考えられる.

• |g| が素数でない場合
実際に, |g| が素数でない場合に, V ĝ

L が例外自己同型を持ち (II) が起こる例を L = Λg

として見つけている ([BLS22+]).

特に, 現在知られている限り, ルートを持たない偶格子 L で前節の (II) が起こるのは L

がリーチ格子の coinvariant 格子のみであり, これが |g| が素数でない場合でも正しいか
どうかには興味がある.注 8

さらに, (II) が起こる場合は対称性が高い場合であるため, これらの場合に全自己同型
群の構造がどうなるかは興味がある.

また, 次について考えてみると良いと思う.

注 8リーチ格子の coinvariant 格子がすべての例外を与えているならば、面白い結果だと思う.
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• L がルートを持つ場合注 9

この場合は, LB(C) の特徴づけの証明が複雑になると思われる. また, |g| = 2 の場合で
L = E8 ならば (II) が起こるので, リーチ格子の coinvariant 格子でない (II) を満たす例
がある. 他にもリーチ格子の coinvariant 格子から得られない (II) を満たす格子があるか
どうかには興味がある.

今回の研究で扱った LB(C) で C が binary code の場合は [KKM91] での研究成果があ
る. したがって, 次の問題が考えられる.

• [KKM91] の結果を p > 2 の場合の LB(C) へ拡張せよ.

これは代数的組合せ論の範疇の問題の一つである. 特に, [Sh12] では [KKM91] を参考
に, 二元符号 C に対して, LB(C) ∼= LB(C

′) がいつ起こるかを考え, 必要十分条件として
C ∼= C ′ or {C,C ′} = {e28, d+16} を得ている. 同様な同型問題を Zp-符号 C に対しても考え
てみるのは一つの問題である.
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有限群から得られる一般化アレキサンダーカ
ンドルについて

栗原　大武
山口大学大学院創成科学研究科

kurihara-hiro@yamaguchi-u.ac.jp

1 序
今回の講演および報告集の内容は前回 2021年のシンポジウムの続編で
あり，東谷 章弘氏（大阪大学）との共同研究に基づくものである．
カンドルの概念は元々 Joyce [4]によって結び目理論の文脈から導入さ
れた．集合QとQ上の二項演算 ∗ : Q×Q→ Qの組 (Q, ∗)がカンドルと
は以下の条件を満たすことである：

(Q1) x ∗ x = x for ∀x ∈ Q;

(Q2) for ∀x, y ∈ Q, ∃!z ∈ Q such that z ∗ y = x;

(Q3) for ∀x, y, z ∈ Q, (x ∗ y) ∗ z = (x ∗ z) ∗ (y ∗ z).

上記の 3つの公理は結び目理論における Reidemeister変形にそれぞれ対
応する．一方でこの公理を対称空間論の類似としてとらえなおすこともで
きる．(Q, ∗)をカンドルとするとき，x ∈ Qにおける点対称 sx : Q → Q

を sx(y) = y ∗xにより定める．すると (Q1)∼(Q3)は以下のように言い直
すことができる：

(Q1’) sx(x) = x for ∀x ∈ Q;

(Q2’) for ∀x ∈ Q, sxはQ上の全単射写像;

(Q3’) sx ◦ sy = ssx(y) ◦ sx for ∀x, y ∈ Q.

対称空間は (Q1’)∼(Q3’)を満たすことが知られているので，対称空間は
カンドルである (cf. [4])．対称空間論の立場からのカンドルの研究も多く
あり (例えば [3, 5, 7]など)，これらの研究では特に等質カンドルが主な研
究対象である．等質カンドルの定義や性質は 3節で扱う．
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カンドルは特別な二項演算をもつ集合であり，同じ二項演算をもつ群
と似た性質もあればそうでない場合もある．この報告集では，特に群に
“近い”性質をもつ一般化アレキサンダーカンドルについて，様々な性質
を調べた結果を記載する．一般化アレキサンダーカンドルは群GとGの
自己同型写像 ψの組 (G,ψ)から得られる (定義は 3.2節で与える)．一般
化アレキサンダーカンドルについての大きな問題として，問 3.3が考えら
れる．この問いに関して，Higashitani–Kurihara [1]ではGが対称群Sn

のとき nが小さい場合の一部解決を与えた．さらに [1]の後続の共同研究
（Higashitani–Kurihara [2]）として，条件 (P1), (P2)を導入し，条件 (P1),

(P2)を満たす一般化アレキサンダーカンドルのクラスに対しては，二つ
のカンドルがカンドル同型であるための必要十分条件を与えることができ
た．さらにこの必要十分条件を用いていくつかの系を得ることができた．
この報告集の内容は 4節までが前回の報告集 [8]の内容のまとめである．
そして 5節以降で最近 [2]によって得られた内容を紹介する．

2 準備
以降では，カンドルの演算 ∗の代わりに点対称の記号 sを用いて，カン

ドルを (Q, s)のように表す．また点対称 sを省略して，カンドルを単にQ

と書くこともある．

2.1 カンドルの記号の準備
(Q, s)と (Q′, s′)をカンドルとする．写像 f : Q → Q′ が以下の条件を

満たすとき，f をカンドル準同型写像と呼ぶ：

f ◦ sx = s′f(x) ◦ f for any x ∈ Q.

さらにカンドル準同型 f が全単射であるとき，f をカンドル同型写像と呼
ぶ．もしQとQ′の間にカンドル同型写像が存在するとき，QとQ′はカ
ンドル同型であるといい，Q ∼=qu Q

′で表す．Autqu(Q, s) (もしくは単に
Autqu(Q))を (Q, s)上のカンドル自己同型写像の集合とし，これを (Q, s)の
カンドル自己同型群と呼ぶ．カンドルの公理 (Q3’)から sx ∈ Autqu(Q)で
あることがわかる．Innqu(Q, s) (もしくは単に Innqu(Q)) を {sx : x ∈ Q}
で生成される Autqu(Q)の部分群を (Q, s)のカンドル内部自己同型群と
呼ぶ．
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2.2 群の記号の準備
Gを単位元 eをもつ群とする．Autgr(G)を Gの自己同型群とする．2

つの群G,G′が同型のとき，G ∼=gr G
′で表す．

g, h ∈ Gに対して，gh = hgh−1と書くことにする．Inngr(G)をGの内部
自己同型群とする．ψ ∈ Autgr(G)が外部自己同型写像とは，ψ /∈ Inngr(G)

であることとする．
ψ ∈ Autgr(G)に対して，

Fix(ψ,G) = {g ∈ G : ψ(g) = g}

とおく．なお，Fix(ψ,G)はGの部分群であり，ψが内部自己同型，つま
り ψ = (·)gと書けるときには，Fix((·)g, G)は gの中心化群CG(g)と一致
する．

3 等質カンドル
3.1 等質カンドルとカンドル三つ組
Qをカンドルとする．QにAutqu(Q)が推移的に作用するとき，Qを等

質であるという．またもっと強い条件として，Qに Innqu(Q)が推移的に
作用するとき，Qを連結であるという．
定義 3.1 ([3, Definition 3.1]). Gを群として，K を Gの部分群とする．
また ψ ∈ Autgr(G)とする．これらがK ⊂ Fix(ψ,G)を満たすとき，三つ
組 (G,K,ψ)をカンドル三つ組と呼ぶ．
等質カンドル (Q, s) からカンドル三つ組を得ることができる．G =

Autqu(Q, s)とし，x ∈ Qを一つ固定してK = {f ∈ Autqu(Q, s) : f(x) =

x}とおく．さらに ψ : G→ Gを f 7→ sx ◦ f ◦ s−1
x で定めると，(G,K,ψ)

はカンドル三つ組になる．上記の証明は例えば [3, Proposition 3.3]など
を参考にしていただきたい．
逆にカンドル三つ組 (G,K,ψ)から以下のようにして等質カンドルを得
ることができる：G/K = {[g] : g ∈ G}をGのK による左剰余空間を表
すことにして，G/K 上に点対称を

s[g]([h]) := [gψ(g−1h)] ([g], [h] ∈ G/K)

によって定めるとこれはwell-definedであり，カンドルの公理を満たす．さ
らにこのカンドル (G/K, s)は等質である．上記の証明は例えば [3, Propo-

sition 3.2]などを参考にしていただきたい．今後このカンドルをQ(G,K,ψ)

で表すことにする．

58



3.2 一般化アレキサンダーカンドル
カンドル三つ組のKを {e}として取ると，どのようなGと ψに対して
も，(G, {e}, ψ)は必ずカンドル三つ組になる．これから得られる等質カン
ドルはQ = Gであり，点対称は

sg(h) = gψ(g−1h) for any g, h ∈ G

となる．このカンドルを一般化アレキサンダーカンドルと呼び，Q(G,ψ)

で表す．なおGがアーベル群のとき，アレキサンダーカンドルと呼ばれ
ている．
等質カンドルの研究には，以下の命題から一般化アレキサンダーカンド
ルを調べることが重要であると思われる．

命題 3.2 (Higashitani–K. [1]). ψ,ψ′ ∈ Autgr(G)とし，K = Fix(ψ,G)，
K ′ = Fix(ψ′, G)とする．もしQ(G,ψ) ∼=qu Q(G,ψ′)ならば，Q(G,K,ψ) ∼=qu

Q(G,K ′, ψ′)である．

証明は [1]を参考にされたい．
有限群Gに対して，Q(G)をQ(G,ψ)の同型類の集合とする．つまり，

Q(G) := {Q(G,ψ) : ψ ∈ Autgr(G)}/ ∼=qu

とする．以下の問題がこの報告集の主題である．

問題 3.3. 与えられたGに対して，Q(G)を決定せよ．

以下の命題はQ(G)を大雑把に把握するのに役に立つ．

命題 3.4 (Higashitani–K. [1]). ψ,ψ′ ∈ Autgr(G)は共役とする．つまり
ψ′ = τ ◦ ψ ◦ τ−1となる τ ∈ Autgr(G)が存在すると仮定する．このとき，
Q(G,ψ) ∼=qu Q(G,ψ′)が成り立つ．

したがってQ(G)はAutgr(G)の共役類の集合と同じになるかというこ
とが気になる．しかし，そうはならない例が存在する．Cnを位数 nの巡
回群とする．Nelson [6]はQ(Cn)を決定した．以下でQ(Cn)について説
明する．まず Aut(Cn) ∼=gr U(Cn)であることが知られている．ただし，
U(Cn) = {x ∈ Cn : x is coprime to n}であり，a ∈ U(Cn)に対して，
x 7→ axによって Cn 上に自己同型が定まる．この aに関するアレキサ
ンダーカンドルを Q(Cn,×a)で表す．N(n, a) = n

gcd(n,1−a) とおくとき，
Q(Cn,×a) ∼=qu Q(Cn,×b)の必要十分条件はN(n, a) = N(n, b)かつa ≡ b

(mod N(n, a))である．つまり，Q(Cn)は完全に特徴づけられている．
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例えば，Q(C9,×4) ∼=qu Q(C9,×7)である．一方で，U(Cn)は可換群
だから，U(Cn) の共役類は U(Cn) 自身である．したがって，この例は
Autgr(Cn)の共役類とQ(Cn)は一対一に対応しないことを示している．

問題 3.3の解決に向けて，等質カンドルや，その中でもQ(G,ψ)の不変
量をいくつか紹介する．この節ではGは有限群を表すものとする．以下
では，命題 3.4や [1]に記載しているいくつかの不変量を少し一般化した
形で紹介する．

定理 3.5 (cf. Higashitani–K. [1]). G,G′ を有限群とし，ψ ∈ Aut(G)，
ψ′ ∈ Aut(G′)とし，Q = Q(G,ψ), Q′ = Q(G′, ψ′)とする．

(a) τ ◦ ψ = ψ′ ◦ τ をみたす群同型写像 τ : G → G′が存在するならば，
Q ∼=qu Q

′が成り立つ．

(b) もしQ ∼=qu Q
′ならば以下が成り立つ．

• |G| = |G′|;

• ordAut(G) ψ = ordAut(G′) ψ
′;

• |Fix(ψ,G)| = |Fix(ψ′, G′)|;

• Innqu(Q) ∼=gr Innqu(Q
′);

• Q(G,ψi) ∼=qu Q(G′, ψ′i) for any i ∈ Z>0.

4 単位連結成分P

Gを有限群とし，ψ ∈ Autgr(G)を恒等写像でないものとする．また
Q = Q(G,ψ)とする．このとき，P = P (Q)を Innqu(Q)による単位元 e

の軌道とする．つまり，

P = {x ∈ G : ∃a1, . . . , ar ∈ G s.t. x = sa1 ◦ · · · ◦ sar(e)}

とする．ここでは P をQの単位連結成分と呼ぶことにする．前回の報告
集で，P について以下の性質が成り立つことを紹介した．

定理 4.1. P について以下が成り立つ．

(a) P はGの正規部分群であり，ψ|P は P 上の自己同型写像である．

(b) Q(P, ψ|P )はQの部分カンドルになる．

(c) ψ|PQ
は PQ上のカンドル自己同型写像である．
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定理 4.2. G,G′をそれぞれ単位元e, e′をもつ有限群とする．ψ ∈ Autgr(G),

ψ′ ∈ Autgr(G
′) に対して，Q = Q(G,ψ), Q′ = Q(G′, ψ′) とおく．ま

た P = P (Q), P ′ = P (Q′)とおく．Q(G,ψ) ∼=qu Q(G′, ψ′)を仮定し，
f : Q(G,ψ) → Q(G′, ψ′) を f(e) = e′ であるようなカンドル同型写像と
する（このような f は必ず存在する）と次が成り立つ．

(a) f |P はPとP ′ の間のカンドル同型写像である．したがってP ∼=qu P
′

である．

(b) f |P は P と P ′ の間の群同型写像である．したがって P ∼=gr P
′ で

ある．

(c) ψ′ ◦ f |P = f |P ◦ ψが成り立つ．

系 4.3. Gが有限単純群のとき，Q(G)と Autgr(G)の共役類集合の間に
一対一対応がある．

さらに系 4.3を用いれば，[1]の主結果は一般の nの場合に拡張され，対
称群に対しての問 3.3は完全に解決される．

系 4.4. Q(Sn)とAutgr(Sn)の共役類集合の間に一対一対応がある．

5 新しい結果
この節では，[8]以降で得られた新たな結果を紹介する．詳細は [2]に記
載予定である．
まずは一般化アレキサンダーカンドルのカンドル内部自己同型群の構造
を P を用いて記述する．以下の命題 5.1, 5.2は [1]で対称群の場合に示さ
れた結果の一般化となっている．

命題 5.1 (Higashitani–K.). Q = Q(G,ψ)に対して，P = P (Q)，m =

ordAutgr(G)(ψ)とおく．このとき，

Innqu(Q) ∼=gr P ⋊ϕ Cm

が成り立つ．ただしこの半直積⋊ϕは ϕ : Cm → Autgr(P ), i 7→ ψ|iP から
定まるものとする．

命題 5.2 (Higashitani–K.). さらに，もし P の中心が自明ならば，次が成
り立つ：

• ψ|P ∈ Inngr(P )ならば，P ⋊ϕ Cm
∼=gr P × Cm;

• ψ|P /∈ Inngr(P )ならば，P ⋊ϕ Cm 6∼=gr P × Cm.
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次に今回の主結果に用いられる条件 (P1), (P2)について説明をする．
P (Q) = Q(P, ψ|P )は一般化アレキサンダーカンドルなので，P 2 := P (P (Q))

を定義することができる．P 2に関して以下の二つの条件を考える．

(P1) P 2はGの正規部分群である．

(P2) P 2 = {sp(e) : p ∈ P}が成り立つ．

注意 5.3. 一般的には (P1), (P2)は成り立たない．さらに (P1), (P2)は
独立な条件であることが以下の例からわかる．8元数群Q8上の位数 3の
自己同型写像ψから得られる一般化アレキサンダーカンドルQ(Q8, ψ)は，
(P1)は満たさないが，(P2)は満たす．一方で，G′ = S3 ×S3上の自己
同型写像 τ ′ : G′ → G′を ψ′(a, b) := (b, a)で定めると，この一般化アレキ
サンダーカンドルQ(G′, ψ′)は，(P1)は満たすが，(P2)は満たさない．
命題 5.4 (Higashitani–K.). 一般化アレキサンダーカンドルQ = Q(G,ψ), Q′ =

Q(G′, ψ′) に対して，P 2 = P (P (Q)), P ′2 = P (P (Q′))とおく．このとき，
Q ∼=qu Q

′ならば次が成り立つ：
(i) P 2 ∼=qu P

′2かつ P 2 ∼=gr P
′2;

(ii) Qは (P1)を満たす ⇐⇒ Q′は (P1)を満たす;

(iii) Qは (P2)を満たす ⇐⇒ Q′は (P2)を満たす.

つまり P 2と (P1)と (P2)はカンドル不変量である．
Example 5.5. アレキサンダーカンドルQ(G,ψ)は (P1), (P2)を満たす．
Proof. • (P1)を満たすことは，Gがアーベル群であることから自明．

• sx(e) = x + ψ(−x + e) = (IdG−ψ)(x)より，ρ = IdG−ψ とおく
と， sx(e) = ρ(x)．さらにこれより P = Im ρである．また P 2 =

Im ρ2 = {ρ(p) : p ∈ Im ρ} = {sp(e) : p ∈ P}より (P2)が言える．

アーベル群以外にも，二面体群から得られる一般化アレキサンダーカン
ドルは (P1), (P2)をみたす．そのほかにも (P1), (P2)をみたす一般化アレ
キサンダーカンドルは存在する．
以下が (P1), (P2)を満たす一般化アレキサンダーカンドルのクラスに

おける同値条件であり，この報告集の主結果である．
定理 5.6 (Higashitani–K.). 一般化アレキサンダーカンドルQ = Q(G,ψ), Q′ =

Q(G′, ψ′)について，QとQ′はそれぞれ (P1), (P2)を満たすと仮定する．
このときQ ∼=qu Q

′であることの必要十分条件は以下の (A), (B), (C)を満
たすことである：
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(A) |G| = |G′|;

(B) |Fix(ψ,G)| = |Fix(ψ′, G′)|;

(C) 以下を満たす群同型写像 h : P = P (Q) → P ′ = P (Q′)が存在する;

(C-1) h ◦ ψ|P = ψ′|P ′ ◦ h;

(C-2) 任意の a ∈ Gに対して，h(sa(e)) = s′a′(e
′)を満たす a′ ∈ G′が

存在する.

証明のアイディア：

• (C-1)により h : P → P ′はカンドル同型写像である．

• (A), (B), (C-2)により特別な全単射 k : G/P → G′/P ′を作り，k ×
h : G ∼= G/P ×P → G′ ∼= G′/P ′ ×P ′がカンドル同型写像であるこ
とを示せばよい．

定理 5.6から以下の 4つの系が得られる．この報告集では証明の細部は
割愛する．詳しくは [2]に記載する予定である．

系 5.7 (Nelson [6]のTheorem 2.1の群論的な解釈). 有限アーベル群G,G′

に対して，Q = Q(G,ψ), Q′ = Q(G′, ψ′)とし，ρ = IdG−ψ, ρ′ = IdG′ −ψ′

とおく．このときQ ∼=qu Q
′であることの必要十分条件は次を満たすこと

である：

(A’) |G| = |G′|;

(C’) h ◦ ψ|Im ρ = ψ′|Im ρ′ ◦ hを満たす群同型写像 h : Im ρ → Im ρ′が
存在する.

Proof. • Fix(ψ,G) = ker ρより (C’)から (B)が従う．

• h(sa(e)) = h(ρ(a))より (C’)から (C-2)が従う．

Dn を位数 2nの二面体群とする．このとき Autgr(Dn)と {(a, b) : a ∈
C×
n , b ∈ Cn}が一対一に対応することが知られている．以降 (a, b)に対応
するDnの自己同型写像を φa,bで表す．

系 5.8. a, a′ ∈ C×
n , b, b′ ∈ Cn とし，d = gcd(n, 1 − a, b) and d′ =

gcd(n, 1 − a′, b′)とおく．このときQ(Dn, φa,b) ∼=qu Q(Dn, φa′,b′) である
ことの必要十分条件は次を満たすことである：

(B’) |Fix(φa,b, Dn)| = |Fix(φa′,b′ , Dn)|;

63



(C’) d = d′;

(C-1’) a ≡ a′ (mod n
d ).

系 5.9. C2nを位数 2nの巡回群とする．このとき任意の a ∈ C×
2nに対し

て，Q(C2n,×a)とカンドル同型になる二面体群から得られる一般化アレ
キサンダーカンドルQ(Dn, φa′,b′)が存在する．つまり，Q(C2n) ⊂ Q(Dn)

である．

nを自然数とし，要素数 nの一般化アレキサンダーカンドルの同型類を
QGAQ(n)で表す．つまり

QGAQ(n) := {Q(G,ψ) : |G| = n, ψ ∈ Autgr(G)}/ ∼=qu

とする．また q(n) := |QGAQ(n)|とする．q(n)の決定は問 3.3の発展的な
問題であるが，nが小さい場合は q(n)を決定することができた．

系 5.10. nが 15以下の q(n)は下の表の通りである．

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

q(n) 1 1 2 3 4 3 6 9 11 5 10 11 12 7 8

注意 5.11. n = 16のとき，(P2)をみたさない二つの一般化アレキサン
ダーカンドル Q(C2 × Q8, ψ), Q((C4 × C2) ⋊ C2, ψ

′) があり，これらの
様々なカンドル不変量はすべて一致する．しかし，Theorem 5.6の仮定を
満たさないので，これらがカンドル同型かどうか判定できていない．
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On tight 3-designs in Hamming association schemes

須田　庄
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1 Tight 3-designs in Hamming association schemes

本研究ではハミングアソシエーションスキームH(n, q)の tight 3-デザインの存在性に関する新たな必要
条件を与える。考えている設定・道具は 2019年に開催された本シンポジウムの著者による報告集とほぼ同
じである。
野田 [9]によるH(n, q)の tight 4-デザインに関する部分的な分類結果の後、[10]でH(n, q)の tight 3, 5-

デザインに関する部分的な分類結果（5-デザインの場合は完全な分類結果）が得られた。tight 3-デザイン
の部分的な分類結果は以下のとおりである。

定理 1. C をハミングアソシエーションスキームH(n, q)の tight 3-デザインとしたとき、次のいずれかが
成り立つ。

1. (|C|, n, q) = (2n, n, 2), nは 4の倍数

2. (|C|, n, q) = (q3, q + 2, q), qは偶数

1のパラメータの場合の存在性は位数が nのアダマール行列の存在性と同値である。本研究の主結果は以
下の通りである。

定理 2. C をハミングアソシエーションスキームH(q + 2, q)の tight 3-デザインとする。このとき、q > 2

ならば qは 4の倍数である。

本研究は Alexander Gavrilyukとの共同研究に基づくものであり、定理 2の詳細な証明はいずれ公開さ
れる [5]を参照されたい。

2 Association schemes

X を有限集合、R0, R1, . . . , RD をX ×X の空でない部分集合とし、Ai (0 ≤ i ≤ D)をグラフ (X,Ri)の
隣接行列とする。このとき、(X, {Ri}Di=0)がクラスがDの（対称）アソシエーションスキームであるとは、
次の条件を満たすときとする：

1. A0 = I|X| (In はサイズが nの単位行列),

2.
∑D

i=0Ai = J|X| (Jn は n× nの成分がすべて 1の行列),

3. A⊤
i = Ai (1 ≤ i ≤ D),

4. 任意の i, j, kに対しある非負整数 pkij が存在して、AiAj =
∑D

k=0 p
k
ijAk が成り立つ。

1
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隣接行列で生成される実数体上のベクトル空間 A := ⟨A0, A1, . . . , AD⟩R は上記の条件 4 より代数とな
る (Bose-Mesner 代数と呼ばれる)。このとき、A は半単純な可換代数であるので、原始べき等元 E0 =
1

|X|J|X|, E1, . . . , ED からなるAの基底が存在する。代数Aは成分ごとの積（◦と記す）についても閉じて
いるので、クライン数 (Krein parameters) qkij (0 ≤ i, j, k ≤ D)を次で定める：Ei ◦Ej =

1
|X|

∑D
k=0 q

k
ijEk.

ここで、クライン数は非負実数であることが知られている。集合 {A0, A1, . . . , AD}, {E0, E1, . . . , ED}はベ
クトル空間Aの基底であるので、基底変換行列Q = (Qij)

D
i,j=0を Ei =

1
|X|

∑D
j=0QjiAj で定める。この行

列 Qを第二固有行列という。
アソシエーションスキーム (X, {Ri}Di=0)が Q-多項式 (Q-polynomial)であるとは、原始べき等元のある

順序付け E1, . . . , ED が存在して、クライン数がなす行列 L∗
1 := (qk1j)

D
k,j=0 が三重対角行列となり、対角

成分の一つ上と一つ下の成分がすべて正となるときとする。a∗i = qi1,i, b
∗
i = qi1,i+1, c

∗
i = qi1,i−1 とおい

て、{b∗0, b∗1, . . . , b∗D−1; c
∗
1, c

∗
2, . . . , c

∗
D}をKrein arrayという。Q-多項式アソシエーションスキームにおいて、

Krein arrayからアソシエーションスキームのパラメータ (pkij , q
k
ij , Q = (Qji)やここでは未定義な第一固有

行列 P = (Pji))がすべて計算される。

例 1. V = {1, 2, . . . , q} (q ≥ 2)とし、X = V n とする。x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ X に対して、
x, yのハミング距離 d(x, y)を xj ̸= yj となる jの個数とする。i = 0, 1, . . . , nに対してRi = {(x, y) | x, y ∈
X, d(x, y) = i}としたとき、(X, {Ri}ni=0)は、第二固有行列がQ = (Kn,q,j(i))

n
i,j=0となるQ-多項式アソシ

エーションスキームとなる。ここでKn,q,i(x) =
∑i

j=0(−1)j(q − 1)i−j
(
x
j

)(
n−x
i−j

)は Krawtchouk polynomial

である。これをハミングアソシエーションスキームといい、H(n, q)と記す。

3 Designs in Q-polynomial association schemes and orthogonal

arrays

Q-多項式アソシエーションスキーム (X, {Ri}Di=0)の頂点集合X の部分集合Cが t-デザイン (t-design)で
あるとは、C の特性ベクトル χ = χC が χ⊤Eiχ = 0 (1 ≤ i ≤ t)を満たすこととする。
Q-多項式アソシエーションスキームがハミングアソシエーションスキームのとき、デザインの概念は組合せ
論的に定義される直交配列と等価である。直交配列OA(N,n, q, t) (orthogonal array)とは成分を 1, 2, . . . , q

とするN × n行列M であって次の性質をみたすものである：M の任意のN × t部分行列の行ベクトルは
{1, 2, . . . , q}tの各要素を λ := N/qt回含む。(ハミングアソシエーションスキームH(n, q)の部分集合 C に
対して、C の各要素を行ベクトルとする行列をM としたとき、C が t-デザインであることとがM が直交
配列 OA(|C|, n, q, t)であることが同値である。)

t-デザイン C に対して、|C|の下界は Rao [11]により次の通り与えられた:

|C| ≥


∑e

k=0

(
n
k

)
(q − 1)k if t = 2e,∑e

k=0

(
n
k

)
(q − 1)k +

(
n−1
e

)
(q − 1)e+1 if t = 2e+ 1.

この不等式において等号が成立するデザインを tightという。
t-デザインから (t− 1)-デザインを構成する、いわゆる derived designに関しては次が成り立つことが直
ちにわかる。

定理 3. C をH(n, q)の t-デザインとする。i ∈ {1, 2, . . . , q}に対して、Ci を次で定める：

Ci = {(x2, . . . , xn) | (i, x2, . . . , xn) ∈ C}.

このとき、次が成り立つ。

1. Ci はH(n− 1, q)の (t− 1)-デザインである。

2
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2. C が tight (2e+ 1)-デザインであれば、Ci は tight 2e-デザインである。

Tight (2e + 1)-デザインに関するWilson型の定理については次が知られている。H(n, q)の部分集合 C

に対して、S(C) = {d(x, y) | x, y ∈ C, x ̸= y}と定め、|S(C)|を C の次数という。

定理 4 ([3, 10]). C をH(n, q)の tight (2e+ 1)-デザインとする。

1. n ∈ S(C）, |S(C)| = e+ 1が成り立つ。

2. S(C) = {α1, . . . , αe, αe+1 = n}とする。このとき、|C|
∏e

i=1(1 − x/αi) =
∑e

j=0Kn−1,q,j(x)が成り
立つ。

Tight 2e-デザインに関するWilson型の定理により、以下のパラメーターのH(n, q)の tight 2e-デザイン
は非存在が示されていた。(nが明記されていない場合は、任意の nに対して非存在が示された。)

• e = 2, q ̸= 6 [9], e = 2, q = 6 [6]

• e ≥ 3, q ≥ 3 [7],

• e = 3, q = 2 and e = 4, 5, 6, q = 2, n ≤ 109 [8].

Tight 2e-デザインの非存在の結果と定理 3を組み合わせることで、分類が完成していない tight (2e + 1)-

デザインのパラメーターは

1. e = 1

2. q = 2, e ≥ 3

となる。e = 1の場合に関する定理 1を証明するために必要な定理を述べる。次の定理から、tight designは
アソシエーションスキームの構造を持つことが知られている。次数が sのCに対して、S(C) = {α1, . . . , αs},
α0 = 0とし、Si = {(x, y) ∈ C × C | d(x, y) = αi} (0 ≤ i ≤ s)と定める。

定理 5 ([3]). CをH(n, q)の t-デザインとし、次数を sとする。このとき t ≥ 2s−2であれば、(C, {Si}si=0)

はクラスが sの Q-多項式アソシエーションスキームである。

よって、tight 3-デザインからはクラスが 2のQ-多項式アソシエーションスキーム（強正則グラフ）が得
られる。定理 1は、上記で得られる強正則グラフのパラメーターを調べることで証明される。

4 主結果の証明の概略
定理 2は次の二つの内容から従う。

(1) H(q + 2, q)の tight 3-デザインに付随するクラスが 2の Q-多項式アソシエーションスキームから、ク
ラスが 3の Q-多項式アソシエーションスキームの構成

(2) (1)で得られたクラスが 3の Q-多項式アソシエーションスキームと同じパラメータを持つアソシエー
ションスキームの三重正則数の整数性

3
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4.1 Q-polynomial association schemes of class 3

C をH(q + 2, q)の tight 3-デザインとする。このとき、α1 = q, α2 = q + 2とすると、S(C) = {α1, α2}
となる (α1 は 1次方程式∑1

i=0Kq+1,q,i(x) = 0の解である)。
i ∈ {1, 2, . . . , q}に対して、Ci を次で定める：

Ci = {(x2, . . . , xq+2) | (i, x2, . . . , xq+2) ∈ C}.

このとき、C̃ :=
∪q

i=1 CiはH(q+ 1, q)の部分集合であり、S(C̃) = {α1, α1 − 1, α2 − 1}となる。C̃ × C̃ の
部分集合 S̃0, S̃1, S̃2, S̃3 を次で定める：S̃0 = {(x, y) ∈ C̃ × C̃ | d(x, y) = 0}とし、

S̃1 = {(x, y) ∈ C̃ × C̃ | d(x, y) = α1},

S̃2 = {(x, y) ∈ C̃ × C̃ | d(x, y) = α1 − 1},

S̃3 = {(x, y) ∈ C̃ × C̃ | d(x, y) = α2 − 1}.

このとき次の定理が成り立つ。
定理 6. C をH(q + 2, q)の tight 3-デザインとする。このとき (C̃, {S̃i}3i=0)はクラスが 3のQ-多項式アソ
シエーションスキームであり、その Krein arrayは

{q2 − 1, q2 − q, 1; 1, q, q2 − 1}.

である。
注意 1. C̃ はH(q + 1, q)の部分集合として、t := 2-デザインかつ次数 s := 3である。t = 2s− 4となるの
で、定理 5の仮定 “t ≥ 2s− 2”を満たさない。よって定理 6は、従来の Delsarte理論では導かれない結果
である。
定理 6は、各 CiがH(n− 1, q)の 3-デザインであり次数が 2であることと、さらに相異なる i, jに対して

|{d(x, y) | x ∈ Ci, y ∈ Cj}| = 2

であることを用いて、(一つの部分集合に関する)従来の Delsarte理論の “t ≥ 2s− 2型の定理 (定理 5)”を
複数の部分集合に拡張することで得られる [12, 13]。

4.2 Triple intersection numbers for some Q-polynomial association schemes

定理 6のアソシエーションスキームのパラメータを持つアソシエーションスキームに関して次が成り立つ。
定理 7. (X, {Ri}3i=0) を Q-多項式アソシエーションスキームとし、その Krein array を {q2 − 1, q2 −
q, 1; 1, q, q2 − 1}とする。このとき、qが偶数かつ q > 2ならば、qは 4の倍数である。
定理 7の証明には以下の三重交差数 (triple intersection number)とその性質を用いる [2]。頂点u, v, w ∈ X

と整数 i, j, k (0 ≤ i, j, k ≤ D)に対して、[
u v w
i j k

]
:= |{x ∈ X | (u, x) ∈ Ri, (v, x) ∈ Rj , (w, x) ∈ Rk}|

を三重交差数と呼ぶ。三重交差数とクライン数、第二固有行列の間には次の重要な関係が成り立つ。
定理 8. ([2, Theorem 3], cf. [1, Theorem 2.3.2]) (X, {Ri}Di=0)をクラスがDの対称なアソシエーションス
キームとし、その第二固有行列を Q、クライン数を qkij (0 ≤ i, j, k ≤ D)とする。このとき、

qkij = 0 ⇐⇒
D∑

r,s,t=0

QriQsjQtk

[
u v w
r s t

]
= 0 for all u, v, w ∈ X.

が成り立つ。
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定理 7の証明の概略は以下の通りである。与えられたアソシエーションスキームはQ-多項式であるので、
多数の i, j, kに対して qkij = 0となる。そのような i, j, kに対して、定理 8から適当な三頂点（具体的には
p22,2 = q(q+3)(q− 2)/4 > 0が仮定 q > 2から従うので、(x, y), (y, z), (z, x) ∈ R2となる三頂点 u, v, w）に
対する三重交差数に関する一次関係式が得られる。三重交差数を未知数とする連立一次方程式の解を求め
ると、

[
u v w
1 2 3

]
= q2−q

4 となる。これが整数でなければならないので、qが偶数であることに注意すると、
qは 4の倍数となる。
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APN 関数 f : V → Wについて

谷口浩朗 ∗

大和大学教育学部

1 はじめに

以下は 2022年 6月 17日に第 38回代数的組合せ論シンポジウムで発表させていただいた内容をまとめた

ものです。講演をさせていただき感謝しています。講演内容に関してはすでに専門誌に投稿しているので

すが [6]，何度か書き直しを命ぜられていて (9月現在 4回目) minor revisionという扱いが続いており，ま

だ acceptされていません。(補足：2023年 1月 2日に acceptされました。) 第 3節以降の結果には長くな

るため証明をつけていませんが，もし興味を持たれましたら [6]をご参照ください (preprintをお送りしま

す)。また現在知られている APN関数に関しては,[2], [3], [5]をご覧ください。本稿は，m > nである場合

に APN関数 f : Fn
2 → Fm

2 を考察するための足がかりとして D-propertyという性質について調べ，また

D-propertyを満たすような一連の例を構成する，という内容です。

2 D-propertyについて

2元体 F2 上のベクトル空間上の関数 f : Fn
2 → Fn

2 が APN関数であるとは, f がすべての a ∈ Fn
2\{0}

と b ∈ Fm
2 に対して，解の個数 |{x ∈ Fn

2 | f(x + a) + f(x) = b}| ≤ 2を満たすことである。APN関数は

1993年に Nybergによって差分攻撃に強い耐性をもつ暗号の設計のため導入された。f が 2次的であると

は f(x + y) + f(x) + f(y) + f(0)が x, y ∈ Fn
2 について F2-bilinearであることである。2個の関数 f1, f2

について，直積 Fn
2 × Fm

2 の適当な F2-アフィン同型写像によってグラフ {(x, f1(x)) | x ∈ Fn
2} がグラフ

{(x, f2(x)) | x ∈ Fn
2}に移されるとき，関数 f1 と f2 は CCZ同値であるという。

J. Dillonは「すべてのAPN関数 f : Fn
2 → Fn

2 は {f(x)+ f(y)+ f(z)+ f(x+ y+ z) | x, y, z ∈ Fn
2} = Fn

2

を満たす」ことを観察した (現在は証明されている)。この条件を Dillonの観察と呼ぶことにする。本稿で

は「Dillonの観察」条件を関数 f : Fn
2 → Fm

2 (n ≤ m)に対して一般化し，D-propertyと呼ぶ (命名は

C. Carlet氏のアドバイスによる)。

定義 1 (D-property)

関数 f : Fn
2 → Fm

2 が条件 {f(x) + f(y) + f(z) + f(x + y + z) | x, y, z ∈ Fn
2} = Fm

2 を満たすとき「f が

D-property を満たす」という。

n = mのときには，Dillonの観察により APN関数について D-propertyが常に成り立つが，本稿では第

5節において，n < mのときにも D-propertyが成り立つような APN関数の一連の例が存在することを示

す。さて Bf (x, t)を

Bf (x, t) = f(x+ t) + f(x) + f(t) + f(0)

∗taniguchi.hiroaki@yamato-u.ac.jp
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と定めると，D-property は次のようにも表現できる。

{Bf (x, t) +Bf (y, t) | x, y, t ∈ Fn
2} = Fm

2 ,

実際 Bf (x, t)+Bf (y, t) = f(x+t)+f(x)+f(t)+f(0)+f(y+t)+f(y)+f(t)+f(0) = f(x+y+z)+f(x)+

f(y)+f(z)(ただし t = y+z)である。f が 2次的な関数のとき，定義よりBf (x, t)+Bf (y, t) = Bf (x+y, t)

が成り立つので D-propertyは 2次的な関数については「{Bf (x, t) | x, t ∈ Fn
2} = Fm

2 」のように表現できる。

D-propertyについて以下の基本的な性質が成り立つことが示せた。

F2
n f //

π◦f !!D
DD

DD
DD

D
⟳

F2
m

π

��

F2
m

′

集合Df := {Bf (x, t)+Bf (y, t) | x, y, t ∈ Fm
2 with x ̸= y, t ̸= 0 and x ̸= y+ t}と定める。f がAPN関数で

あるための必要十分条件はDf ̸∋ 0であることがすぐにわかる。次の補題 2の非常に簡明な証明はC. Carlet

氏のアドバイスによる。

補題 2

f : Fn
2 → Fm

2 を APN 関数，π : Fm
2 → Fm1

2 を F2-linear surjection とする。このとき, π ◦ f が APN 関数

であるための必要十分条件は Df ∩Ker(π) = ∅である。

証明 π ◦ f が APN関数であるための必要十分条件はDπ◦f = π(Df ) ̸∋ 0である。仮定よりDf ̸∋ 0であ

るので, π(Df ) ̸∋ 0であるための必要十分条件はDf ∩Ker(π) = ∅であることがわかる。
Df ∪ {0} = {Bf (x, a) +Bf (y, a) | x, y, a ∈ Fn

2}であることより 次の命題 3，命題 4がわかる:

命題 3

f : Fn
2 → Fm

2 を APN 関数とする。 このとき f が D-property {Bf (x, a) + Bf (y, a) | x, y, a ∈ Fn
2} = Fm

2

を満たすための必要十分条件は，どのような F2-linear surjection π : Fm
2 → Fm1

2 （m1 < m）に対しても

π ◦ f が APN 関数にならないことである。

証明 D-propertyを満たしているならば，Df ∩Ker(π) ̸= ∅であるので，π ◦ f は APN 関数にならな

い。D-propertyを満たしていないならば，Df ∩ ⟨p⟩ = ∅となる点 p ∈ Fm
2 が存在するので，補題 2より

Ker(π) = ⟨p⟩となる πに対して π ◦ f が APN 関数になる。

命題 4

f : Fn
2 → Fm

2 を D-propertyを満たさない APN 関数とする。このとき F2-linear surjection π : Fm
2 → Fm1

2

（m1 < m）が存在して π ◦ f が D-propertyを満たす APN 関数となる。

証明 仮定より f は D-propertyを満たしていないので，Df ̸= (Fm
2 )× であり，Df ∩ ⟨p⟩ = ∅となる点

p ∈ Fm
2 が存在する。M を Fm

2 の F2-ベクトル空間 V で，条件 Df ∩ V = ∅ を満たすもの全体の集合と
する。V1, V2 ∈ M に対し, 順序 V1 ≥ V2 を V1 ⊇ V2 であることとして定める。W をこの順序に関する

M の極大元とする。また π : Fm
2 → Fm1

2 を Ker(π) = W である F2-linear surjection とする。このとき，

補題 2より π ◦ f は APN 関数である。π が F2-linear surjectionであることより Dπ◦f = π(Df )がわか

る。Dπ◦f = (Fm1
2 )× を背理法で証明する。p ∈ (Fm1

2 )× で p ̸∈ Dπ◦f となるものが存在すると仮定する。

V := π−1(⟨p⟩)とすると V ⊃W でありまたDf ∩ V = ∅を満たすが これはW の極大性に反する。

次の例 1は 補題 2 と Edelと Pottのスイッチング構成 [4]が関係していることを示している。
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例 1 f : Fn
2 → Fm

2 をAPN関数, g : Fn
2 → F2を非自明な関数とする。このとき f1 : Fn

2 ∋ x→ (f(x), g(x)) ∈
Fm
2 ⊕ F2 は APN関数となる。π : Fm

2 ⊕ F2 → Fm
2 を F2-linear surjectionで ker(π) = ⟨(u, 1)⟩, u ̸= 0と

する。すると (π ◦ f1)(x) = f(x) + ug(x) となっている。補題 2 より π ◦ f1 が APN 関数である必要

十分条件は (u, 1) /∈ {Bf1(x, t) + Bf1(y, t) | x, y, t ∈ Fm
2 ⊕ F2} であるが, この条件は Edel-Pott の条件

“f(x+ t) + f(x) + f(y + t) + f(y) = uのとき g(x+ t) + g(x) + g(y + t) + g(y) = 0” と同値である。

3 Nonlinearityについて

関数 f : Fn
2 → Fm

2 の nonlinearity nl(f) は以下のように定義される。

nl(f) = 2n−1 − 1

2
max

a∈Fn
2 ,b∈(Fm

2 )×
|
∑
x∈Fn

2

(−1)a·x+b∗f(x)|.

ここで · と ∗ は Fn
2 と Fm

2 の内積である。F2 ⊕ Fn
2 ⊕ Fm

2 において, ((ϵ, x, a), (ϵ
′
, y, b)) := ϵϵ

′
+ x · y + a ∗ b，

ここに (ϵ, x, a), (ϵ
′
, y, b) ∈ F2 ⊕ Fn

2 ⊕ Fm
2 ，と内積を定める。nonlinearityは関数 f がどれだけ線形関数か

ら離れているかという一つの指標であるが，線形攻撃法という暗号解読の方法に対してどれだけ強い耐性

を持つかということに対する指標としても考えられている様である [3]。以下のことがわかった。

命題 5

関数 f : Fn
2 → Fm

2 が f(0) = 0 であるとき， nl(f) = 0 であるための必要十分条件は 線形部分空間

L ⊊ F2 ⊕ Fn
2 ⊕ Fm

2 で {(1, x, f(x)) | x ∈ Fn
2} ⊂ Lとなるものが存在することである。

ところが, f が D-propertyを満たすとき次のことがわかる。

命題 6

関数 f : Fn
2 → Fm

2 が D-propertyを満たすとすると, {(1, x, f(x)) | x ∈ Fn
2} が F2 ⊕ Fn

2 ⊕ Fm
2 を生成する。

結局，f が D-propertyを満たし f(0) = 0のときは nonlinealityは 0にならないことがわかる。

系 7

関数 f : Fn
2 → Fm

2 が f(0) = 0であるとき， D-propertyを満たすならば nl(f) > 0 が成り立つ。

a ∈ Fn
2，b ∈ (Fm

2 )×に対して「Wf (a, b) :=
∑

x∈Fn
2
(−1)a·x+b∗f(x)」と定義する。K = F2n+1 とする。APN

関数 f : K → K が {Wf (a, b) | a ∈ K, b ∈ K×} = {0,±2(n+2)/2}を満たすとき Almost Bent (AB)関数と

いう。AB関数は最も高い nonlinearityを持つ関数である。

次の命題は関数 f : Fn
2 → Fn+1

2 で高い nonlinearityを持つものが存在することを示している。一般に

「n < mの場合には関数 f : Fn
2 → Fm

2 は nonlinearityが 0であるか非常に低い値しかとらない」との誤解が

多くの研究者達にあったようである。そのために系 7および次の命題 8を示して誤解を解く必要があった。

命題 8

L をK = F2n+1 の n-次元部分空間とし，f |L : L → K を，K 上の APN関数 f を Lに制限した APN関

数とする。このとき,

• nl(f |L) ≥ 2n−1 − 1
2 maxa∈K,b∈K× |Wf (a, b)|,

• f : K → K が AB (Almost Bent) 関数ならば nl(f |L) = 2n−1 − 2n/2。

3
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4 CCZ同値について

CCZ同値に関しては以下のことがわかった。

命題 9

f, g : Fn
2 → Fm

2 を CCZ-同値 な関数とする。 もし f が {Bf (x, t) | x, t ∈ Fn
2} = Fm

2 を満たすならば g は

D-propertyを満たす。

系 10

f, g : Fn
2 → Fm

2 を CCZ-同値な関数とする。もし f が 2次的な関数で D-propertyを満たすとすると, g は

D-propertyを満たす。

系 10より，2次的な関数に関しては D-propertyという性質は CCZ同値で保たれることがわかる。2次的

ではない関数に関しては D-propertyは CCZ同値で保たれるかどうかはまだ不明である。しかし 2次的で

はない APN関数で {Bf (x, t) | x, t ∈ Fn
2} = Fm

2 を満たすものが多く存在する (例 3，例 4)。それらの APN

関数に関しては D-propertyは CCZ同値で保たれていることが命題 9よりわかる。

5 D-propertyを満たすAPN関数 f : Fn2 → Fn+1
2 の一連の例

この節では n < mの場合にも，D-propertyを満たすAPN関数 f : Fn
2 → Fm

2 の一連の例が存在すること

を m = n+ 1の場合に示す。以下，K = F2n+1 とし，T0 = {x ∈ K | Tr(x) = 0}とする。

定理 11

n+ 1 = 2m，m ≥ 3とする。 F をK = F2n+1 拡大次数 [K : F ] = 2であるような部分体とする。

f(x) =
∑
i<j

aijx
2i+2j +

∑
k

bkx
2k + c

を K 上の 2 次的な APN 関数で aij , bk, c ∈ F であり i + j ≡ 1 (mod 2) であると仮定する。このとき

f : T0 ≃ Fn
2 → K ≃ Fn+1

2 は D-propertyを満たす。

この定理の証明は準備が必要で長くなりますので省略します。この定理の証明が出来たことが，[6]を書き

始めるきっかけとなりました。以下の補題 12は D-propertyを満たす 2次的な APN関数 f : Fn
2 → Fn+1

2

の構成において非常に有用であったので，特にここに記録しておきたいと思います。

補題 12

f(x) =
∑

i<j aijx
2i+2j +

∑
k bkx

2k + c を K 上の 2次的な APN関数で aij , bk, c ∈ F とする。ここに F

は K の部分体で F ̸= F2,F4 とする。また t を F の 0 でない元とし a ∈ K とする。 このとき，もし

TrKF (a) ∈ {Bf (t, x1) | x1 ∈ F}ならば, a ∈ {Bf (t, x) | x ∈ K}である。

定理 11の応用として，以下の D-propertyを満たす APN関数 f : T0 ≃ Fn
2 → K ≃ Fn+1

2 の例が存在す

ることがわかった。

例 2 n + 1 = 2m，m ≥ 3とし，f(x) = xσ+1 をK 上の Gold関数とする。(σ は Gal(K/F2)の生成元）。

このとき f : T0 ≃ Fn
2 → K ≃ Fn+1

2 は D-propertyを満たす。

証明 xσ := x2
i

とすると，xσ+1 = x2
i+20 において，gcd(i, n+ 1) = 1および n+ 1 = 2mより i+ 0 ≡ 1

(mod 2)となる。よって定理 11の仮定は満たされている。
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例 3 n + 1 = 2m，m ≥ 3とし，f(x) = x3 + a−1 Tr(a3x9) を K 上定義された Budaghyan, Carlet, and

Leander の APN関数とする [1]。 さらに F をK の [K : F ] = 2である部分体とし，a ∈ F×とする。この

とき f : T0 ≃ Fn
2 → K ≃ Fn+1

2 は D-propertyを満たす。

証明 x3 = x2
1+20 で 1 + 0 ≡ 1 (mod 2)であり，また (x9)2

i

= x2
3+i+20+i

において (3 + i) + (0 + i) ≡ 1

(mod 2)である。 さらに a−1+3·2i ∈ F なので, f(x) = x3 + a−1 Tr(a3x9) = x3 +
∑n−1

i=0 a
−1+3·2i(x9)2

i

に

対して定理 11の仮定は満たされている。

5.1 f |T0(K) has the D-property if f |T0(F ) has the D-property

F をK の部分体とし，T0(K) = {x ∈ K | Tr(x) = 0}, T0(F ) = {x ∈ F | TrFF2
(x) = 0}とする。この節

ではK 上の 2次的なまたは単項式で表される APN関数 f について，f をK のある部分体 F に制限した

ときに f |T0(F ) : T0(F ) → F がD-propertyを満たしているならば，f |T0(K) : T0(K) → K もD-propertyを

満たしていることを示すことにより多くのD-propertyを満たすAPN関数 f : T0(K) → K の例が構成でき

ることを見ます。以下の定理 13の証明では補題 12がキーになりました。

定理 13

K = F2n+1 とし, F をK の部分体で F ̸= F2,F4 とする。f(x) =
∑

i<j ai,jx
2i+2j +

∑
k bkx

2k + cをK 上

の 2次的な APN関数で ai,j , bk, c ∈ F とする。このときもし f |T0(F ) : T0(F ) → F が D-propertyを満たす

ならば, f |T0(K) : T0(K) → K も D-propertyを満たす。

単項式で表される APN関数に関しては，次の「Dobbertinの観察」といわれる結果が基本的である。

事実 1 (Dobbertinの観察) f(x) = xm を K = F2n+1 上の単項式で表される APN関数とする。このと

き，もし n+ 1 が奇数なら gcd(m, 2n+1 − 1) = 1, n+ 1 が偶数なら gcd(m, 2n+1 − 1) = 3が成り立つ。

単項式で表される APN関数に関しては，次の命題 14がうまく機能して定理 15,定理 16が証明できま

した。これらの定理を用いると，体 F の拡大次数が小さい場合に f |T0(F ) : T0(F ) → F が D-propertyを満

たすことをコンピュータでチェックしておくことにより，F の拡大体K において f |T0(K) : T0(K) → K に

関しても D-propertyが成り立つことがわかり，多くの D-propertyを満たす例を構成できます。

命題 14

f(x) = xmをK上の単項式とし，F をKの部分体, α ∈ F×とする。もし {αam1 | a1 ∈ F} ⊂ {Bf (x1, t1)+

Bf (y1, t1) | x1, y1, t1 ∈ T0(F )}であれば, {αam | a ∈ K} ⊂ {Bf (x, t) + Bf (y, t) | x, y, t ∈ T0(K)}が成り
立つ。

定理 15

f(x) = xm をK = F2n+1 上の単項式で表される APN 関数で gcd(m, 2n+1 − 1) = 1とする。また F をK

の部分体とする。このときもし f |T0(F ) : T0(F ) → F が D-propertyを満たすならば, f |T0(K) : T0(K) → K

も D-propertyを満たす。

定理 16

f(x) = xm を K = F2n+1 上の単項式で表される APN 関数で gcd(m, 2n+1 − 1) = 3 とする。 また F

を K の部分体で F ⊃ F4 とする。このときもし f |T0(F ) : T0(F ) → F が D-property を満たすならば,

f |T0(K) : T0(K) → K も D-propertyを満たす。
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次の定理は，2次的ではないAPN関数であるにもかかわらず，性質 {Bf (x, t) | x, t ∈ T0(F2n+1)} = F2n+1

を満たすことがあることを示している。この性質は 2次的な関数については D-propertyと同値な性質であ

るが，2次的ではない APN関数については D-propertyよりも強い性質であり，この性質を満たしていな

いが D-propertyを満たしている（2次的ではない）単項 APN関数をコンピュータを用いていくつも見出

すことが出来る。

定理 17

f(x) = xm を体K = F2n+1 上の単項式で表された APN関数とする。f を部分体 F (n+ 1が偶数のときは

F ⊃ F4 とする)に制限した関数が {Bf (x, t) | x, t ∈ T0(F )} = F を満たすとすると f |T0(K) : T0(K) → K

は {Bf (x, t) | x, t ∈ T0(K)} = K を満たす。

この定理とコンピュータの使用により以下のような {Bf (x, t) | x, t ∈ T0(K)} = Kを満たす (D-propertyも

満たしている，定義域を T0(K)に制限した)APN関数 f |T0(K) : T0(K) → K の一連の例の存在がわかった。

例 4 • (Kasami APN 関数の制限) f(x) = x2
2i−2i+1 　 i ≡ 3, 4 (mod 7) on K = F27s with s an

odd integer, any Kasami APN functions on K = F29s ,F211s ,F213s with s an odd integer, and any

Kasami APN functions on K = F28s ,F210s ,F212s ,F214s with s a positive integer;

• (Welch APN 関数の制限) f(x) = xm m = 23+7l + 3 on F27s , m = 24+9l + 3 on K = F29s , m =

25+11l + 3 on K = F211s , and m = 26+13l + 3 on K = F213s with s = 2l+1 and l a positive integer;

• (Niho APN 関数の制限) f(x) = xm, where m = 2t + 2(3t+1)/2 − 1 with t = 22l + 5 on K = F211s

and t = 30l + 7 on K = F215s , or m = 2t + 2t/2 − 1 with t = 26l + 6 on K = F213s for s = 4l + 1

and l a positive integer; and

• (Inverse APN 関数の制限) f(x) = x2
ks−2 on K = F2ks for k = 7, 9, 11, 13, 15 and for odd integer s.

また，定理 17を用いることにより以下の例の存在がわかる。

例 5 t = 2l, l ≥ 3とし，K = F25t とする。f(x) = xm（ただしm = 24t + 23t + 22t + 2t − 1）をK 上定

義された Dobbertinの単項 APN関数とする。 このとき {Bf (x, t) | x, t ∈ T0(K)} = K が成り立つ。
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Sigma involutions associated with parafermion
vertex operator algebras

一橋大学名誉教授　山田裕理 1

1 はじめに
頂点作用素代数のヒュージョン代数に関する対称性は，興味深い研究対象である．

ヒュージョン代数の対称性に基づく自己同型が自明に作用するような部分代数は，そ
れ自身が新しい対称性を持つことがある．本稿ではこのような場合を取り上げる．
sl2型のパラフェルミオン頂点作用素代数K(sl2, k)のヒュージョン代数は，位数

kの自己同型 τ を持つ．この自己同型 τ が自明に作用するようなK(sl2, k)の既約加
群を σ型の既約加群という．k ≥ 3ならばK(sl2, k)の自己同型群Aut(K(sl2, k))は
位数 2で，その単位元以外の元を θで表すと，σ型の既約加群は θ不変である．し
たがって，σ型の既約加群は 〈θ〉によるK(sl2, k)のオービフォールドK(sl2, k)

⟨θ⟩の
2個の既約加群の直和になる．これらの既約K(sl2, k)

⟨θ⟩加群で張られるK(sl2, k)
⟨θ⟩

のヒュージョン代数の部分代数は，位数 2の自己同型 σを持つ．これが表題にある
sigma involutionである．
k = 3のときの σはMiyamoto [12]により導入され，Lam-Yamauchi [10]により詳

しい研究がなされている．k = 2のときは，Aut(K(sl2, 2)) = 1なので事情は少し異
なるが，K(sl2, 2)のヒュージョン代数において τ が自明に作用する部分代数は位数
2の自己同型 σを持つことがMiyamoto [11] により示されている．自己同型を表す
τ と σという記号は，この論文 [11]で最初に導入された．
本稿では，Ching Hung Lam氏との共同研究 [8]に基づいて，任意の k ≥ 3に対し

て τ と σを考察する．

2 パラフェルミオン頂点作用素代数K(sl2, k)

k ≥ 2 を整数とする．この節では，sl2 型のパラフェルミオン頂点作用素代数
K(sl2, k)に関して，本稿で必要となる性質をまとめておく．
K(sl2, k)は自己双対，有理的，C2余有限でCFT型の単純頂点作用素代数で，中

心電荷は 2(k−1)
k+2

である．自己同型群Aut(K(sl2, k))は k = 2のときは 1で，k ≥ 3な
らばAut(K(sl2, k)) = 〈θ〉は位数 2である．

1e-mail: yamada.h@r.hit-u.ac.jp
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以下，簡単のためM0 = K(sl2, k)とおくことにする．M0の既約加群は

M i,l; 0 ≤ i ≤ k, 0 ≤ l < 2k, i ≡ l (mod 2)

で表される．ここで，M i,lの 2番目の添字 lはmodulo 2kで考える．なおM0,0 = M0

である．これらの既約加群に対して

M i,l ∼= Mk−i,k+l (2.1)

という同型が成り立つので，M0の既約加群の同型類の完全代表系として

Irr(M0) = {M i,l | 0 ≤ i ≤ k, 0 ≤ l < k, i ≡ l (mod 2)}

をとることができる．特に，| Irr(M0)| = 1
2
k(k + 1)である．θは Irr(M0)上に次の

置換
M i,l ◦ θ = M i,2k−l (2.2)

を引き起こす．なお，M i,lのトップレベルは 1次元である．
k ≥ 3のときは，定数倍を除いて一意的なウエイト 3のプライマリー元W 3でM0

は頂点作用素代数として生成される．自己同型 θのW 3への作用は，θ(W 3) = −W 3

である．

注意 2.1 [8]ではK(sl2, k)の既約加群をM i,jと M̃ i,lの 2通りに表記している．本稿
のM i,lは，[8]の M̃ i,lである．K(sl2, k)の既約加群を [8]のM i,j ではなく，本稿の
ようにM i,lで表すほうが，後でヒュージョン積を議論する際に都合がよい．

k = 2, 3のときの K(sl2, k)は，Virasoro頂点作用素代数を用いて記述できる．
L(c, 0)を中心電荷 cのVirasoro頂点作用素代数とし，L(c, h)をその最高ウエイト h

の既約加群とする．
k = 2のとき
K(sl2, 2) = L(1

2
, 0)で，その既約加群は

M0,0 = M2,2 = L(1
2
, 0),

M0,2 = M2,0 = L(1
2
, 1
2
),

M1,1 = M1,3 = L(1
2
, 1
16
)

の 3個である．このうちM0,0 = M0とM2,0が σ型の既約加群である．
k = 3のとき
K(sl2, 3) = L(4

5
, 0)⊕ L(4

5
, 3)で，その既約加群は

M0,0 = M3,3, M 0,2 = M3,5, M 0,4 = M3,1,

M1,1 = M2,4, M 1,3 = M2,0, M 1,5 = M2,2

2
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の 6個である．このうち

M0,0 = L(4
5
, 0)⊕ L(4

5
, 3), M 2,0 = L(4

5
, 2
5
)⊕ L(4

5
, 7
5
)

の 2個が σ型の既約加群である．
既約K(sl2, 3)加群は，L(4

5
, 0)の加群としては 1個または 2個の既約加群の直和で

ある．L(4
5
, 0)の単純カレント L(4

5
, 3)とのヒュージョン積により，K(sl2, 3)の既約

加群としての構造が定まる．L(4
5
, 0)の既約加群の同型類は 10個であるが，それら

とL(4
5
, 3)とのヒュージョン積からK(sl2, 3)の既約加群が定まる様子は，Miyamoto

[12]で説明されている．なお，そこで基本となるVirasoro頂点作用素代数のヒュー
ジョン積は，Wang [14]により決定されている．

3 自己同型 τと τW

k ≥ 2とする．この節では，K(sl2, k)のヒュージョン積に基づいて τ と τW を定義
する．M0 = K(sl2, k)のヒュージョン積は，

M i1,l1 ⊠M0 M i2,l2 =
∑

r∈R(i1,i2)

M r, l1+l2 (3.1)

であることがDong-Wang [1]により決定されている．ここで，

R(i1, i2) = {r ∈ Z | |i1 − i2| ≤ r ≤ min{i1 + i2, 2k − i1 − i2}, i1 + i2 + r ∈ 2Z}

である．

注意 3.1 ヒュージョン積 ⊠M0 は可換で結合的な二項演算で，頂点作用素代数M0

自身は ⊠M0に関して単位元，すなわちM0 ⊠M0 M i,l = M i,lである．

Irr(M0)を基底とするC上のベクトル空間は，ヒュージョン積 ⊠M0により可換で結
合的な代数になる．この代数をM0のヒュージョン代数という．ヒュージョン代数の対
称性はヒュージョン積 (3.1)から導かれるが，実際には以下のことがZamolodchikov-

Fateev [15]によりかなり以前から知られていた．

定理 3.2 ([15], c.f. [8, Theorem 3.1])

τ : M i,l 7−→ exp(2π
√
−1/k)lM i,l ; 0 ≤ i ≤ k, 0 ≤ l < 2k, i ≡ l (mod 2)

は，M0のヒュージョン代数の位数 kの自己同型である．

注意 3.3 M i,lの lはmodulo 2kで考えるが，τの定義において exp(2π
√
−1/2k)lでは

なく exp(2π
√
−1/k)lとする理由は，同型 (2.1)と矛盾しないようにするためである．
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τ が 1として作用するM0の既約加群を，σ型という．σ型の既約M0加群は，
M2j,0; 0 ≤ j ≤ bk/2c

の bk/2c+ 1個である．
V を頂点作用素代数とし，V ⊃ W ∼= K(sl2, k)とする．このとき，V はW の加群

として既約W 加群いくつかの直和に分解される．
0 ≤ l < kを固定する．V を既約W 加群の直和に分解したとき，M i,l; 0 ≤ i ≤ k,

i ≡ l (mod 2)と同型な既約成分全部の和を VW [l]で表すと，

V =
k−1⊕
l=0

VW [l]

が成り立つ．ここでは，lをmodulo kで考える．定理 3.2により次の定理が得られる．
定理 3.4 ([8, Theorem 3.3]) 上記の記号のもとで，線形写像 τW : V → V を

τW (v) = exp(2π
√
−1/k)lv ; v ∈ VW [l], 0 ≤ l < k

と定義すると，τW は頂点作用素代数 V の自己同型である．
τW = 1であるとき，すなわち V = VW [0]であるとき，V はW 加群としてσ型と
いう．また，W をσ型のパラフェルミオン部分頂点作用素代数という．

4 自己同型 σとσW

k ≥ 3とし，
K(sl2, k)

⟨θ⟩ = {v ∈ K(sl2, k) | θ(v) = v}

とおく．K(sl2, k)
⟨θ⟩の既約加群の分類，およびヒュージョン積の決定は Jiang-Wang

[5, 6]によりなされている．この節では，その結果を用いて σと σW を定義する．
M0 = K(sl2, k)について，M0,± = {v ∈ M0 | θ(v) = ±v}とおく．M0,+ =

K(sl2, k)
⟨θ⟩で，M0 = M0,+⊕M0,−である．M0,−は既約M0,+加群で，M0,−のトッ

プレベルはM0のウエイト 3のプライマリー元W 3で張られる．
(2.2)によりM2j,0; 0 ≤ j ≤ bk/2cは θ-不変でなので，M2j,0は

M2j,0 = (M2j,0)0 ⊕ (M2j,0)1 (4.1)

と，θの固有空間に分解される．ここでは，θの固有空間 (M2j,0)0と (M2j,0)1は
conformal weight of M2j,0 = conformal weight of (M2j,0)0

< conformal weight of (M2j,0)1
(4.2)

という条件を満たすように指定する．(M2j,0)0と (M2j,0)1は，ともに既約M0,+加群
である．なお，(M0,0)0 = M0,+で，(M0,0)1 = M0,−である．

4
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注意 4.1 [6]では，θの固有空間を (M2j,0)± = {v ∈ M2j,0 | θ(v) = ±v} ではなく
(M2j,0)0と (M2j,0)1で表すことにより，M0,+のヒュージョン積が見やすい形で記述
できるように工夫されている．

次の定理は，Jiang-Wang [6]で決定されているM0,+ のヒュージョン積のうち，
ヒュージョン代数の自己同型 σを定義する際に必要なことをまとめたものである．

定理 4.2 ([8, Theorem 3.4])

(1) 0 ≤ j ≤ bk/2cと ϵ1, ϵ2 ∈ {0, 1}に対して
(M0,0)ϵ1 ⊠M0,+ (M2j,0)ϵ2 = (M2j,0)ϵ1+ϵ2 .

ただし，ϵ1 + ϵ2はmodulo 2で考える．
(2) k ≥ 4のとき，1 ≤ j ≤ bk/2c − 1に対して

(M2,0)0 ⊠M0,+ (M2j,0)0 = (M2(j−1),0)0 + (M2j,0)1 + (M2(j+1),0)0.

(3) j = bk/2cに対して，kが奇数ならば
(M2,0)0 ⊠M0,+ (M2j,0)0 = (M2(j−1),0)0 + (M2j,0)1.

kが偶数ならば
(M2,0)0 ⊠M0,+ (Mk,0)0 = (Mk−2,0)0.

注意 4.3 ヒュージョン積 ⊠M0,+は可換で結合的な二項演算で，M0,+⊠M0,+ (M2j,0)ϵ =

(M2j,0)ϵである．したがって，定理 4.2の (1), (2), (3)によりすべての 1 ≤ j1, j2 ≤
bk/2cと ϵ1, ϵ2 ∈ {0, 1}について (M2j1,0)ϵ1 ⊠M0,+ (M2j2,0)ϵ2 は定まる．

定理 4.2により，次のような自己同型 σが定義できる．

定理 4.4 ([8, Theorem 3.6])

σ : (M2j,0)ϵ 7−→ (−1)j+ϵ(M2j,0)ϵ ; 0 ≤ j ≤ bk/2c, ϵ ∈ {0, 1}

は，(M2j,0)ϵ; 0 ≤ j ≤ bk/2c, ϵ ∈ {0, 1} で張られるM0,+のヒュージョン代数の部
分代数の位数 2の自己同型である．

V は頂点作用素代数で，V ⊃ W ∼= K(sl2, k), k ≥ 3とする．さらに，V = VW [0]，
すなわち V はW 加群として σ型と仮定する．V を既約M0,+加群の直和に分解した
とき，(M2j,0)ϵと同型な既約成分全部の和を VW+ [j, ϵ]で表すと，

V =

⌊k/2⌋⊕
j=0

⊕
ϵ∈{0,1}

VW+ [j, ϵ]

が成り立つ．このとき，定理 4.4により次の定理が得られる．
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定理 4.5 ([8, Theorem 3.7]) 上記の記号のもとで，線形写像 σW : V → V を

σW (v) = (−1)j+ϵv ; v ∈ VW+ [j, ϵ], 0 ≤ j ≤ bk/2c, ϵ ∈ {0, 1}

と定義すると，σW は頂点作用素代数 V の位数 2の自己同型である．

σW を，W に付随する頂点作用素代数 V のσ-involutionという．
k = 2, 3のときの τ と σはMiyamoto [11, 12] で考察されている．k = 2の場合は

θ = 1であることに注意する．
k = 2のとき ([11])

M0 = K(sl2, 2) = L(1
2
, 0)で，ヒュージョン積は

L(1
2
, 1
2
)⊠ L(1

2
, 1
2
) = L(1

2
, 0),

L(1
2
, 1
2
)⊠ L(1

2
, 1
16
) = L(1

2
, 1
16
),

L(1
2
, 1
16
)⊠ L(1

2
, 1
16
) = L(1

2
, 0) + L(1

2
, 1
2
)

である．τ と σの定義は次のようになる．

τ =

{
1 on L(1

2
, 0), L(1

2
, 1
2
),

−1 on L(1
2
, 1
16
).

σ =

{
1 on L(1

2
, 0),

−1 on L(1
2
, 1
2
).

k = 3のとき ([12])

M0 = K(sl2, 3)の既約加群は 6個で，そのうち σ型のものは

M0 = L(4
5
, 0)⊕ L(4

5
, 3), M 2,0 = L(4

5
, 2
5
)⊕ L(4

5
, 7
5
)

の 2個である．さらに，

M0,+ = (M0,0)0 = L(4
5
, 0), M 0,− = (M0,0)1 = L(4

5
, 3),

(M2,0)0 = L(4
5
, 2
5
), (M2,0)1 = L(4

5
, 7
5
)

で，σの定義は次のようになる．

σ =

{
1 on M0,+, (M2,0)1,

−1 on M0,−, (M2,0)0.
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5 V√
2Ak−1

に基づくσ-involution

N =
√
2Ak−1とおく．ただし，k ≥ 3でAk−1は階数 k − 1のA型ルート格子を表

す．この節では，格子頂点作用素代数 VN から標準的に σ-involutionが得られること
を説明する．
格子頂点作用素代数 VN には，次のような頂点作用素代数 T ⊗M0が含まれる．

VN ⊃ T ⊗M0. (5.1)

ここで，M0 = K(sl2, k)で，

T = L(c1, 0)⊗ · · · ⊗ L(ck−1, 0)

は中心電荷が
cm = 1− 6

(m+ 2)(m+ 3)
; 1 ≤ m ≤ k − 1

のVirasoro頂点作用素代数のテンソル積である．VN はM0加群として σ型なので，
定理 4.5によりM0に付随する σ-involution σM0 ∈ Aut(VN)が定義できる．これに
ついて次の定理が成り立つ．

定理 5.1 ([8, Theorem 4.3]) Aut(VN)の元として，σM0は格子N の−1-isometryの
持ち上げと一致する．

次に，σM0を VN より大きい頂点作用素代数の自己同型に拡張することを考える．
N の双対格子

N∗ = {α ∈ Q⊗Z N | 〈α,N〉 ⊂ Z}

について，
N∗/N ∼= Zk−2

2 × Z2k

であり，このうちのZkの部分が位数 kの自己同型 τM0と対応する．特に，N ⊂ L ⊂
N∗を満たす有理格子 Lについて，VLがM0加群として σ型であるための必要十分
条件は，2L ⊂ N が成り立つことである．
N ⊂ L ⊂ N∗を満たす格子 Lよりさらに大きい格子を扱うために，RSSD部分格
子およびRSSD involution を用いる．RSSD involutionは通常の鏡映 (reflection)の
一般化としてGriess [2]により導入された．
(L, 〈 · , · 〉)を正定値整格子とする．Q⊗Z Lを簡単のためQLとも書くことにする．

Lの部分格子Aに対して，

AnnL(A) = {α ∈ L | 〈α,A〉 = 0}

をAの Lにおける annihilatorと呼ぶ．A ∩ AnnL(A) = 0で，階数について

rankL = rankA+ rankAnnL(A)
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が成り立つ．さらに，

A⊕ AnnL(A) ⊂ L ⊂ L∗ ⊂ A∗ ⊕ AnnL(A)
∗ ⊂ QL = QA⊕QAnnL(A)

で，QAnnL(A)はQAのQLにおける直交補空間 (QA)⊥に一致する．

2L ⊂ A+AnnL(A)

が成り立つとき，AはLにおいて relatively semiselfdual (RSSD)であるという．
整格子Aが 2A∗ ⊂ Aを満たすとき，Aは semiselfdual (SSD)であるという．A

がユニモジュラー格子の√
2倍ならば 2A∗ = Aなので，Aは SSD格子である．Lが

Aを含む整格子のとき，Aが SSD格子ならばAはLにおいてRSSDである．第 6節
でA =

√
2E8の場合を扱う．

例 5.2 A = Zα1をA1格子，L = Zα1+Zα2をA2格子とする．すなわち，〈α1, α1〉 =
〈α2, α2〉 = 2, 〈α1, α2〉 = −1である．AnnL(A) = Z(α1 + 2α2)だから，

2L = 2Zα1 + 2Zα2 ⊂ Zα1 + 2Zα2 = A+AnnL(A)

が成り立つので，Aは Lにおいて RSSDである．|L : A + AnnL(A)| = 2であるこ
と，およびAは SSD格子であることに注意する．

Aが LにおいてRSSDのとき，直交変換 tA : QL → QLを

tA =

{
−1 on QA,

1 on QAnnL(A)

と定義する．このとき tA(L) = Lが成り立つので，tAは格子Lの isometryすなわち
tA ∈ O(L)である．tAを，LのRSSD部分格子Aに付随するRSSD involutionと
いう．tAは，格子Lの isometryであること，および格子Aは階数 1とは限らないこ
とから，通常の鏡映の一般化と言える．

定理 5.3 ([8, Theorem 4.5]) Lは正定値偶格子で，L ⊃ N =
√
2Ak−1は Lにおいて

RSSDであるとする．
(1) VLはM0加群として σ型である．
(2) L(2) = ∅ならば，M0に付随する σ-involution σM0 ∈ Aut(VL)は，LのRSSD

部分格子N に付随するRSSD involution tN ∈ O(L)と対応する．ただし，

L(2) = {α ∈ L | 〈α, α〉 = 2}

である．
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6 V√
2Ak−1

を経由しないσ-involution

第 5節では (5.1)の形で V√
2Ak−1

に含まれる K(sl2, k)に付随する σ-ivolutionを
扱ったが，この節では k = 5の場合にそれとは異なるタイプのK(sl2, k)に付随する
σ-ivolutionを紹介する．
Griess-Lam [3, 4]で考察されている次のような格子Qを用いる．

Qは階数 16の正定値偶格子で，Q∗/Q ∼= 54, Q(2) = ∅.

この性質を満たす格子Qは，同型を除いて一意的に存在する．具体的には次のよ
うに記述できる．
(a) Q = AnnΛ(Λ

g)，ここで gはO(Λ) = Co0の 5B元，Λg = {α ∈ Λ | g(α) = α}
で，Λは Leech格子である．

(b) Q = E + E ′，E ∩ E ′ = 0で，E ∼= E ′ ∼=
√
2E8である．ただし，EとE ′は直

交しない．
EとE ′は SSD格子だから，どちらもQにおいてRSSDである．付随するRSSD

involutionを，それぞれ tE, tE′ ∈ O(Q)とする．tEと tE′の積をνとおく: ν = tEtE′ ∈
O(Q)．νは位数 5で，Qには fixed-point-freeに作用する．
Lam-Yamada-Yamauchi [9], Sakuma [13], Zheng [16] により，格子頂点作用素代

数 VQは次のような頂点作用素代数を含むことがわかる．

VQ ⊃ U5A ⊃ W1 ⊗W2, W1
∼= W2

∼= K(sl2, 5).

U5AはW1 ⊗W2の Z5次数付き単純カレント拡大になっていて，このパラフェル
ミオン頂点作用素代数W1とW2は (5.1)のような形で V√

2A4
に含まれるものとして

得られるのではない．
ν̂ ∈ Aut(VQ)を ν ∈ O(Q)の持ち上げとすると，〈ν̂〉 = 〈τW1〉 = 〈τW2〉が成り立つ．

すなわち，ν̂, τW1 , τW2はAut(VQ)において同じ位数 5の部分群を生成する．さらに，
ν̂の固定点について

V
⟨ν̂⟩
Q ⊃ U

⟨ν̂⟩
5A = W1 ⊗W2

が成り立つ．ただし，τWi
は定理 3.4のものである．

i = 1, 2について，V
⟨ν̂⟩
Q はWi加群として σ型であるが，VQは σ型ではない．し

たがって，σWi
は V

⟨ν̂⟩
Q の自己同型として定義できるが，VQの自己同型には拡張でき

ない．
V

⟨ν̂⟩
Q の自己同型群は Lam [7]により決定されている．

定理 6.1 ([7]) Aut(V
⟨ν̂⟩
Q )は，SO+

6 (5)とは異なるGO+
6 (5)の指数 2の部分群である．
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格子Qは，ν不変な部分格子N ∼=
√
2A4の 4個の直交和N4を含み，Q/N4 ∼= Z8

2

となる．特に，N はQにおいてRSSDである．VN において，(5.1)のM0に対応す
るものをW とおく．W ⊂ V

⟨ν̂⟩
Q であることに注意する．

定理 5.3 (1)により，W に付随する σ-involution σW ∈ Aut(VQ)が定義できる．
W ⊂ V

⟨ν̂⟩
Q なので，σW は ν̂と可換でV

⟨ν̂⟩
Q の自己同型を引き起こす．g ∈ NAut(VQ)(〈ν̂〉)

とすると，gσWg−1 = σg(W )も V
⟨ν̂⟩
Q の自己同型を引き起こす．このような g(W )全部

の集合をWとおく．上記の σWi
; i = 1, 2は VQの自己同型には拡張できないような

V
⟨ν̂⟩
Q の自己同型である．一方で，W ∈ Wならば σW は VQの自己同型なので，それ
らは σWi

; i = 1, 2とは異なる σ-involutionである．
σW ; W ∈ WたちだけではAut(V

⟨ν̂⟩
Q )は生成できないが，σWi

; i = 1, 2も付け加え
ればAut(V

⟨ν̂⟩
Q )は生成される．すなわち，次の定理が成り立つ．

定理 6.2 ([8, Theorem 7.25]) 頂点作用素代数 V
⟨ν̂⟩
Q の自己同型群 Aut(V

⟨ν̂⟩
Q )は，σ-

involution σW ; W ∈ W ∪ {W1,W2}たちで生成される．

注意 6.3 定理 6.2の σW1, σW2 のような特別な σ-involution は，k = 3のときにも
Lam-Yamauchi [10]で知られている．
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1 はじめに
本研究は，Himadri Shekhar Chakraborty 氏，三枝崎 剛氏，大浦 学氏との共同研究であ
る．本稿は 2022年 6月 18日に行った講演の内容に加筆したものであり，内容は，[4]に基
づく．
本稿では，複数の参照ベクトルに関する符号のヤコビ多項式という概念を導入し，それに

対するMacWilliams type identityを与える．さらに，Type III，IVの符号から得られたヤコ
ビ多項式とデザインの関係を解釈するいくつかの事実について述べる．最後に，generalized

t-デザインという概念を導入し，例を用いてヤコビ多項式との関係について述べる．
本稿の全てのコンピュータ計算は，Magmaによって行った．

2 準備
ある素数 pに対して q = pf とし，Fq を位数 qの有限体とする．このとき，Fn

q を Fq 上の
n次元ベクトル空間とし，u = (u1, u2, . . . , un) ∈ Fn

q のHamming weight wt(u)を以下のよ
うに定義する．

wt(u) := | supp(u)|，ここで， supp(u) = {j | uj ̸= 0, 1 ≤ j ≤ n}.

u = (u1, u2, . . . , un),v = (v1, v2, . . . , vn) ∈ Fq としたとき，2つのベクトル u,vの内積は以
下のように定義する．

u · v :=

u1v1 + · · ·+ unvn if f is odd,

u1v1 + · · ·+ unvn if f is even,

ここで，vi := v
√
q

i である．
n次元ベクトル空間 Fn

q の部分空間Cを長さ nの Fq線形符号といい，Fq線形符号Cの元
は符号語という．Fq 線形符号 C の双対符号 C⊥を以下のように定義する．

C⊥ := {v ∈ Fn
q | u · v = 0 for all u ∈ C}.

C = C⊥であるとき，Fq 線形符号 C は自己双対であるという．このとき，符号 C の長さ n

は偶数であり，次元は n/2であることが知られている．

∗早稲田大学基幹理工学研究科
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定義 2.1 (weight enumerator). C を長さ nの Fq 線形符号とする．このとき，C の weight

enumerator WC(x, y)は以下のように定義される．

WC(x, y) :=
∑
u∈C

xn−wt(u)ywt(u).

定義 2.2 (ヤコビ多項式). C を長さ nの Fq 線形符号とし，1つの参照ベクトルw ∈ Fn
q に

対応する集合 T を以下のように定義する．

T := supp(w) （T ⊆ {1, 2, . . . , n}）.

このとき，ヤコビ多項式 JC,T (w, z, x, y)は次のように定義される．

JC,T (w, z, x, y) :=
∑
u∈C

wm0(u)zm1(u)xn0(u)yn1(u),

ここで，

• mi(u) = |{j | uj = i, j ∈ T}| (i = 0, 1)

• ni(u) = |{j | uj = i, j ∈ [n] \ T}| (i = 0, 1)

である．

3 MacWilliams type identity

1つの参照ベクトルに関するFq線形符号のヤコビ多項式に対するMacWilliams type iden-

tityは [8]で与えられている．本節では，1つの参照ベクトルのみならず，複数の参照ベク
トルに関する Fq 線形符号のヤコビ多項式に対するMacWilliams type identityを与えたい．
そのために，まず，複数の参照ベクトルに関する Fq 線形符号のヤコビ多項式を定義する．

定義 3.1 (ヤコビ多項式). C を長さ nの Fq 線形符号とする．そして，ℓ個の参照ベクトル
w1, . . . ,wℓ ∈ Fn

q に関する C のヤコビ多項式を JC,w1,...,wℓ
({xa}a∈Fℓ+1

2
)と表し，

JC,w1,...,wℓ
({xa}a∈Fℓ+1

2
) :=

∑
u∈C

∏
a∈Fℓ+1

2

x
Na(u,w1,...,wℓ)
a .

のように定義する．ここで，

ϕ(uji) =

1 if uji ̸= 0,

0 otherwise,

とし，a = (ϕ(u1i), . . . , ϕ(ugi)) ∈ Fg
2を満たす iの数をNa(u1, . . . ,ug)で表す．

ℓ = 1のとき，この定義は 1つの参照ベクトルに関するヤコビ多項式 （定義 2.2）と完全
に同値であることに注意する．
次に，Fq の指標について見ていく（参考文献 [3, 6]）．Fq の指標とは，加群 Fq から複素

数体の乗法群C×への準同型写像のことである．以下，非自明な Fqの指標を導く．F (x)を
Fp上の次数 f の原始既約多項式とし，λを F (x)の根とする．このとき，任意の a ∈ Fq は
次のように一意的に表される．

a = a0 + a1λ+ a2λ
2 + · · ·+ af−1λ

f−1 （ai ∈ Fp）.
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各 b ∈ Fq に対して，Fq 上で χbを

χb(a) = ζ
a0b0+···+af−1bf−1
p ， ここで， ζp = e2πi/p （a ∈ Fq）.

と定義する．特に，b = 0のとき，任意の a ∈ Fq に対して χb(a) = 1となり，これを Fq の
自明な指標と呼ぶ．b ̸= 0のとき，χbは，ある Fqの非自明な指標である．χを，ある Fqの
非自明な指標とすると，χは，任意の a ∈ Fq に対して以下のような性質を持つ.

∑
b∈Fq

χ(ab) :=

q if a = 0,

0 if a ̸= 0.

指標 χを用いると，以下の補題が成り立つ．

補題 3.1 ([6]). C を長さ nの Fq 線形符号とする．v ∈ Fn
q に対して，δC⊥(v)を以下のよう

に定義する．

δC⊥(v) :=

1 if v ∈ C⊥,

0 otherwise.

このとき，以下が成り立つ．

δC⊥(v) =
1

|C|
∑
u∈C

χ(u · v).

上記の補題を用いることで，複数の参照ベクトルに関する Fq 線形符号のヤコビ多項式に
対するMacWilliams type identityが得られた．

定理 3.1 (MacWilliams Identity). Cを長さ nの Fq線形符号とし，χを Fqの非自明な指標
とする．JC,w1,...,wℓ

({xa}a∈Fℓ+1
2

)を参照ベクトルw1, . . . ,wℓ ∈ Fn
q に関する Cのヤコビ多項

式とする．このとき，

JC⊥,w1,...,wℓ
({xa}a∈Fℓ+1

2
)

=
1

|C|
JC,w1,...,wℓ


∑

b∈Fq

χ(a1b)x(ϕ(b),ϕ(a2),...,ϕ(aℓ+1))


a∈Fℓ+1

q

 .

3
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Proof. 補題 3.1より，以下が成り立つ．

JC⊥,w1,...,wℓ
({xa}a∈Fℓ+1

2
)

=
∑

u∈C⊥

∏
a∈Fℓ+1

2

x
Na(u,w1,...,wℓ)
a

=
∑
v∈Fn

q

δC⊥(v)
∏

a∈Fℓ+1
2

x
Na(v,w1,...,wℓ)
a

=
1

|C|
∑
u∈C
v∈Fn

q

χ(u · v)
∏

a∈Fℓ+1
2

x
Na(v,w1,...,wℓ)
a

=
1

|C|
∑
u∈C
v∈Fn

q

χ(u1v1 + · · ·+ unvn)
∏

1≤i≤n

x(ϕ(vi),ϕ(w1i),...,ϕ(wℓi))

=
1

|C|
∑
u∈C

∏
1≤i≤n

 ∑
vi∈Fq

χ(uivi)x(ϕ(vi),ϕ(w1i),...,ϕ(wℓi))


=

1

|C|
∑
u∈C

∏
a∈Fℓ+1

q

∑
b∈Fq

χ(a1b)x(ϕ(b),ϕ(a2),...,ϕ(aℓ+1))

Na(u,w1,...,wℓ)

=
1

|C|
JC,w1,...,wℓ


∑

b∈Fq

χ(a1b)x(ϕ(b),ϕ(a2),...,ϕ(aℓ+1))


a∈Fℓ+1

q

 .

4 デザインとMolien級数
A. Bonnecaze氏らは，Type II符号を用いて，ヤコビ多項式とデザインとの関係に着目し
た（参考文献 [1]）．本節では，Type III，IV符号を用いてヤコビ多項式とデザインの関係
に着目する．なお，本節では，1つの参照ベクトルに関するヤコビ多項式を用いて，表記や
記号については [1]と同様のものを用いる．
まず，本節に必要な定義や概念を述べる．

定義 4.1 (Type III符号). C を長さ n（n ≡ 0 (mod 4)）の F3線形自己双対符号であると
する．任意の c ∈ C に対して，3 | wt(c)であるとき，C を Type III符号という．

定義 4.2 (Type IV符号). C を長さ n（n ≡ 0 (mod 2)）の F4線形自己双対符号であると
する．任意の c ∈ C に対して，2 | wt(c)であるとき，C を Type IV符号という．

以降，長さ nの Type III符号を CIII
n ，長さ nの Type IV符号を CIV

n で表す．
次に，本節で用いるデザインについて定義する．

定義 4.3 (t-(n, k, λa11 , . . . , λ
aN
N )デザイン). C を長さ nの Fq 線形符号とし，Ck = {u ∈ C |

wt(u) = k}とする．n > k > t > 0とする．

• V = {1, 2, . . . , n}

• Bk = {supp(u) | u ∈ Ck}

4

91



とおく．Ckがパラメータ t-(v, k, λa11 , . . . , λ
aN
N )を持つデザインであるとは，以下を満たすも

のである．(
V
t

)
=

∪N
i=1Ai（disjoint），A1, . . . , AN ⊆

(
V
t

)（ai = |Ai|）とおくと，任意の i ∈ {1, . . . , N}，
任意の T ∈ Aiに対して，

λi = |{B ∈ Bk | T ⊆ B}|

を満たす λi（λi ≥ 0）が存在する．
N = 1のとき，単に Ckは t-デザインであるという．

定義 4.4 (t-homogeneous). 任意の k（k ∈ {1, 2, . . . , n}，Ck ̸= ∅）に対して，Ck が t-デザ
インであるとき，符号 C は t-homogeneousであるという．
符号 C が t-homogeneousであるとき，ヤコビ多項式 JC,T は |T | = tに対して，T に依
存しない（補題 4.1）．便宜上，このヤコビ多項式は JC,t で表す．JC,t は符号 C の weight

enumeratorを用いて与えることができる．そのために，作用素について次のように定義する．
P (w, z, x, y)を 4変数多項式とし，作用素Aを以下のように定義する．

A.P (w, z, x, y) := w
∂

∂x
P + z

∂

∂y
P.

このとき，以下の補題が成り立つ．
補題 4.1 ([1]). 符号 C が t-homogeneousであり，任意の u ∈ C に対して wt(u) > tである
とき，

JC,t =
1

n(n− 1) · · · (n− t+ 1)
AtWC .

次に，ヤコビ多項式について解析するために，必要な概念である，Molien級数について
述べる（参考文献 [7, 9]）．Gを GL(2,C) の有限部分群とし，Gを 2変数 x, yの多項式環
に作用させるとする．このとき，1変数Molien級数によって線形独立な同次不変多項式が
得られることは，[9, Theorem 1] より知られている．その後，R.P. Stanley [10]は，w, zと
x, yが同次であるGの多項式を計算する 2変数Molien級数という概念を導入し，次のよう
に定義した．

f(u, v) :=
1

|G|
∑
g∈G

1

det (1− ug) det (1− vg)
.

以下，2変数Molien級数 f(u, v)の次数 dの部分を f [d]と表記する．A. Bonnecaze氏らは，
符号のヤコビ多項式とデザインとの関係を記述するのに，2変数Molien級数が重要な役割
を果たすことを示した．その必要な 2つのデザインについて，以下のように定義する．
定義 4.5 (packing design，covering design). C を長さ nの Fq 線形符号とする．

• Ckは t-(n, k, λa11 , . . . , λ
an
N )デザイン

• λ = maxi(λi)（resp. λ = mini(λi)）
とする．このとき，Ck をパラメーター t-(n, k, λ)を持つ packing（resp. covering） design

と呼び，ブロックの最大（resp. 最小）個数をDλ(n, k, t)（resp. Cλ(n, k, t)）で表す．
なお，本稿で用いる packing （resp. covering） designは simple designである．
以下の例では，パラメータ t-(v, k, λ) を持つ t-デザインを保持する Type III，IVの 2種
類の符号を研究する．デザインのパラメータに対応する packing (resp. covering) designの
Dλ(v, k, t) (resp. Cλ(v, k, t)) の上界 (resp. 下界)を与えたい．そのために，まず，長さ dの
符号に対応する f [d]を計算する．f [d]の係数は，|T | = tである集合 T に対応するヤコビ多
項式の空間を生成するために必要な多項式の数を決定する．そのヤコビ多項式の本数によっ
て t-(n, k, λa11 , . . . , λ

aN
N )の λの個数が決定される．最後に，符号のweight enumeratorの項

xn−kykの係数からDλ(v, k, t)（resp. Cλ(v, k, t))の上界（resp. 下界）が得られる．
5
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4.1 Type III符号
Type III符号の weight enumeratorは，以下の 2つの行列で生成される位数 48の群 G3

の作用に対して不変である．

1√
3

[
1 2

1 −1

]
and

[
1 0

0 e2πi/3

]
.

この 2つの行列は，それぞれMacWilliams identityと，法 3に関して合同であることに対
応している．群G3の場合，Magmaの計算から f(u, v)の分母が d(u)d(v)の形であることが
わかる．ここで，d(u)は以下の通りである．

d(u) = (u− 1)2(u+ 1)2(u2 + 1)2(u2 − u+ 1)(u2 + u+ 1)(u4 − u2 + 1).

以下，具体例を用いて，ヤコビ多項式とデザインの関係を観察する．

例 4.1 (length 8). CIII
8 を [5]における，長さ 8の F3自己双対符号とする.

f [8] = u8 + u7v + 2u6v2 + 2u5v3 + 2u4v4 + 2u3v5 + 2u2v6 + uv7 + v8.

CIII
8 は 1-デザインを持つから，補題 4.1より，ヤコビ多項式は以下の通りである．

JCIII
8 ,1 =

1

8
AWCIII

8
(x, y) = w(x7 + 10x4y3 + 16xy6) + z(6x5y2 + 48x2y5).

|T | = 2のヤコビ多項式 JCIII
8 ,T の空間は以下の 2本の多項式により生成される．

J1
CIII

8 ,2
= w2(x6 + 8x3y3) + wz(4x4y2 + 32xy5) + z2(4x5y + 32x2y4),

J2
CIII

8 ,2
= w2(4x3y3 + 4y6) + wz(12x4y2 + 24xy5) + 36z2x2y4.

2本の多項式を組み合わせると，以下のパラメータを持つ 2-デザインが得られる．

2-(8, 3, (212, 016)),

2-(8, 6, (812, 916)).

k = 3ℓ (1 ≤ ℓ ≤ 2)より，各ヤコビ多項式の ztyk−t (t = 2, 3)の項の係数を2ℓで割ると，λ1, λ2
が得られる．さらに，weight enumeratorの x8−kykの項を 2ℓで割ることにより，Dλ(8, k, t)

の上界 (resp. Cλ(8, k, t)の下界)が得られるから，以下のような関係式が成り立つ．

D2(8, 3, 2) ≤ 8 ≤ C0(8, 3, 2),

D9(8, 6, 2) ≤ 16 ≤ C8(8, 6, 2).

同様に，|T | = 3のヤコビ多項式 JCIII
8 ,T の空間は以下の 2本の多項式により生成される．

J1
CIII

8 ,3
= w3(x5 + 8x2y3) + wz2(6x4y + 48xy4) + z3(2x5 + 16x2y3),

J2
CIII

8 ,3
= w3(x5 + 2x2y3) + w2z(10x3y2 + 8y5)

+ wz2(4x4y + 32xy4) + 24z3x2y3,

さらに，以下のような関係式が得られる．

D1(8, 3, 3) ≤ 8 ≤ C0(8, 3, 3),

D6(8, 6, 3) ≤ 16 ≤ C4(8, 6, 3).

6
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4.2 Type IV符号
Type IV符号の weight enumeratorは，次の 2つの行列で生成される位数 12の群 G4の

作用に対して不変であることがわかっている（参考文献 [7]）．

1

2

[
1 3

1 −1

]
and

[
1 0

0 −1

]
,

この 2つの行列は，それぞれMacWilliams identityと法 2に関して合同であることに対応
している．群G4の場合，Magmaの計算から f(u, v)の分母が d(u)d(v)の形であることがわ
かる．ここで，d(u)は以下の通りである．

d(u) = (1− u+ u2)(1 + u+ u2)(1 + 2u6 + 3u12 + 4u18 + 5u24 + 6u30 + 7u36).

以下，Type III符号と同様に，具体例を用いて，ヤコビ多項式とデザインの関係を観察
する．

例 4.2 (length 6). CIV
6 を [5]における，1番目の長さ 6の F4Hermitian自己双対符号とする.

f [6] = 2u6 + 2u5v + 3u4v2 + 3u3v3 + 3u2v4 + 2uv5 + 2v6.

CIV
6 は 1-デザインを持つから，補題 4.1より，ヤコビ多項式は以下の通りである．

JCIV
6 ,1 =

1

6
AWCIV

6
(x, y) = wx5 + 6wx3y2 + 9wxy4 + 3zx4y + 18zx2y3 + 27y5.

|T | = 2のヤコビ多項式 JCIV
6 ,T の空間は以下の 2本の多項式により生成される．

J1
CIV

6 ,2
= w2(x4 + 6x2y2 + 9y4) + z2(3x4 + 18x2y2 + 27y4),

J2
CIV

6 ,2
= w2(x4 + 3x2y2) + wz(6x3y + 18xy3) + z2(9x2y2 + 27y4).

2本の多項式を組み合わせると，以下のパラメータを持つ 2-デザインが得られる．

2-(6, 2, 012, 13),

2-(6, 4, 112, 23).

k = 2ℓ (1 ≤ ℓ ≤ 2)より，各ヤコビ多項式の z2yk−2の項の係数を 3ℓで割ると，λ1, λ2が得
られる．さらに，以下のような関係式が得られる．

D1(6, 2, 2) ≤ 3 ≤ C0(6, 2, 2),

D2(6, 4, 2) ≤ 3 ≤ C1(6, 4, 2).

5 generalized t-デザインとヤコビ多項式
本節では前節の応用として，複数の参照ベクトルに関するヤコビ多項式を研究する．さら

に，新たにデザインを定義し，ヤコビ多項式とデザインの関係にも着目する（参考文献 [2]）．

定義 5.1 (generalized t-デザイン). Cを長さ nの F2線形符号とし，Ck = {u ∈ C | wt(u) =
k}とする．

• {1, 2, . . . , n} =
∪m

i=1Xi（disjoint）

7
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• suppXi
(u) = {j ∈ Xi | uj ̸= 0}（u ∈ C）.

• Bw = {(suppX1
(u), . . . , suppXm

(u)) | wt(u) = w, u ∈ C}.

• t = (t1, . . . , tm) such that 0 ≤ ti ≤ suppXi
(u)，t = ∑m

i=1 ti for all i.

• v = (|X1|, |X2|, . . . , |Xm|)

• k = (| suppX1
(u)|, | suppX2

(u)|, . . . , | suppXm
(u)|)

とおく．Cw がパラメータ t-(v,k, λa11 , . . . , λ
aN
N )を持つデザインであるとは，以下を満たす

ものである．(
X1

t1

)
× · · · ×

(
Xm

tm

)
=

∪N
j=1Aj （disjoint），A1, . . . , AN ⊆

(
X1

t1

)
× · · · ×

(
Xm

tm

)（aj = |Aj |）
とすると，任意の j ∈ {1, . . . , N}，任意のT = (T1, . . . , Tm) ∈ Aj（ti = |Ti|）に対して，

λj = |{(suppX1
(u), . . . , suppXm

(u)) ∈ Bw | Ti ⊆ suppXi
(u), 1 ≤ ∀i ≤ m}|

を満たす λj（λj ≥ 0）が存在する．

ただし，k = (k), v = (v)，N = 1の場合は，t-(v, k, λ)デザインまたは t-デザインの定義
であることに注意する．
以下，具体例を用いて，ヤコビ多項式とデザインの関係を観察する．

例 5.1 (長さ 8の F2線形自己双対符号). e8を [5]における，長さ 8の F2線形自己双対符号
とする．このとき，X1 = {1, 2, 3, 6}, X2 = {4, 5, 7, 8})とおくと，

B4 = {{1, 2}, {5, 7}), ({1, 2}, {4, 8}), ({1, 3}, {4, 5}), ({1, 3}, {7, 8}),
({1, 6}, {5, 8}), ({1, 6}, {4, 7}), ({2, 3}, {4, 7}), ({2, 3}, {5, 8}),
({2, 6}, {4, 5}), ({2, 6}, {7, 8}), ({3, 6}, {4, 8}), ({3, 6}, {5, 7})}

となる．(e8)4が持つデザインのパラメータを考える．

t = (2, 2),

a1 = |A1| = |{({1, 2}, {4, 5}), ({1, 2}, {4, 7}), . . .}| = 24,

a2 = |A2| = |{({1, 2}, {5, 7}), ({1, 2}, {4, 8}), . . .}| = 12,

とおくと，

任意のT ∈ A1に対して，
λ1 = |{(suppX1

(u), suppX2
(u)) ∈ B4|Ti ⊆ suppXi

(u), i = 1, 2}| = 0,

任意のT ∈ A2に対して，
λ2 = |{(suppX1

(u), suppX2
(u)) ∈ B4|Ti ⊆ suppXi

(u), i = 1, 2}| = 1

したがって，(e8)4は (2, 2)-((4, 4), (2, 2), 024, 112)デザインとなる．
さらに，2つの参照ベクトルに対応する集合を T1, T2 ⊆ {1, 2, . . . , 8}とし，ヤコビ多項式

Je8,T1,T2(w0, z0, x0, y0, w1, z1, x1, y1)を以下のように定義する．

Je8,T1,T2(w0, z0, x0, y0, w1, z1, x1, y1) :=
∑
u∈e8

w
k0(u)
0 z

l0(u)
0 x

m0(u)
0 y

s0(u)
0 w

k1(u)
1 z

l1(u)
1 x

m1(u)
1 y

s1(u)
1 ,

ここで，

8
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• ki(u) = |{j | uj = i, j ∈ T1 ∩ T2}| (i = 0, 1)

• li(u) = |{j | uj = i, j ∈ T1 \ T2}| (i = 0, 1)

• mi(u) = |{j | uj = i, j ∈ T2 \ T1}| (i = 0, 1)

• si(u) = |{j | uj = i, j ∈ {1, 2, . . . , 8} \ T1 ∪ T2}| (i = 0, 1)

である．これは ℓ = 2のときの定義 3.1と同値であることに注意する．
ヤコビ多項式 Je8,T1,T2 が |T1| = t1, |T2| = t2（T1 ∩ T2 = ∅）に対して T1, T2に依存しない
とき，便宜上，このヤコビ多項式は Je8,(t1,t2)で表す．このとき，以下のヤコビ多項式が得
られる．

Je8,(1,1) = z0x0y
6
0 + 4z1x0y

3
0y

3
1 + 3z1x1y

4
0y

2
1 + 3z0x0y

2
0y

4
1 + 4z0x1y

3
0y

3
1 + z1x1y

6
1,

Je8,(2,1) = z20x
2
0y

4
0 + 2z21x0y

3
0y

2
1 + z21x1y

4
0y1 + 4z0z1x0y

2
0y

3
1 + 4z0z1x1y

3
0y

2
1

+ z20x0y0y
4
1 + 2z20x1y

2
0y

3
1 + z21x1y

5
1,

Je8,(1,2) = z20x
2
0y

4
0 + 2z0x

2
1y

3
0y

2
1 + z1x

2
1y

4
0y1 + 4z0x0x1y

2
0y

3
1 + 4z1x0x1y

3
0y

2
1

+ z0x
2
0y0y

4
1 + 2z1x

2
0y

2
0y

3
1 + z1x

2
1y

5
1.

|T1| = 2, |T2| = 2（T1 ∩ T2 = ∅）のヤコビ多項式 Je8,T1,T2 の空間は以下の通りである．

Je8,(2,2),1 = z20x
2
0y

4
0 + 2z21x

2
0y

2
0y

2
1 + z21x

2
1y

4
0 + 8z0z1x0x1y

2
0y

2
1 + z20x

2
0y

4
1 + 2z20x

2
1y

2
0y

2
1 + z21x

2
1y

4
1,

Je8,(2,2),2 = z20x
2
0y

4
0 + z21x

2
0y

2
0y

2
1 + 2z21x0x1y

3
0y1 + 2z0z1x

2
0y0y

3
1 + 4z0z1x0x1y

2
0y

2
1 + 2z0z1x

2
1y

3
0y1

+ 2z20x0x1y0y
3
1 + z20x

2
1y

2
0y

2
1 + z21x

2
1y

4
1.

ヤコビ多項式 Je8,(t1,t2)の本数と，(e8)4が持つ (t1, t2)-デザインのパラメータにおける λの
個数は一致している．
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[1] A. Bonnecaze, B. Mourrain, P. Solé, Jacobi polynomials, type II codes, and designs,

Des. Codes Cryptogr. 16 (1999), no. 3, 215–234.

[2] P.J. Cameron, A generalisation of t-designs, Discrete Math., 309(2009), 4835–4842.

[3] H.S. Chakraborty, T. Miezaki, Variants of Jacobi polynomials in coding theory, Des.

Codes Cryptogr., https://doi.org/10.1007/s10623-021-00923-2

[4] H.S. Chakraborty, T. Miezaki, M. Oura, Y. Tanaka, Jacobi polynomials and design

theory I, https://arxiv.org/abs/2207.10911

[5] M. Harada and A. Munemasa, Database of self-dual codes,

https://www.math.is.tohoku.ac.jp/˜munemasa/selfdualcodes.htm.

9

96



[6] F.J. MacWilliams, N.J.A. Sloane, The Theory of Error-Correcting Codes, first edition,

Elsevier/North Holland, New York, 1977.

[7] G. Nebe, E.M. Rains, N.J.A. Sloane, Self-Dual Codes and Invariant Theory, Algo-

rithms and Computation in Mathematics, vol. 17, Springer-Verlag, Berlin, 2006.

[8] M. Ozeki, On the notion of Jacobi polynomials for codes, Math. Proc. Cambridge

Philos. Soc. 121 (1) (1997) 15–30.

[9] N.J.A. Sloane, Error-correcting codes and invariant theory: New applications of a

nineteenth-century technique, Amer. Math. Monthly 84 (1977), 82–107.

[10] R.P. Stanley, Invariants of finite groups and their applications to combinatorics, Bull.

(New Series) Amer. Math. Soc. 1(3) (1979), 475–511.

10

97



ON THE WEIGHTED TUTTE-GROTHENDIEC POLYNOMIALS OF
GRAPHS

CHONG ZHENG

Faculty of Science and Engineering, Waseda University

1. Introduction

This note is based on the paper [6], which is a joint work with H. Chakraborty and T. Miezaki.
In this note, we first give the notion of weighted (harmonic) chromatic polynomials of graphs.
Moreover, we introduce the concept of weighted (harmonic) Tutte–Grothendieck polynomials of
graphs and show a relation between the harmonic Tutte–Grothendieck polynomials of graphs
and the harmonic Tutte polynomials of matroids. Furthermore, we present the concept of
weighted Tutte–Grothendieck invariants of graphs and weighted Tutte invariants of matroids
and give a relation between them. Finally, we give a remark on the categorification of the
harmonic chromatic polynomials of graphs and harmonic Tutte polynomials of matroids. All
the proof can be found in paper [6], and will not be given in this note.

2. Preliminaries

In this section, we give a brief discussion on graphs and matroids including the basic def-
initions and notations. We review [1, 4, 12] for this discussion. We also recall [2, 8] for the
definition and properties of the (discrete) homogenous functions and (discrete) harmonic func-
tions.

2.1. Graphs. Let G := (V,E) be a graph, where V denotes the set of vertices, and E is the
set of edges. An edge is usually incident with two vertices. But if the edge incident with
equal end vertices, the edge is called a loop. A graph is called simple if it has neither loops
nor multiple edges. A path in G is a sequence of edges (e1, e2, . . . , em−1) having a sequence
of vertices (v1, v2, . . . , vn) satisfying ei 7→ {vi, vi+1} for i = 1, 2, . . . ,m − 1. A circuit in G is
a sequence of edges (e1, e2, . . . , em−1) having a sequence of vertices (v1, v2, . . . , vn) satisfying
ei 7→ {vi, vi+1} for i = 1, 2, . . . ,m− 1 and v1 = vn = v. A circuit that does not repeat vertices
is called cycle. The connected component of G is a connected subgraph of G which is not a
proper subgraph of another connected subgraph of G. A bridge of G is an edge whose removal
increase the number of connected components of G by 1. Throughout this note, we assume
that the graphs are finite and not necessary to be simple.

2.2. Matroids. Let E be a finite set of cardinality n and 2E denotes the set of all subsets of
E. A (finite) matroid M is an ordered pair (E, I), where I is the collection of subsets of E
satisfying the following conditions:
(M1) ∅ ∈ I.
(M2) I ∈ I and J ⊂ I implies J ∈ I.
(M3) I, J ∈ I with |I| < |J | then there exists j ∈ J such that I ∪ {j} ∈ I.

E-mail address: c_zheng@ruri.waseda.jp.
Key words and phrases. Tutte polynomials, chromatic polynomials, graphs, harmonic functions.
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2 ON THE WEIGHTED TUTTE-GROTHENDIEC POLYNOMIALS OF GRAPHS

The elements of I are called the independent sets of M , and E is called the ground set of
M . A subset of the ground set E that is not belongs to I is called dependent. For example,
let G = (V,E) be a finite graph. Let I be the set of all subsets A of E for which the subgraph
(V,A) contains no cycle. Then G is a matroid (See [4, 14]). Such a matroid is called graphic
matroid, and is denoted by MG.

An independent set I is called a maximal independent set if it becomes dependent on adding
any element of E \ I. It follows from the axiom (M3) that the cardinality of all the maximal
independent sets in a matroid M is equal, called the rank of M . These maximal independent
sets are called the bases of M . The rank ρ(J) of an arbitrary subset J of E is the size of the
largest independent subset of J . That is, ρ(J) := maxI⊂J{|I| : I ∈ I}. This implies ρ maps
2E into Z. This function ρ is called the rank function of M . In particular, ρ(∅) = 0. We shall
denote ρ(E) the rank of M . We refer the readers to [12] for detailed discussion.

2.3. Discrete homogeneous and harmonic functions. Let Ω = {1, 2, . . . , n} be a finite
set. We define Ωd := {X ∈ 2Ω : |X| = d} for d = 0, 1, . . . , n. We denote by R2Ω, RΩd the real
vector spaces spanned by the elements of 2Ω, Ωd, respectively. An element of RΩd is denoted
by

(1) f :=
∑
Z∈Ωd

f(Z)Z

and is identified with the real-valued function on Ωd given by Z 7→ f(Z). Such an element
f ∈ RΩd can be extended to an element f̃ ∈ R2Ω by setting, for all X ∈ 2Ω,

(2) f̃(X) :=
∑

Z∈Ωd,Z⊂X

f(Z).

If an element g ∈ R2Ω is equal to some f̃ , for f ∈ RΩd, we say that g has degree d. We
call the vector space RΩd the homogeneous space of degree d and denote by Homd(n). The
differentiation γ is the operator defined by the linear form

(3) γ(Z) :=
∑

Y ∈Ωd−1,Y⊂Z

Y

for all Z ∈ Ωd and for all d = 0, 1, . . . n, and Harmd(n) is the kernel of γ:

Harmd(n) := ker
(
γ
∣∣
RΩd

)
.

Remark 2.1 ([2, 8]). Let f ∈ Harmd(n). Then γi−1(f) = 0 for all 0 ≤ i ≤ d − 1. That is,
from (3)

∑
Z∈Ωd,
X⊂Z

f(Z) = 0 for any X ∈ Ωi.

Now we have the following technical lemma.

Lemma 2.1 ([2]). Let f ∈ Harmd(n) and J ⊂ Ω. Let

f (i)(J) :=
∑
Z∈Ωd

|J∩Z|=i

f(Z).

Then for all 0 ≤ i ≤ d, f (i)(J) = (−1)d−i
(
d
i

)
f̃(J).

Remark 2.2. From the definition of f̃ for f ∈ Harmd(n), we have f̃(J) = 0 for any J ∈ 2Ω

such that |J | < d. Let I, J ∈ 2Ω such that I = Ω \ J . Then

f̃(J) =
∑
Z∈Ωd
Z⊂J

f(Z) =
∑
Z∈Ωd

|Z∩I|=0

f(Z) = f (0)(I) = (−1)df̃(Ω \ J).

We have from the above equality that if |J | > n− d, then f̃(J) = 0.
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ON THE WEIGHTED TUTTE-GROTHENDIEC POLYNOMIALS OF GRAPHS 3

For X,Y ∈ 2Ω, we introduce an operator ◦ on R2Ω as

f̃(X) ◦ f̃(Y ) := f̃(X ∪ Y ),

which is associative, and distributive with respect to addition. Then we have the following
remark.

Remark 2.3. Let I ⊂ Ω and J ⊂ Ω \ I =: Ic. Then for f ∈ Harmd(n) and by Remark 2.2, it
is clear that

(i) f̃(I) ◦ f̃(Ic \ J) = f̃(I) ◦ f̃(Ω \ (J ∪ I)) = (−1)df̃(J),
(ii) f̃(Ic \ J) = f̃(E \ (J ∪ I)) = (−1)df̃(I) ◦ f̃(J).

3. Weighted chromatic polynomials

In this section, we discuss the weighted chromatic polynomial of a graph which is sometimes
called the homogeneous chromatic polynomial of a graph. For the definitions and notations of
the classical chromatic polynomials of graphs we refer the readers to [1, 4].

Let G = (V,E) be a graph. We assume that the number of edges is |E| = n. Let s be a
bijective map from the edge set E to Ω, and G(s) be a graph, where the edges are indexed by
s. We call G(s) the labelled graph and s the label of the graph G. For A ⊂ E, we denote by
NA(λ) the number of λ-colouring such that the vertices adjacent to A have the same colour.
Let f be a homogeneous function of degree d. Then the weighted chromatic polynomial of G
associated with f and s is defined as:

χf (G(s);λ) :=
∑
A⊂E

f̃(s(E \ A))(−1)|A|NA(λ).

Let GA := (V,A) be the subgraph of G identified by A. We denote by k(GA) the number
of connected components of GA. Then NA(λ) = λk(GA). Therefore the weighted chromatic
polynomial χf (G(s);λ) can be written as:

χf (G(s);λ) =
∑
A⊂E

f̃(s(E \ A))(−1)|A|λk(GA).

In the same manner as above, we can define the weighted chromatic polynomial of a graph
related to any map s instead of a bijective map. We will discuss the properties of such weighted
chromatic polynomials in some subsequent papers [7]. In this paper, we only consider s as
bijective.

If f is a harmonic function of degree d, we call χf (G(s);λ) the harmonic chromatic polynomial
of G associated with f and s. When f = 1, we get the classical chromatic polynomial χ(G;λ)
which is independent of the choice of s.

Remark 3.1. For a graph G with no edge and m vertices, we have

χf (G(s);λ) = f̃(∅)λm,

where f ∈ Homd(n) and s is any label of G.

v1 v2

v3v4

Figure 1. A graph with 4 vertices and 4 edges
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4 ON THE WEIGHTED TUTTE-GROTHENDIEC POLYNOMIALS OF GRAPHS

Example 3.1. Let the graph G given in Figure 1. Let Hom1(4) 3 f = a1{1}+a2{2}+a3{3}+
a4{4}. Let us consider the following label s for G: {v1, v2} 7→ 4, {v2, v3} 7→ 1, {v2, v4} 7→ 2,
{v1, v4} 7→ 3. Then we have

χf (G(s);λ) = (a1 + a2 + a3 + a4)(λ
4 − 3λ3 + 3λ2)− (a1λ+ a2 + a3 + a4)λ.

For f ∈ Harm1(4), we put a1 + a2 + a3 + a4 = 0.

Let G = (V,E) be a graph. For an edge e of G, the deletion G\e is the graph obtained by
removing e from the edge set E, and the contraction G/e is the graph obtained identifying end
vertices of e keeping all other adjacencies remain the same.

Now we give the following recurrence formula that can be used to calculate the weighted
chromatic polynomials.

Proposition 3.1. Let G = (V,E) be a graph and f ∈ Homd(n). Suppose e be an edge of G.
Then for a label s of G, we have

χf (G(s);λ) = f̃(s(e)) ◦ χf (G(s)\e;λ)− χf (G(s)/e;λ).

Now from the above proposition together with Remark 3.1 we have the following inductive
formulation:

Proposition 3.2. The weighted chromatic polynomials satisfies the following recursion:
(a) If G has m vertices and no edge, then χf (G(s);λ) = f̃(∅)λm.
(b) If e is a loop, then

χf (G(s);λ) = f̃(s(e)) ◦ χf (G(s) \ e;λ)− χf (G(s) \ e;λ).
(c) If e is a bridge, then

χf (G(s);λ) = f̃(s(e)) ◦ χf (G(s) \ e;λ)− 1

λ
χf (G(s) \ e;λ).

(d) If e is neither a loop nor a bridge, then

χf (G(s);λ) = f̃(s(e)) ◦ χf (G(s) \ e;λ)− χf (G(s)/e;λ).

4. Weighted Tutte polynomials

In this section, we present a correspondence between the harmonic chromatic polynomials of
a graph associated with a harmonic function of a degree d and the harmonic Tutte polynomials
of a matroid associated with a harmonic function of degree d. We refer the reader to [1, 4] for
the basic definitions and notations of the usual Tutte polynomial of a matroid.

Let M = (E, I) be a matroid with rank function ρ. We assume that the cardinality of |E| = n.
Let s be a bijective map from ground set E to Ω, and M(s) be a matroid, where the elements
of the ground set E are indexed by s. We call M(s) the labelled matroid and s the label of the
matroid M . Let f be a homogeneous function of degree d. Then the weighted Tutte polynomial
of M associated with f and s is defined in [5] as follows:

Tf (M(s);x, y) :=
∑
J⊂E

f̃(s(J))(x− 1)ρ(E)−ρ(J)(y − 1)|J |−ρ(J).

In a graphic matroid, s is a label for the matroid if and only if s is a label for the underlying
graph.

In the definition of the weighted Tutte polynomial of a matroid, we can consider any map
s instead of only a bijective map in a similar way as above. We will discuss the properties of
such weighted Tutte polynomials in some subsequent papers [7]. In this paper, we consider s
as a bijective mapping.

If f is a harmonic function of degree d, then Tf (M(s);x, y) is called the harmonic Tutte poly-
nomial of M associated to f and s. If f = 1, then the weighted (harmonic) Tutte polynomials
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ON THE WEIGHTED TUTTE-GROTHENDIEC POLYNOMIALS OF GRAPHS 5

become the classical Tutte polynomial T (M ;x, y) independent of the label s. Let G = (V,E)
be graph. Then for any A ⊂ E, we define

ρ(A) := |V | − k(GA).

Therefore, we find that MG is a matroid associated to G having rank function ρ.

Example 4.1. From Example 3.1, we have the weighted Tutte polynomial as below:

Tf (MG(s);x, y) = (a1 + a2 + a3 + a4)(x− 1)2 + (a2 + a3 + a4)(x− 1)(y − 1)

+ 3(a1 + a2 + a3 + a4)(x− 1) + 2(a1 + a2 + a3 + a4) + a1

Remark 4.1. For A ⊂ E, ρ(A) + k(GA) = |V | = ρ(E) + k(G).

Before giving a recurrence formula for the calculation of the weighted Tutte polynomials,
we recall [4] for the definitions of the loop, coloop, deletion and contraction from the matroid
theoretical point of view.

Let M = (E, I) be a matroid. An element e ∈ E is called a loop if {e} /∈ I, or equivalently,
if ρ({e}) = 0. In a graphic matroid, e is a loop if and only if it is a loop of the underlying
graph. An element e ∈ E is a coloop if it is contained in every basis of M . This implies
ρ(A∪{e}) = ρ(A)+ 1, whenever e /∈ A. In a graphic matroid, e is a coloop if and only if it is a
bridge. The deletion of e ∈ E is a matroid M\e on the set E \ {e} containing the independent
sets of M which are contained in E \ {e}. In a graphic matroid, deletion of e corresponds to
deletion of the edge e from the graph. The contraction of e is the matroid M/e on the set
E \{e} in which a set A is independent if and only if A∪{e} is independent in M . In a graphic
matroid, contraction of e corresponds to contraction of the edge e.

Proposition 4.1. Let M = (E, I) be a matroid with rank function ρ and f ∈ Homd(n).
Suppose e ∈ E. Then for a label s of M , we have

(a) Tf (∅;x, y) = f̃(∅), where ∅ is the empty matroid.
(b) If e is a loop, then Tf (M(s);x, y) = Tf (M(s)\e;x, y)+(y−1)f̃(s(e))◦Tf (M(s)\e;x, y).
(c) If e is a coloop, then Tf (M(s);x, y) = (x−1)Tf (M(s)/e;x, y)+f̃(s(e))◦Tf (M(s)/e;x, y).
(d) If e is neither a loop nor a coloop, then

Tf (M(s);x, y) = Tf (M(s)\e;x, y) + f̃(s(e)) ◦ Tf (M(s)/e;x, y).

The following result shows a correspondence between the harmonic chromatic polynomials
and the harmonic Tutte polynomials.

Theorem 4.1. Let G = (V,E) be a graph with |V | = m and |E| = n. Let f ∈ Harmd(n).
Then for any label s of G, we have

χf (G(s);λ) = (−1)ρ(E)+dλk(G)Tf (MG(s); 1− λ, 0).

5. Harmonic Tutte–Grothendieck polynomials

In this section, we present the concept of harmonic Tutte–Grothendieck polynomial (har-
monic T–G polynomial). Moreover, we give a generalization of the classical relation known as
the recipe theorem between the Tutte–Grothendieck invariants and the Tutte polynomials to
the case of harmonic T–G polynomials.

Definition 5.1. Let G = (V,E) be a graph with number of edges n. Let s be a label of G,
and e be an edge of G. Let f ∈ Homd(n). Then the weighted Tutte-Grothendieck polynomial of
G associated to f and s is denoted by Φf (G(s)) := Φf (G(s);X,Y, α, β) and defined recursively
for α 6= 0 and β 6= 0 as follows:

(a) If G has no edge, then Φf (G(s)) = f̃(∅).
(b) If e is a loop, then

Φf (G(s)) = αf̃(s(e)) ◦ Φf (G(s)\e) + (Y − α)Φf (G(s) \ e).
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6 ON THE WEIGHTED TUTTE-GROTHENDIEC POLYNOMIALS OF GRAPHS

(c) If e is a bridge, then

Φf (G(s)) = X ′Y ′f̃(s(e)) ◦ Φf (G(s)\e) + βY ′Φf (G(s)\e),

where X ′ = X − β and Y ′ :=
Y − α

α
.

(d) If e is neither a loop nor a bridge, then

Φf (G(s)) = αf̃(s(e)) ◦ Φf (G(s)\e) + βΦf (G(s)/e).

If f is a harmonic function of degree d, then we call Φf (G(s)) the harmonic Tutte–Grothendieck
polynomial of G associated to f and s.

Remark 5.1. If f ∈ Harmd(n), then by Remark 2.3, we have instantly that Φf (G(s)) =
(−1)dPf (G(s)), where Pf (G(s)) := Pf (G(s);X,Y, α, β) is a polynomial of G associated with f
and s satisfying the following recurrence for α 6= 0 and β 6= 0:

(a) If G has no edge, then Pf (G(s)) = f̃(∅).
(b) If e is a loop, then

Pf (G(s)) = αPf (G(s)\e) + (Y − α)f̃(s(e)) ◦ Pf (G(s)\e).
(c) If e is a bridge, then

Pf (G(s)) = X ′Y ′Pf (G(s)\e) + βY ′f̃(s(e)) ◦ Pf (G(s)\e),

where X ′ = X − β and Y ′ =
Y − α

α
.

(d) If e is neither a loop nor a bridge, then

Pf (G(s)) = αPf (G(s)\e) + βf̃(s(e)) ◦ Pf (G(s)/e).

Now we give a generalization of the recipe theorem which presents a relation between the
harmonic T–G polynomial and the harmonic Tutte polynomial as follows.

Theorem 5.1. Let G = (V,E) be a graph with |E| = n, and MG be a matroid associated with
G. Let Φf (G(s);X,Y, α, β) be a harmonic T–G polynomial of G related to f ∈ Harmd(n) and
a label s of G. Then for α 6= 0 and β 6= 0, we have

(4) Φf (G(s);X,Y, α, β) = (−1)dα|E|−|V |+k(G)β|V |−k(G)Tf

(
MG(s);

X

β
,
Y

α

)
.

Example 5.1. If we take Φf (G(s)) =
χf (G(s))

λk(G)
with f ∈ Homd(n), X = λ− 1, Y = 0, α = 1

and β = −1, we immediately get the weighted chromatic polynomial. Moreover, Theorem 5.1
implies Theorem 4.1 when f ∈ Harmd(n).

6. Weighted invariants for graphs and matroids

Tutte [13] pointed out an idea of graph invariant which is known as Tutte–Grothendieck in-
variant (T–G invariant) for all functions that satisfy deletion-contraction recurrence was thor-
oughly developed and generalized by Brylawski [3]. Motivated by the concept of T–G invariant,
in this section, we introduce the notion of weighted T–G invariant which is also called harmonic
T–G invariant in some particular cases.

Weighted T–G invariants. Let G = (V,E) be a graph with |E| = n. Let s be a label of G.
We denote the set of all labels s of G by S(G). It is easy to compute that ♯S(G) = n!. Now
we define

(5) Φ̂f (G) :=
∑

s∈S(G)

Φf (G(s)).

Remark 6.1. For f = 1, Φ̂f (G) = n!Φ(G), where Φ(G) is the classical T–G invariant.
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We denote by Sn the symmetric group of order n. Then the following result is immediate
from the construction of Φ̂f (G).

Theorem 6.1. Let G = (V,E) be a graph with |E| = n. Then for any f ∈ Homd(n), we have
(i) Φ̂f (G) is an invariant for graphs.
(ii) Let R(f) :=

∑
σ∈Sn

σf . Then ΦR(f)(G) is an invariant for graphs, where ΦR(f)(G)
denotes the weighted T–G polynomial of G associated to R(f) and independent of the
choice of s. Moreover, Φ̂f (G) = ΦR(f)(G).

(iii) Let σf = f for all σ ∈ Sn. Then Φf (G) is an invariant for graphs. Also, Φ̂f (G) =
n!Φf (G).

We call Φ̂f (G) the weighted Tutte–Grothendieck invariant for graphs. If f ∈ Harmd(n), we
call Φ̂f (G) the harmonic Tutte–Grothendieck invariant for graphs, which is zero for d 6= 0.

Weighted Tutte invariants. Let M be a matroid with ground set E of cardinality n. Let s
be a label of M . Define

T̂f (M ;x, y) :=
∑

s∈S(M)

Tf (M(s);x, y),

where S(M) interprets a similar meaning as S(G) for the case of graphs.

Remark 6.2. For f = 1, T̂f (M ;x, y) = n!T (M ;x, y).

Theorem 6.2. Let M = (E, I) be a matroid with |E| = n. Then for any f ∈ Homd(n), we
have

(i) T̂f (M) is an invariant for graphs.
(ii) Let R(f) :=

∑
σ∈Sn

σf . Then TR(f)(M) is an invariant for matroids, where TR(f)(M)
denotes the weighted Tutte polynomial of M associated to R(f) and independent of the
choice of label s. Moreover, T̂f (M) = TR(f)(M).

(iii) Let σf = f for all σ ∈ Sn. Then Tf (M) is an invariant for matroids. Also, T̂f (M) =
n!Tf (M).

We call T̂f (M ;x, y) the weighted Tutte invariant for matroids. If f ∈ Harmd(n), we call
T̂f (M ;x, y) the harmonic Tutte invariant for matroids which is zero for d 6= 0.

Example 6.1. Let M1 be a vector matroid over F2 and M2 be a vector matroid over F3 as
given below:

M1 =

1 1 1 1 0 0 0
1 1 0 0 1 1 0
0 0 1 0 1 0 1

 , M2 =

2 1 0 1 0 1 2
1 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 2

 .

We have checked numerically that for all f ∈ Homd(7) (1 ≤ d ≤ 7), T̂f (M1, x, y) = T̂f (M2, x, y).
For the construction of vector matroids, we refer the readers to [4].

Problem 6.1. Find a non-isomorphic matroid pair (M1,M2) having the same Tutte polynomial
but the different weighted Tutte invariants.

The following result gives a correspondence between the weighted T–G invariant and the
weighted Tutte invariant which is an analogue to Theorem 5.1.

Theorem 6.3. Let Φ̂f be a weighted T–G invariant associated to f ∈ Homd(n). Then for all
graphs G = (V,E) we have

(6) Φ̂f (G) = α|E|−|V |+k(G)β|V |−k(G)T̂f

(
MG;

X

β
,
Y

α

)
,

where X,Y, α, β interpret the same meaning as in weighted T–G polynomials associated to f .

104



8 ON THE WEIGHTED TUTTE-GROTHENDIEC POLYNOMIALS OF GRAPHS

Weighted chromatic invariant. Let s be a label of a graph G with n edges. Then from

Example 5.1, if we take Φf (G(s)) =
χf (G(s))

λk(G)
with f ∈ Homd(n), X = λ − 1, Y = 0, α = 1

and β = −1, we get from definition (5) that

χ̂f (G(s)) =
∑

s∈S(G)

χf (G(s)),

which is from Theorem 6.1, an invariant for graphs. We call this invariant the weighted chro-
matic invariant for graphs. When f ∈ Harmd(n), we call this invariant the harmonic chromatic
invariant for graphs which is zero for d 6= 0. Moreover, Theorem 6.3 yields therefore the fol-
lowing corollary.

Corollary 6.1. We have

χ̂f (G;λ) = (−1)ρ(E)λk(G)T̂f (MG; 1− λ, 0).

G1 G2

Figure 2. Two non-isomorphic graphs

Example 6.2. Let G1 and G2 be two non-isomorphic graphs shown in Figure 2 having the
same classical chromatic polynomials. Then we have Ω = {1, 2, . . . , 10}. Let f =

∑
X∈Ω4

X.
Then the weighted chromatic invariant for G1 is

χ̂f (G1;λ) = 10!× (210λ6 − 1260λ5 + 2975λ4 − 3450λ3 + 1960λ2 − 435λ),

whereas the weighted chromatic invariant for G2 is

χ̂f (G2;λ) = 10!× (210λ6 − 1260λ5 + 2975λ4 − 3434λ3 + 1925λ2 − 416λ).

Therefore, χ̂f (G1;λ) 6= χ̂f (G2;λ). This concludes that the weighted chromatic invariants is
stronger than the classical chromatic polynomials.

7. Homological Categorifications of weighted polynomials

Originated from category theory, a categorification in homology theory usually means to
categorify a quantity or a polynomial with some homology groups. For example, Khovanov
homology is a categorification of Jone’s polynomial, Floer homology is a categorification of
Alexander-Conway polynomial, and Magnitude homology is a categorification of magnitude.

In this section, we apply the method in [10] and [11] to construct chain complexes and
give categorifications to the weighted chromatic polynomial and weighted Tutte polynomial,
respectively. We omit some basic facts of algebraic topology and homological algebra. Some
definitions succeeded from [10] and [11] are also omitted.

We categorify the weighted polynomial by assigning a real-valued weight to the specially
constructed chain complexes, and show the relationship between the chain complexes and our
invariant in Section 6. We will write another paper to discuss general weighted chain complex,
and discuss only special cases in this paper.
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7.1. A Categorification of Harmonic Chromatic Polynomial. Let M be a free Z-module
with M = M0⊕M1, where M0 and M1 are subgroups of M and are generated by basis element
1 and x, respectively. Hence M can be considered as a graded free Z-module with non-trivial
elements only at degree 0 and 1.

Definition 7.1. Let G(s) = (V,E) be a labelled graph with n edges. We use a vector ϵ =
(ϵ1, ϵ2, . . . , ϵn) ∈ {0, 1}n to represent any given subgraph G(s)′ of G(s) whose vertices are V .
Precisely, for i = 1, 2, . . . , n, if the i-th edge exists in G(s)′, then we let ϵi = 1; and ϵi = 0
otherwise. We call ϵ the edge vector of G(s). Given any edge vector, we also denote the
corresponding subgraph Gϵ. We denote by l(ϵ) the number of 1s in edge vector ϵ. Let Ea(G(s))
be the set of all edge vectors ϵ with l(ϵ) = a, a ∈ N.

In order to construct a cochain complex with M , we first define the cochain group as follows.

Definition 7.2. The q-th chromatic cochain group of a graph G is defined as

Cq(G(s)) :=
⊕
l(ϵ)=q

M⊗k(Gϵ),

where ⊗ denotes tensor product.

We also write
Cq(G(s)) =

⊕
j≥0

Ci,j(G(s)),

where Cq,j(G(s)) denotes the elements of degree j of Cq(G(s)). Hence Cq(G(s)) can also be
considered as a bigraded module.

Let f : 2Ω → R be a discrete function of degree d. Since each M⊗k(Gϵ) corresponds to an edge
vector ϵ, by the definition, it also corresponds to an f -value. Therefore, besides the dimension
of the graded module, we can assign a weighted dimension to the graded module, where the
weight is given by f -values. We begin with the definition of weighted rank as follows.

Definition 7.3. Let G be a Z-module with decomposition G =
⊕

i Gi. We suppose that for
each Gi, there is a corresponding f -value. Then we define the f -rank of G as

frank(G) :=
∑
i

f(Gi) · dimQ(Gi ⊗Q).

Note that dimQ(Gi ⊗Q) is known as the rank of Gi.

Definition 7.4. Let N =
⊕

i Ni be a graded Z-module with an f -value f(N ), where Ni

denotes the set of homogeneous elements of degree i. The graded dimension of N is defined as

qdim(N ) :=
∑
i

qi · rank(Ni),

and the f -value graded dimension of N is defined as

fqdim(N ) :=
∑
i

qi · frank(Ni).

Lemma 7.1. Let N , G, and H be graded modules with f -values and N = G ⊕H. Then

fqdim(N ) = fqdim(G) + fqdim(H).

According to the above lemma, we can calculate as an example that for two graded module
M defined above, suppose that they correspond to f -values a1 and a2, then fqdim(M⊕M) =
(a1 + a2)(1 + q), and fqdim(M⊗m ⊕M⊗n) = a1(1 + q)m + a2(1 + q)n.

The desired chain complex is constructed by the cochain group above and a coboundary
operator. A coboundary operator is a module homomorphism between two cochain groups
whose dimensions differ by 1. By the correspondence between cochain groups and edge vectors,
the coboundary operator is induced by a map that increases exactly one edge.
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We define the coboundary operator by defining a map for its each element module, and then
linearly extend them. Let dϵ : Ea(G(s)) → Ea+1(G(s)) be a map that is identity on all elements
but changes exact one 0 to 1. For an edge ẽ, if adding the edge does not change the number
of connected components, then we define the element module map d̃ϵ : M

⊗k → M⊗k to be the
identity map. On the other hand, if the added edge ẽ joins two connected components, that is,
the number of connected components decreases by one, then we define the element module map
d̃ϵ : M

⊗k → M⊗k−1 to be identity on the tensor elements which are irrelevant to this process.
Moreover, for the two components that are connected, the map is defined to be M ⊗M → M
with m(1⊗ 1) = 1, m(1⊗ x) = m(x⊗ 1) = x, and m(x⊗ x) = 0.

Definition 7.5. The coboundary operator dq : Cq(G(s)) → Cq+1(G(s)) is defined as

dq :=
∑
l(ϵ)=q

(−1)n(ϵ)d̃ϵ,

where n(ϵ) =
∑k0

i=1 ϵi, and k0 is the index of the new-added edge in the given order.

By definition and simple calculation, it is uncomplicated to verify the following statements.

Lemma 7.2. The following statements are true.
(1) d is degree preserving.
(2) d ◦ d = 0.

(2) of Lemma 7.2 implies that (C⋆, d⋆) forms a cochain complex. We denote by H⋆(G) :=
ker(dq)/im(dq−1), the corresponding cohomology, where ker(dq) denotes the kernel of dq, and
im(dq−1) denotes the image of dq−1. It is shown in [10] that, the cochain complex does not
depend on the choice of the order s.

Definition 7.6. The graded Euler number of a cochain complex (C⋆, d⋆) is defined as Euleri(C) :=∑
i(−1)i · qdim(H i). Also, the weighted graded Euler number corresponding to a function f of

(C⋆, d⋆) is defined as wEuler(C)i :=
∑

i(−1)i · fqdim(H i).

By (1) of Lemma 7.2, the coboundary operator d is degree preserving, hence the (weighted)
graded Euler number is also equal to the alternative sum of the (f)qdim of cochain groups,
those are Euleri(C) =

∑
i(−1)iqdim(Ci), and wEuleri(C) =

∑
i(−1)ifqdim(Ci).

When f is a discrete harmonic function it follows from the definition of harmonic polyno-
mial, we have the following relationship between harmonic polynomial and the chain complex
constructed. This relationship gives a weighted categorification to harmonic chromatic polyno-
mials.

Theorem 7.1. Let G(s) = (V,E) be a labelled graph and f a discrete harmonic function on
E, then

χf (G(s)) =
∑
i

(−1)i+1 · fqdim(Ci(G(s))).

Also,

χ̂f (G) =
∑
s

∑
i

(−1)i+1 · fqdim(Ci(G(s))).

Example 7.1. We calculate the weighted chain complex and the weighted chromatic polyno-
mial of graph G as an example. Let G = (V,E) be the following graph, and f : E → R be a
discrete harmonic function with degree 1 on E. The f -values of each edges are a1, a2, a3, and
a4 as follows. The label is denoted by s.

Thus the sequence of chromatic cochain group is

0 → C0(G(s)) → C1(G(s)) → C2(G(s)) → C3(G(s)) → C4(G(s)) → 0.
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By definition,

C0 ∼= M⊗4;

C1 ∼= M⊗3 ⊕M⊗3 ⊕M⊗3 ⊕M⊗3;

C2 ∼= M⊗2 ⊕M⊗2 ⊕M⊗2 ⊕M⊗2 ⊕M⊗2 ⊕M⊗2;

C3 ∼= M⊗2 ⊕M ⊕M ⊕M ;

C4 ∼= M.

Then, we calculate the fqdim of Ci(G(s)) for i = 0, 1, 2, 3, 4.

fqdim(C0) = 0 · (1 + q)4 = 0;

fqdim(C1) = a1(1 + q)3 + a2(1 + q)3 + a3(1 + q)3 + a4(1 + q)3

= (a1 + a2 + a3 + a4)(1 + q)3 = 0;

fqdim(C2) = (a1 + a2)(1 + q)2 + (a1 + a3)(1 + q)2 + (a1 + a4)(1 + q)2

+ (a2 + a3)(1 + q)2 + (a2 + a4)(1 + q)2 + (a3 + a4)(1 + q)2

= 2(a1 + a2 + a3 + a4)(1 + q)2 = 0;

fqdim(C3) = (a1 + a2 + a3)(1 + q)2 + (a1 + a2 + a4)(1 + q)

+ (a1 + a3 + a4)(1 + q) + (a2 + a3 + a4)(1 + q)

= −a4(1 + q)2 + a4(1 + q);

fqdim(C4) = (a1 + a2 + a3 + a4)(1 + q)4 = 0.

Note that since f is a discrete harmonic function, (a1+a2+a3+a4) = 0, and (a1+a2+a3) = −a4.
We suppose that λ = 1+q, then the weighted graded Euler number of C•(G(s)) is a4λ2−a4λ,

which coincidences to the opposite of the weighted chromatic polynomial χf (G(s)) that is
calculated in Example 3.1.

a2

a1 a3 a4

G

Figure 3. An example of harmonic chromatic chain complex

7.2. A Categorification of Harmonic Tutte Polynomial. In this subsection, we apply the
method in [11] to give a categorification to the Harmonic Tutte Polynomial defined in Section
4. Similar to the last subsection, we give a construction of a cochain complex and calculate its
weighted alternative sum to categorify the harmonic Tutte polynomial. We omit some proofs
in [11]. We use the notation TC•(G) and boundary operator td• in this section to distinguish
the notations in this subsection and the last subsection.

The cochain group corresponding to the harmonic Tutte polynomial is constructed by a
Z-bigraded module. A Z-bigraded module is a module A consisting of a decomposition A =⊕

(i,j)∈Z⊕Z Ai,j. The graded dimension of A is defined as a two-variable power series qdimA :=∑
i,j dimQ(Ai ⊗Q).
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Let A and B be polynomial rings and A = Z[x]/(x2), B = Z[y]/(y2), where deg x =
(1, 0), deg y = (0, 1). The degree of a polynomial is the largest natural number such that the
coefficient is not zero. A simple calculation implies that qdimA = 1 + x, qdimB = 1 + y, and
qdim(A⊗m ⊗B⊗n) = (1 + x)m(1 + y)n, for any n,m ∈ N.

Let G(s) = (V,E) be a labelled graph, and f : 2Ω → R be a discrete function of degree d.
Similar to the construction in the last subsection, we represent any subgraph G′ of G whose
vertices are V by the edge vector. We define the cochain group as following.

Definition 7.7. The q-th Tutte chain group of G(s) is defined as

TCq(G(s)) :=
⊕
l(ϵ)=q

A⊗k(Gϵ) ⊗B⊗β1(Gϵ),

where β1(Gϵ) denotes the one-dimensional Betti number of graph (Gϵ).

Next, we define a Tutte differential operator tdq : TCq(G) → TCq+1(G). We begin with a
map from Ea(G) to Ea+1(G) that is identity on all elements but change exact one 0 to 1. That
is, the map adds an edge into some subset D ⊂ E. Known as a basic fact of algebraic topology,
adding an edge ẽ to D ⊂ E leads to only two cases, those are,

(1) ẽ joins two connected components of GD;
(2) ẽ forms a cycle in GD.

In the first case, k(GD∪ẽ) = k(GD)−1, and β1(GD∪ẽ) = β1(GD). In the second case, k(GD∪ẽ) =
k(GD), and β1(GD∪ẽ) = β1(GD) + 1.

For the first case, we define tdAϵ : Aϵ1(G) → Aϵ2(G) to be the identity on all tensor factors
other than those two tensor factors that are induced by two connected components joined.
For the two joined tensor factors, we map a1 ⊗ a2 ∈ A ⊗ A to a1a2 ∈ A. We also define
tdBϵ : Bϵ1(G) → Bϵ2(G) to be the identity map.

For the second case, we define tdAϵ : Aϵ1(G) → Aϵ2(G) be the identity map, and tdBϵ :
Bϵ1(G) → Bϵ2(G) be the module homomorphism mapping b ∈ Bϵ1(G) 7→ b ⊗ 1 ∈ Bϵ2(G) =
Bϵ1(G)⊗B.

Now by combining tdAϵ and tdBϵ in two different cases we can define the differential operator.
More precisely,

Definition 7.8. The differential operator

tdq : TCq(G(s)) → TCq+1(G(s))

is defined as tdq =
∑

l(ϵ)=q(−1)n(ϵ)(tdAϵ ⊗ tdBϵ ), where n(ϵ) =
∑k0

i=1 ϵi, and k0 is the index of the
new-added edge in the given order.

Lemma 7.3. The following statements are true.
(1) td ◦ td = 0.
(2) td is degree preserving.

Since td ◦ td = 0, {TC•(G), td•} is a cochain complex. We denote by TH•(G) for its
cohomology. It is shown in [11] that, the cochain complex does not depend on the choice
of the order s. The following theorem implies that the constructed cochain complex combined
with a harmonic function is a weighted categorification to harmonic Tutte polynomial.

Theorem 7.2. Let G = (V,E) be a graph with an order s and f a discrete harmonic function
on E, then

Tf (MG(s);x, y) =
∑
i

(−1)i+1 · fqdim(TC i(G(s))).

Also,
T̂f (MG;x, y) =

∑
s

∑
i

(−1)i+1 · fqdim(TCi(G(s))).
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The generalized weath product of association schemes

over a double poset

渡邊悠太 (愛知教育大学)

1 はじめに
集合 X に対して、その直積集合 X ×X の分割 R 次の条件(1)(2)(3)を満たしているときに、 R を X 上の対称ア

ソシエーションスキーム(symmetric association scheme)という。 R の要素を関係(relation)と呼ぶ。

(1) 1X = {(x, x) | x ∈ X} は R の要素である。これを自明な関係(trivial relation)と呼ぶ。

(2) 各 R ∈ R に対して、 R> = {(y, x) | (x, y) ∈ R} が R と一致する。

(3) S, T,R ∈ R を任意に固定したときに、基数 |{y | (x, y) ∈ S, (y, z) ∈ T}| が各 R に対して (x, y) ∈ R 上で

一定の値をとる。

非対称なアソシエーションスキームというものも自然に定義できるが、本稿では非対称なものは扱わないので、ここでは

紹介しない。興味のある場合は [5] を参照されたい。以降は(「対称」を省略して、)単にアソシエーションスキームと表記

することにする。また、 X を有限集合に限定する定義もあるが、ここでは X が無限集合であることを許容していることに

注意してほしい。有限集合上のアソシエーションスキームについては [2] を参照されたい。

例 1 (クラス1のアソシエーションスキーム). 集合 X に対して、 1X = {(x, x) | x ∈ X}、 R = {(x, y) ∈ X ×X |
x 6= y} と定める。このとき、組 KX = {1X , R} は X 上のアソシエーションスキームとなる。非自明な関係が1つしかな

いので、クラス1のアソシエーションスキーム(1-class association scheme)と呼ばれている。

例 2 (置換群から得られるアソシエーションスキーム). 群 G が集合 X にgenerously transitiveに作用しているとす

る。つまり、任意の X の2つの元に対して、それらを互いに移し合う G の元が存在するとする。さらに、直積集合 X ×X

への G の作用を g · (x, y) = (g · x, g · y), x, y ∈ X, g ∈ G で定義する。このとき、直積集合 X ×X の G の作用に

よる軌道全体からなる集合は X 上のアソシエーションスキームとなる。これを群 G の作用から得られるアソシエーション

スキームと呼ぶ。

F を体とし、 n を自然数とする。 F 上の n 次元列ベクトル全体からなる集合を Fn で表し、原点を「忘れる」ことでア

フィン空間とみる。アフィン空間 Fn 上の正則アフィン変換全体の成す群(一般アフィン群)を GAn(F) で表す。つまり、

GAn(F) = {x 7→ Ax+ b | A ∈ GLn(F), b ∈ Fn}

ここで、 GLn(F) は F 上の n 次正則行列全体の成す群(一般線形群)である。一般アフィン群 GAn(F) は写像の合成

に関して群をなしているので、群としては GLn(F)n Fn と同型である。

ここで、 GAn(F) の Fn への(アフィン変換による)自然な作用を考える。任意の y, z ∈ Fn に対して、アフィン変換

1
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x 7→ −Inx + (y + z) ∈ GAn(F) を考える*1と、このアフィン変換は y, z を互いに移し合うことが分かる。したがって、

GAn(F) の Fn への作用はgenerously transitiveである。例2よりこの作用から Fn 上のアソシエーションスキームが

得られることが分かる。このアソシエーションスキームについて以下の命題が成り立つ。

命題 3. 一般アフィン群 GAn(F) の Fn への自然な作用から得られるアソシエーションスキームは、クラス1のアソシ

エーションスキーム KFn である。

証明. R = {(y, z) ∈ Fn × Fn | y 6= z} が軌道になっていることを示せば良い。任意に (y, z), (y′, z′) ∈ R をとる。こ

のとき、 A(y − z) = y′ − z′ を満たす A ∈ GLn(F) が存在する。さらに、 b = y′ −Ay = z′ −Az ∈ Fn とおけば、ア

フィン変換 x 7→ Ax+ b は、 (y, z) を (y′, z′) に移す。したがって、 R は一般アフィン群 GAn(F) の Fn への自然な作

用による軌道であることが示された。

命題3を言い換えると、アフィン変換全体を使えば任意の相異なるペア同士を移すことができてしまう。そこで、本稿で

は、一部のアフィン変換だけを考える(つまり、一般アフィン群の良い部分群を考える)ことで得られるアソシエーションス

キームを調べることにする。具体的には、一般アフィン群と GLn(F) n Fn が同型であることに注意して、 GLn(F) の部

分群 G に対して、 Gn Fn (に対応する一般アフィン群の部分群)の作用を考える。

2 Bn n Fn の作用
正則な上三角行列全体からなる一般線形群 GLn(F) の部分群を Bn とする。このとき、 Bn n Fn に対応する一般

アフィン群の部分群を G1 とする。つまり、

G1 = {x 7→ Ax+ b ∈ GAn(F) | A ∈ Bn, b ∈ Fn}

−In ∈ Bn であることから、一般アフィン群 GAn(F) の場合と同様に、 G1 の Fn への作用はgenerously transitive

であることが分かる。このとき、 G1 の作用によるアソシエーションスキームについて以下の命題が成り立つ。

命題 4. G1 の Fn への作用から得られるアソシエーションスキーム R は、 n 個の F 上のクラス1のアソシエーションス

キームのリース積である。つまり、 R = {1Fn , R1, . . . , Rn} であり、各 i ∈ {1, 2, . . . , n} に対して、

Ri = {(x, y) ∈ Fn × Fn | xi 6= yi, xk = yk (k = i+ 1, . . . , n)}

を満たす。

証明. n に関する帰納法で示す。 n = 1 のとき、 B1 = GL1(F) なので、命題3よりこのアソシエーションスキームはクラ

ス1のアソシエーションスキーム KFn である。 n ≥ 2 のとき、各 Ri が軌道になることを次の 2 つの場合に分けて示す。

(1) (y, z) ∈ Ri, g ∈ G1 ならば g · (y, z) ∈ Ri を満たす。(2) (y, z), (y′, z′) ∈ Ri ならば g · (y, z) = (y′, z′) を満

たす g ∈ G1 が存在する。

(1) (y, z) ∈ Ri, g ∈ G1 とし、 g : x 7→ Ax + b を満たす A = [ai,j ] ∈ Bn, b ∈ Fn をとる。このとき、

g · (y, z) = (Ay + b, Az + b) ∈ Ri を示す。つまり、 [A(y − z)]i 6= 0, [A(y − z)]k = 0 (k = i+ 1, . . . , n) を示せ

ば良い。 i = 1 のときは、 [A(y − z)]1 = a1,1(y − z)1 6= 0, [A(y − z)]k =
∑n

j=k ak,j(y − z)j = 0 (k = 2, . . . , n)

である。 i ≥ 2 のときは、行列 A, y, z を次のように分割する。

*1 一般線形群 GLn(F) の単位元(単位行列)を In で表す。
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A =


a1,1 a1,2 · · · a1,n

0
... Ã

0

 , y =


y1

ỹ

 , z =


z1

z̃


このとき、 [A(y−z)]` = [Ã(ỹ− z̃)]`−1 (` = 2, . . . , n) なので、帰納法の仮定より、 [A(y−z)]i 6= 0, [A(y−z)]k = 0

(k = i+ 1, . . . , n) が成り立つ。

(2) (y, z), (y′, z′) ∈ Ri とし、 y, z, y′, z′ を次のように分割する。

y =


y1

ỹ

 , z =


z1

z̃

 , y′ =


y′1

ỹ′

 , z′ =


z′1

z̃′


i = 1 のときは、 ỹ = z̃, ỹ′ = z̃′ なので (ỹ, z̃), (ỹ′, z̃′) ∈ 1Fn−1 である。 i ≥ 2 のときは、 R̃i = {(x̃, ỹ) ∈
Fn−1 × Fn−1 | xi 6= yi, xk = yk (k = i+ 1, . . . , n− 1)} とすれば、 (ỹ, z̃), (ỹ′, z̃′) ∈ R̃i である。帰納法の仮定よ

り、全ての i で (ỹ, z̃) を (ỹ′, z̃′) に移すアフィン変換 x 7→ Ãx+ b̃ (Ã ∈ Bn−1, b̃ ∈ Fn−1) が存在する。さらに、 i = 1

のとき y1 6= z1, y′1 6= z′1 なので、 α(y1 − z1) = y′1 − z′1 を満たす α ∈ F \ {0} が存在するので、

A =


α 0 · · · 0

0
... Ã

0

 ∈ Bn, b =


y′1 − αy1

b̃

 =


z′1 − αz1

b̃

 ∈ Fn

とおけば、アフィン変換 x 7→ Ax+ b は、 (y, z) を (y′, z′) に移す。 i ≥ 2 のとき、 yi 6= zi なので、 (y1 − z1) + βi(yi −
zi) = y′1 − z′1 を満たす βi ∈ F が存在するので、

A =


1 0 · · · βi · · · 0

0
... Ã

0

 ∈ Bn, b =


y′1 − y1 − βiyi

b̃

 =


z′1 − z1 − βizi

b̃

 ∈ Fn

とおけば、アフィン変換 x 7→ Ax+ b は、 (y, z) を (y′, z′) に移す。つまり、全ての i で (y, z) を (y′, z′) に移す G1 の元

が存在することが分かる。

3 BP n Fn の作用
P を位数 n の半順序集合とする。この節では、 Fn と GLn(F) の要素の行と列をそれぞれ P の元で添字付けて考え

ることにする。その上で、一般線形群 GLn(F) の部分群 BP を次のように定義する。

BP = {A ∈ GLn(F) | p 6≤ q ⇒ Ap,q = 0 (p, q ∈ P )}
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特に、 P が鎖(どの2元も比較可能)の場合には BP は上三角行列全体の集合と一致する。また、 P が反鎖(どの2元も

比較不可能)の場合には BP は対角行列全体の集合と一致する。つまり、 BP は上三角行列全体からなる部分群と対

角行列全体からなる部分群を一般化した部分群である。このとき、 BP n Fn に対応する一般アフィン群の部分群を G2

とする。つまり、

G2 = {x 7→ Ax+ b ∈ GAn(F) | A ∈ BP , b ∈ Fn}

−In ∈ Bn であることから、一般アフィン群 GAn(F) の場合と同様に、 G2 の Fn への作用はgenerously transitive

であることが分かる。このとき、 G2 の作用によるアソシエーションスキームについて以下の命題が成り立つ。

命題 5. G2 の Fn への作用から得られるアソシエーションスキーム R は、 F 上のクラス1のアソシエーションスキーム

の P 上の一般化リース積*2である。つまり、 R = {RC | C ⊂ P は反鎖} であり、各反鎖 C ⊂ P に対して

RC = {(x, y) ∈ Fn × Fn | xp 6= yp (p ∈ C), xq = yq (q ≤6 ∃p ∈ C)}

を満たす。

証明. 命題4と同様に示すことができる。

4 (GLk(F)⊗ GL`(F))n Fn の作用
n = k` を満たす自然数 k, ` をとる。一般線形群 GLn(F) の部分群として、テンソル積 GLk(F) ⊗ GL`(F) を考え

る。このとき、 (GLk(F)⊗ GL`(F))n Fn に対応する一般アフィン群の部分群を G3 とする。つまり、

G3 = {x 7→ Ax+ b ∈ GAn(F) | A ∈ GLk(F)⊗ GL`(F), b ∈ Fn}

G3 の群作用を見やすくするために、以下の対応を考える。 n(= k`) 次元列ベクトル x を、1行目から k 個ずつ k 次元

の部分列ベクトル y1, y2, . . . , y` に分割して、それら y1, y2, . . . , y` を横に並べて k × ` 行列 x′ を構成する。

x =


y1

y2
...

y`

 → x′ =
[
y1 y2 · · · y`

]

この構成は全単射であることが分かるので、 Fn は「F 上の k × ` 行列全体」と一対一で対応する。この節では、 Fn を

k × ` 行列全体として扱うことにする。この同一視によって、 G3 の作用は以下のように書き換えることができる。

G3 = {x 7→ A1xA
>
2 + b ∈ GAn(F) | A1 ∈ GLk(F), A2 ∈ GL`(F), b ∈ Fn}

−In = −Ik ⊗ I` ∈ GLk(F)⊗ GL`(F) であることから、一般アフィン群 GAn(F) の場合と同様に、 G3 の Fn への作

用はgenerously transitiveであることが分かる。このとき、 G3 の作用によるアソシエーションスキームについて以下の

命題が成り立つ。

*2 一般化リース積については [1] を参照されたい。
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命題 6. G3 の Fn への作用から得られるアソシエーションスキーム R は、 k × ` の双線形形式スキーム*3である。つま

り、 d = min{k, `} とするとき、 R = {R0, R1, . . . , Rd} であり、各 i ∈ {0, 1, . . . , d} に対して、

Ri = {(x, y) ∈ Fn × Fn | rank(x− y) = i}

を満たす。

証明. 各 Ri が軌道になることを次の 2 つの場合に分けて示す。(1) (y, z) ∈ Ri, g ∈ G3 ならば g · (y, z) ∈ Ri を満

たす。(2) (y, z), (y′, z′) ∈ Ri ならば g · (y, z) = (y′, z′) を満たす g ∈ G3 が存在する。

(1) (y, z) ∈ Ri, g ∈ G3 とし、 g : x 7→ A1xA
>
2 + b を満たす A1 ∈ GLk(F), A2 ∈ GL`(F), b ∈ Fn をとる。この

とき、 g · (y, z) = (A1yA
>
2 + b, A1zA

>
2 + b) なので、

rank((A1yA
>
2 + b)− (A1zA

>
2 + b)) = rank(A1(y − z)A>

2 ) = rank(y − z) = i

である。つまり、 g · (y, z) ∈ Ri が従う。

(2) (y, z), (y′, z′) ∈ Ri とすると、 rank(y − z) = rank(y′ − z′) = i なので、 A1(y − z)A>
2 = y′ − z′ を満た

す A1 ∈ GLk(F), A2 ∈ GL`(F) が存在する。このとき、 b = y′ − A1yA
>
2 = z′ − A1zA

>
2 に対して、アフィン変換

x 7→ A1xA
>
2 + b は (y, z) を (y′, z′) に移す。

5 (Bk ⊗B`)n Fn の作用
n = k` を満たす自然数 k, ` をとる。 k 次の正則な上三角行列全体からなる部分群を Bk、 ` 次の正則な上三角行

列全体からなる部分群を B` とする。このとき、テンソル積 Bk ⊗B` が一般線形群 GLn(F) の部分群であることに注意

して、 (Bk ⊗B`)n Fn に対応する一般アフィン群の部分群を G4 とする。つまり、

G4 = {x 7→ Ax+ b ∈ GAn(F) | A ∈ Bk ⊗B`, b ∈ Fn}

前節と同様に、 G4 の群作用を見やすくするために、 Fn を k × ` 行列全体として扱うことにする。また、以下の記号を

準備する。 k × ` 行列 x ∈ Fn に対して、 x の (i, j) 成分よりも右下にある (k − i+ 1)× (`− j + 1) 部分小行列を

x[i, j] で表す。つまり、

x =



x1,1 · · · x1,j · · · x1,`

...
. . .

...
. . .

...

xi,1 · · · xi,j · · · xi,`

...
. . .

...
. . .

...

xk,1 · · · xk,j · · · xk,`


∈ Fn ⇒ x[i, j] =


xi,j · · · xi,`

...
. . .

...

xk,j · · · xk,`



同様に、 A1 ∈ Bk や A2 ∈ B` に対しても、 (i, j) 成分よりも右下にある小行列を A1[i, j], A2[i, j] で表す。さらに、

x ∈ Fn に対して、 ranki,j(x) = rank(x[i, j]) で定める。 −In = −Ik ⊗ I` ∈ Bk ⊗B` であることから、これまでと同

様に G4 の Fn への作用はgenerously transitiveであることが分かる。このとき、 G4 の作用によるアソシエーション

スキームを記述するために次のような同値関係を導入する。 (x, y), (x′, y′) ∈ Fn × Fn に対して、

(x, y) ∼ (x′, y′) ⇔ ranki,j(x− y) = ranki,j(x
′ − y′) (i = 1, 2, . . . , k, j = 1, 2, . . . , `)

*3 有限体上の双線形形式スキームについては [3] を参照されたい。
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主定理 7. G4 の Fn への作用から得られるアソシエーションスキームは、 Fn × Fn の同値関係 ∼ による商集合と一

致する。

証明. k, ` に関する帰納法で示す。

k = 1 のとき、 B1 ⊗ B` = B` なので、命題4よりこのアソシエーションスキームは ` 個の F 上のクラス1のア

ソシエーションスキームのリース積である。つまり、 R = {1Fn , R1, . . . , R`} であり、各 i ∈ {1, 2, . . . , `} に対して、

Ri = {(x, y) ∈ Fn × Fn | xi 6= yi, xk = yk (k = i+ 1, . . . , `)} を満たす。このとき、 x, y ∈ Fn = F` が行ベクト

ルであることに注意すると、 0 ≤ rank1,`(x− y) ≤ · · · ≤ rank1,1(x− y) ≤ 1 であり、

rank1,i(x− y) = 1 かつ rank1,i+1(x− y) = 0 ⇔ (x, y) ∈ Ri

rank1,1(x− y) = · · · = rank1,`(x− y) = 0 ⇔ (x, y) ∈ 1Fn

これは、各 Ri, 1Fn が同値関係 ∼ による同値類であることを示している。 つまり、同値関係 ∼ による商集合と一致す

る。同様に、 ` = 1 の場合も、アソシエーションスキームは同値関係 ∼ による商集合と一致する。

k ≥ 2 かつ ` ≥ 2 のとき、同値関係 ∼ による同値類 R が軌道になることを次の 2 つの場合に分けて示す。(1)

(y, z) ∈ R, g ∈ G4 ならば g · (y, z) ∈ R を満たす。(2) (y, z), (y′, z′) ∈ R ならば g · (y, z) = (y′, z′) を満たす

g ∈ G4 が存在する。

(1) (y, z) ∈ R, g ∈ G4 とし、 g : x 7→ A1xA
>
2 + b を満たす A1 ∈ Bk, A2 ∈ B`, b ∈ Fn をとる。この

とき、 g · (y, z) = (A1yA
>
2 + b, A1zA

>
2 + b) ∈ R を示す。つまり、 ranki,j(y − z) = ranki,j(A1(y − z)A>

2 )

(i = 1, 2, . . . , k, j = 1, 2, . . . , `) を示せば良い。行列 A1, A2, y, z の部分小行列 Ã1, Ã2, ỹ, z̃ を次のように定める。

Ã1 = A1[i, i], Ã2 = A2[j, j], ỹ = y[i, j], z̃ = y[i, j]

このとき、 A1, A2 が上三角行列であることに注意すると、 ranki,j(y − z) = rank(ỹ − z̃) = rank(Ã1(ỹ − z̃)Ã>
2 ) =

ranki,j(A1(y − z)A>
2 ) が成り立つことが示される。

(2) (y, z), (y′, z′) ∈ R とし、 w = y − z, w′ = y′ − z′ とおく。行列 w,w′ の部分小行列 w̃, w̃′ を次のように定

める。

w̃ = w[2, 1] w̃′ = w′[2, 1]

帰納法の仮定より、 Ã′
1w̃(A

′
2)

> = w̃′ を満たす Ã′
1 ∈ Bk−1, A′

2 ∈ B` が存在する。 A′
1 = 1⊕ Ã′

1 ∈ Bk と定める。さ

らに、 w′′ = A′
1w(A

′
2)

> とおく。

w′′ = A′
1w(A

′
2)

> =

 1 0

0 Ã′
1

 w1,1 · · · w1,`

w̃

 (A′
2)

> =

 w′′
1,1 · · · w′′

1,`

w̃′


このとき、 A′′

1w
′′(A′′

2)
> = w′ を満たす A′′

1 ∈ Bk, A′′
2 ∈ B` を見つければよい。 rank1,1(w

′′) = rank2,1(w
′′) のと

き、 w′′ の1行目は w̃′ の行の線型結合で表すことができる。このとき、 R が同値類であることから、 rank1,1(w
′) =

rank2,1(w
′) でもあり、 w′ の1行目も w̃′ の行の線型結合で表すことができる。したがって、 β2, . . . , βk が存在して、

1 β2 · · · βk

Ik−1

w′′ = w′
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となる。一方で、 rank1,1(w
′′) > rank2,1(w

′′) のとき、

rank1,j+1(w
′′) = rank2,j+1(w

′′), rank1,j(w
′′) > rank2,j(w

′′)

を満たす j が存在する。 w′′[1, j + 1] の1行目は w′′[2, j + 1] の行の線型結合で表すことができ、 w′′[1, j] の1行目

は w′′[2, j] の行の線型結合で表すことができるない。さらに、 w′′[2, j] の1列目は w′′[2, j + 1] の列の線型結合で表

すことができ、 w′′[1, j] の1列目は w′′[1, j + 1] の列の線型結合で表すことができない。 R が同値類であることから、

w′ についても同様のことが言える。したがって、 α, β2, . . . , βk, γj,1, . . . , γ`,j−1 が存在して、
α β2 · · · βk

Ik−1

w′′


Ij−1

γj,1 · · · γj,j−1

...
. . .

... I`−j+1

γ`,1 · · · γ`,j−1

 = w′

となる。

6 おわりに
本稿では、アフィン変換の作用から定まるアソシエーションスキームを通して、クラス1のアソシエーションスキーム・リー

ス積・一般化リース積・双線形形式スキームを系統的に整理した。まとめると以下の通りである。

permutation groups association schemes

GLn(F)n Fn KFn

Bn n Fn wreath product of n copies of KF

BP n FP generalized wreath product of KF over P

(GLk(F)⊗ GL`(F))n Fn m× n bilinear forms

(Bk ⊗B`)n Fn defined by ranki,j(x− y)

(BP ⊗BQ)n FP×Q ???

上記表の (BP ⊗ BQ)n FP×Q のアソシエーションスキームについては、本稿では触れなかったが、自然に定義できる

ことが見てとれる。このアソシエーションスキームの特徴付けについては今後の課題である。

最後に、講演では時間の関係で触れることができなかったのだが、 (Bk ⊗B`)n Fn のアソシエーションスキームが、

グラスマン多様体のattenuated space上に定まるアソシエーションスキーム*4として自然に構成されるものであること

をコメントしておく。自然数 k, ` に対して、 n = k`, m = k + ` とする。ベクトル空間 Fm の ` 次元部分空間全体をグ

ラスマン多様体(Grassmannian)と呼び、 Gr(`,m) で表す。グラスマン多様体 Gr(`,m) には一般線形群 GLm(F)
が(左からの行列の積として)自然に作用しているが、ここでは、上三角行列からなる部分群(ボレル部分群) Bm の作用

を考える。 Gr(`,m) の Bm の作用による軌道のうち、一番大きいものをattenuated spaceと呼ぶ。具体的に書き下

*4 グラスマン多様体のattenuated space上に定まるアソシエーションスキームについては [4] を参照されたい。
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すと、 Fm の標準基底 e1, . . . , em に対して、

X = {x ∈ Gr(`,m) | dim(x ∩ 〈e1, . . . , ek〉) = 0}

がグラスマン多様体のattenuated spaceである。 m = k + ` であり、 {e1, . . . , em} が標準基底であることに注意す

ると、

X =

column space of

 x′

J

∣∣∣∣∣∣ k × ` matrix x′

 , where J =


1

. . .

1


である。この X に合わせて Bm の上三角行列も分割すると、

Bm =


 A1 b

A2

 : A1 ∈ Bk, A2 ∈ B`, k × ` matrix b


となる。上記のように、 X の元を k × ` 行列 x′ と同一視すれば、 Bm の X への作用は

x′ 7→ A1x
′(JA−1

2 J) + (bA−1
2 J)

と表せる。これは (Bk ⊗B`)n Fn に対応するアフィン変換である。つまり、 (Bk ⊗B`)n Fn のアソシエーションスキー

ムは、グラスマン多様体のattenuated space上に定まるアソシエーションスキームとして自然に構成されることが分

かった。
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