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Hankel type hyperpfaffians and the Selberg integrals
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概要
講演の中では, パフィアンを計算する動機づけをのべるのに時間を割いたが, ここ
では超パフィアンの等式を中心に述べることにする. 超パフィアンを扱うので式や
証明が複雑になるが, セルバーグ積分がたいへん一般的な形の積分なので, それをフ
ルに応用することを考えると超パフィアンまで拡張する必要がある. 主な結果がパ
フィアンの和公式の超パフィアン版であり, その応用として de Bruijn の 2 つの公
式を超パフィアンに拡張する. de Bruijn の公式は 2 つあるが, 2 番目の方を応用す
るとパフィアン (さらに超パフィアン) の値を積分に帰着させることができる. 直交
多項式については, いろいろなことが知られているので, その結果を使っていろいろ
なパフィアンを計算できることを最後の節で示す. q-類似についても面白い結果が
得られるが紙面の都合上省略する. 詳細は Masao ISHIKAWA and Jiang ZENG,

“Hankel hyperpfaffian calculations and Selberg integrals”, arXiv:2008.09776

を見て欲しい.

1 Introduction

数え上げ組合せ論に現れる対象は平面分割など, その個数や母関数などが lattice path

method 等を使って行列式で表されることが多い. 例えばMills-Robbins-Rumsey [12] は
回転対称かつ歪自己補完 (cyclically symmetric transpose complement) な平面分割の個

∗ Partially supported by JSPS KAKENHI Grant Numbers JP20K03558, 21K03202.
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数が
det

((
i+ j

2i− j

))
0≤i,j≤n−1

.

で表せることを示した. 彼らは, この行列式の評価を Andrews の結果 [2] に帰着させた
が, 一般的に行列式の評価は決して易しい問題ではない. Gessel-Xin [?] は, この行列式を
Henkel 行列式に帰着させる方法を提示し, その他にも母関数を使って, Henkel 行列式に
帰着できる行列式の研究を行った. Hankel 行列式の長所は, 直交多項式の古典論との関係
を使って値を評価できる点である.

一方で, 数え上げ組合せ論に現れる対象には, Pfaffian で個数や母関数を計算できる例
も多い. この研究の動機は, このような Pfaffian を同様に Hankel 型に帰着して評価でき
るかということである. この場合に Pfaffian に Hankel 型というものは, もともとないの
で, ここで Hankel 型というものを定義するが, 必ずしも, これが正しい定義かどうかわ
からない. もう少し広い範疇の Pfaffian に適用できる可能性もある. ここでは, 我々が
Hankel 型と呼ぶ Pfaffian を定義し, その Pfaffian の計算がセルバーグ積分に帰着するこ
とを使って計算を行う. セルバーグ積分 [14] は一般に

Sn(α, β, γ) =

∫
[0,1]n

n∏
i=1

tα−1
i (1− ti)

β−1
∏

1≤i<j≤n

|ti − tj |2γ dt

=
n∏

j=1

Γ (α+ (j − 1)γ) Γ (β + (j − 1)γ) Γ (jγ + 1)

Γ (α+ β + (n+ j − 2)γ) Γ (γ + 1)
. (1.1)

の形をしている. また, 青本先生による拡張 [1]∫
[0,1]n

ek(t)
n∏

i=1

tα−1
i (1− ti)

β−1
∏

1≤i<j≤n

|ti − tj |2γ dt

=

(
n

k

)
Sn(α, β, γ)

k∏
j=1

α+ (n− j)γ

α+ β + (2n− j − 1)γ
, (1.2)

もある. ここで ek(t) = ek(t1, . . . , tn) は基本対称式で
∑n

k=0 ek(t)y
k =

∏n
i=1(1+ tiy) に

よって定義される. この中で [6] の中の予想を解決するのみでなく, 拡張された問題を解決
する. セルバーグ積分に帰着される過程で, その機能をフルに使うには普通のパフィアン
ではなく, 超パフィアン (huperpfaffian) を考えた方が良いことがわかる. そこで議論が,

かなり一般論になるが次の節は超パフィアンの枠組みで議論を展開する. Luque-Thibon

[9, 10, 11] による先行研究もある.
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2 超行列式と超パフィアン
この節の目的は, 超行列式と超パフィアンを導入して, パフィアンの和公式 [7, Theo-

rem 1], [8, Theorem 3.2] を超パフィアンに拡張することである.

正整数 n に対して [n] = {1, 2, . . . , n} と書く. 集合 S に対して S の r-元部分集合全体
の集合を (

S
r

) と書く. l, n を正整数とし S を ln-元集合とすうとき.
(

S
l,...,l

)
(下の行は l

が n 個) によって 1 ≤ j ≤ n に対して Sj ∈
(
S
l

) であり, かつ S1 ∪ · · · ∪Sn = S (disjpint

union) であるような n-個の組 (S1, . . . , Sn) 全体を表す.

正整数 n に対して Sn を文字 [n] 上の対称群とする. 対称群 Sn の元を表すのに,

σ = (σ(1), . . . , σ(n)) のような 1 行表示を用いる. σ ∈ Sln に対して, σ を長さが l

の n 個のブロックに分割して書くことが便利なことが多い. すなわち 1 ≤ k ≤ n に対
して σk = (σ((k − 1)l + 1), . . . , σ(kl)) とおき, σ = (σ1, . . . ,σn) の形をしているとす
る. 各ブロック σk (1 ≤ k ≤ n) の中の文字が単調増加であるようなブロックの集まり
σ = (σ1, . . . ,σn) の形をした置換全体のなす Sln の部分集合をSln(l, . . . , l) (l は n 回)

によって表す. すなわち, Sln(l, . . . , l) は{
σ = (σ(1), . . . , σ(ln)) ∈ Sln

∣∣σ((j − 1)l + 1) < · · · < σ(jl) for 1 ≤ j ≤ n
}

とする. 今後 I ∈
(

S
l,...,l

) を σ ∈ Sln(l, . . . , l) と同一視して, 対応する σ の符号 sgnσ

を表すのに sgn I と書く. 例えば l = n = 2 で S = {1, 3, 5, 7} のとき,
(

S
2,2

) は 6

個の元 ({1, 3}, {5, 7}), ({1, 5}, {3, 7}), ({1, 7}, {3, 5}), ({3, 5}, {1, 7}), ({3, 7}, {1, 5}),
({5, 7}, {1, 3}) からなる. それぞれの符号は, この順に +, −, +, +, −, + である.

mを偶数, nを正整数とする. n次のm-次元テンソルとはA = (A(i1, . . . , im))1≤i1,...,im≤n

とは写像 A : [n]m → F , (i1, . . . , im) 7→ A(i1, . . . , im) のこととする. ここで F は標数 0

の体としておく. また, Aの第 (i1, . . . , im−1)行を (A(i1, . . . , im−1, 1), . . . , A(i1, . . . , im−1, n))

とする. A の 超行列式 (hyperdeterminant) det[m]A を

det[m]A =
1

n!

∑
σ1,...,σm∈Sn

sgn(σ1 · · ·σm)

n∏
i=1

A(σ1(i), σ2(i), . . . , σm(i))

=
∑

σ1,...,σm−1∈Sn

sgn(σ1 · · ·σm−1)
n∏

i=1

A(σ1(i), . . . , σm−1(i), i). (2.1)

によって定義する. 行列のときに, 添字の動く範囲を制限することによって部分行列を得
たように, ここでは n 次の m-次元テンソルの部分テンソルの概念を準備する. [n] の部分
集合の m-個の組 (I(1), . . . , I(m)) を準備しよう. すなわち I(1), . . . , I(m) ∈

(
[n]
r

) とする.

このとき
AI(1),··· ,I(m) = (A(i(1), . . . , i(m)))i(1)∈I(1),...,i(m)∈I(m) .
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を, 添字を (I(1), . . . , I(m)) に制限して得られる部分テンソルとする. また, 超行列式
det[m]AI(1),··· ,I(m) を A の (I(1), · · · , I(m))-小超行列式 (minor) といい, aI(1),··· ,I(m) と
書くことにする. 次の補題は, 超行列式のラプラス展開と言えるものである. もう少し一
般的な形でも述べることができるが, この形が 定理 2.3 の証明で重要である.

補題 2.1. l,m, n, N を正整数で ln ≤ N を満たすとする. A = (A(i1, . . . , im))1≤i1,...,im≤N

を N 次の m-次元テンソルとする. I = {i1, . . . , iln} ∈
(
N
ln

) を長さ l のブロックに分け
て I = (I1, . . . , In) と書く. すなわち, Ij = {i(j−1)l+1, . . . , ijl} (1 ≤ j ≤ n) である. こ
のとき

det[m]A[ln],...,[ln],I =
∑

I(1),...,I(m−1)∈( [ln]
l,...,l))

sgn I(1) · · · sgn I(m−1)
n∏

j=1

det[m]A
I
(1)
j ,...,I

(m−1)
j ,Ij

,

(2.2)

が成り立つ. ここで 1 ≤ j ≤ n, 1 ≤ k ≤ m − 1 に対して I(k) = (I
(k)
1 , . . . , I

(k)
n )

(I
(k)
j ∈

(
[ln]
l

)
) のようにブロックで表した表現である.

Barvinok [3]が最初に超パフィアン (hyperpfaffian)を定義した. 普通のパフィアンは歪
対称行列に対してマッチングを使って定義される. すなわち, 行列が B = (B(i, j))i,j∈[2n]

歪対称とは B(j, i) = −B(i, j) 満たすことであるが, この条件から B(i, i) = 0 であ
り, 歪対称行列は写像 B :

(
[2n]
2

)
→ F , {i, j} 7→ B({i, j}) = B(i, j) (i < j) と看

做すことができる. Barvinok の超パフィアンは偶数 l に対して, B :
(
[ln]
l

)
→ F ,

B({i1, . . . , il}) = B(i1, . . . , il) (i1 < · · · < il) というテンソルに対してであったが, ここ
ではもう少し拡張して次のような状況を考える.

l, m, n を正整数とし, l は偶数とする. 写像 B :
(
[ln]
l

)m
→ F , (I(1), . . . , I(m)) 7→

B(I(1), . . . , I(m)) を

B =
(
B(I(1), . . . , I(m))

)
I(1),...,I(m)∈([ln]

l )
,

と書く. このとき 超パフィアン (hyperpfaffian) Pf [l,m](B) を

Pf [l,m](B) =
1

n!

∑
I(1),...,I(m)∈( [ln]

l,...,l)

sgn(I(1)) · · · sgn(I(m))
n∏

j=1

B
(
I
(1)
j , . . . , I

(m)
j

)
,

(2.3)

によって定義する. ここで, I(k) = (I
(k)
1 , . . . , I

(k)
n ) with I

(k)
j ∈

(
[ln]
l

)
(1 ≤ j ≤ n, 1 ≤

k ≤ m) とする. 超パフィアン Pf [l,m] (B(I1, . . . , Im))
I1,...,Im∈([ln]

l )
を短く Pf [l,m](B) と

も書く. l = 2, m = 1 のときは, 普通のパフィアンになる.
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前述の超行列式と同様に, 添字の動く範囲を制限することにより, 部分超パフィア
ンを考えることが必要になる. 考え方は単純であるが, notation が長くなる. B =

(B(I1, . . . , Im))
I1,...,Im∈([ln]

l )
ln 次 m-次元配列とし, r を 1 ≤ r ≤ n であるような正整

数とする. 1 ≤ k ≤ m に対して S(k) ∈
(
[ln]
lr

) であるような m 個の組 (S(1), . . . , S(m)) に
対してBS(1),··· ,S(m) によって, 添字を制限した lr 次の m-次元 l-ブロック配列

(B(I1, . . . , Im))
I1∈(S

(1)

l ),...,Im∈(S
(m)

l )

を表す. その超パフィアン

Pf [l,m](BS(1),··· ,S(m)) =
1

r!

∑
I(1)∈(S(1)

l,...,l),...,I(m)∈(S
(m)

l,...,l)

m∏
k=1

sgn(I(k))
r∏

j=1

B
(
I
(1)
j , · · · , I(m)

j

)
,

(2.4)

を B の 部分超パフィアン (subhyperpfaffian) と呼ぶ. ここで和の中の記号は I(k) =

(I
(k)
1 , . . . , I

(k)
r ) という意味である.

証明は述べないが, 次の和は普通のパフィアンでは良く知られた結果を超パフィアンに
拡張したものであり, de Bruijn 型の公式を証明するのに本質的に使う. 記号として, 次の
ものを使う. 正の整数 λ に対して Dl(λ) = {l(λ− 1) + 1, l(λ− 1) + 2, . . . , l(λ− 1) + l}
と置き, 1 ≤ λ1 < · · · < λn ≤ N に対して Dl(λ1, . . . , λn) = Dl(λ1) ∪ · · · ∪Dl(λn) と書
く. λ = (λ1, . . . , λn) ∈

(
[N ]
n

) に対して短く Dl(λ) と書く.

補題 2.2. l, m, n, N が正整数で l は偶数, n ≤ N とする. lN 次の m-次元 l-ブロック
配列B = (B(I(1), · · · , I(m)))I(1),··· ,I(m)∈(lNl )

を

B(I(1), · · · , I(m)) =

{
1 if I(k) = Dl(λ

(k)) for some λ(k) ∈ [N ] (1 ≤ k ≤ m),

0 otherwise.

(2.5)

とする. このとき S(1), . . . , S(m) ∈
(
[lN ]
ln

) に対して
Pf [l,m](BS(1),...,S(m)) =

{
1 if S(k) = Dl(λ

(k)) for some λ(k) ∈
(
[N ]
n

)
(1 ≤ k ≤ m),

0 otherwise.

(2.6)

となる.

例えば, l = 2, m = 1 のとき, B は

B(I) =

{
1 if I = {2λ− 1, 2λ} for 1 ≤ λ ≤ N ,

0 otherwise.
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によって定義される配列 (歪対称行列) で, S ∈
(
[2N ]
2n

) が S = {2λ1 − 1, 2λ1} ∪ · · · ∪
{2λn − 1, 2λn} (1 ≤ λ1 < · · · < λn ≤ N) の形のとき Pf(BS) の値が 1 で, それ以外の
とき 0 になる.

次の定理はパフィアンの和公式 ([7, 8]) と呼ばれるものの超パフィアン版であり, de

Brijn の定理の超パフィアン版をすべてこれを使って証明する.

定理 2.3. l, m, n, N , r を正整数とし, l が偶数で ln ≤ N とする. 1 ≤ ν ≤ r

なる整数 ν に対して H(ν) = (H(ν)(i1, . . . , im))1≤i1,...,im−1≤ln, 1≤im≤N が, サイズが
(ln, . . . , ln,N) である m-次元で, B = (B(I(1), . . . , I(r)))

I(1),··· ,I(r)∈([N]
l )
をサイズが N

の r-次元 l-ブロック配列とする. このとき∑
S(1),...,S(r)∈([N]

ln )

Pf [l,r](BS(1),...,S(r))
r∏

ν=1

det[m]H(ν)[ln],...,[ln],S(ν) = Pf [l,(m−1)r](Q),

(2.7)

が成り立つ. ここで, 右辺の配列
Q = (Q(I(1,1), . . . , I(1,m−1), . . . , I(r,1), . . . , I(r,m−1)))

I(1,1),...,I(r,m−1)∈([ln]
l )

はサイズが ln の (m− 1)r-次元 l-ブロック配列であり

Q(I(1,1), . . . , I(1,m−1), . . . , I(r,1), . . . , I(r,m−1))

=
∑

K(1),...,K(r)∈([N]
l )

B(K(1), . . . ,K(r))
r∏

ν=1

det[m](H(ν)I(ν,1),...,I(ν,m−1),K(ν)) (2.8)

によって定義される.

定理 2.3 において m = 2 と置けば, 超行列式は普通の行列式なので次の系を得る.:

系 2.4. l, n, N , r が正の整数で l は偶数, ln ≤ N とする. 1 ≤ ν ≤ r に対して H(ν) =

(hij(ν))1≤i≤ln,1≤j≤N を ln×N 矩形行列とし, B = (B(I(1), · · · , I(r)))
I(1),··· ,I(r)∈([N]

l )
をサイズが N の r-次元 l-ブロック配列とする. このとき∑

S(1),...,S(r)∈([N]
ln )

Pf [l,r](BS(1),...,S(r))

r∏
ν=1

detH(ν)[ln],S(ν) = Pf [l,r](Q), (2.9)

が成り立つ. ここで Q = (Q(I(1), . . . , I(r)))
I(1),...,I(r)∈([ln]

l )
is はサイズが ln の r-次元 l-

ブロック配列で, その成分は

Q(I(1), . . . , I(r)) =
∑

K(1),...,K(r)∈([N]
l )

B(K(1), . . . ,K(r))
r∏

ν=1

det(H(ν)I(s),K(s)) (2.10)

によって定義される.
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3 超パフィアンに関する De Bruijn の公式
De Bruijn は次の 2 つの主要なパフィアンの公式, [4, (4,7)] と [4, (7.3)] を得た. この
節では, その超パフィアンへの一般化を考える. まず, [4, (4,7)] 式は次のようなものであ
る. s(x, y) を s(x, y) = −s(y, x) をみたす関数とし, S = S(x1, . . . , xn) (1 ≤ i, j ≤ n)

を (i, j) 成分が sij = s(xi, xj) である歪対称行列とする. このとき∫
· · ·

∫
a≤x1<···<xn≤b

Pf(S(x1, . . . , xn)) det(ϕi(xj))1≤i,j≤ndx1 · · · dn = Pf(As) (3.1)

が成り立つ. ここで As は (i, j) 成分が

aij =

∫ b

a

∫ b

a

ψi(x)ψj(y)s(x, y) dxdy (3.2)

で定義される n 次の歪対称行列である.

もう 1 つの公式 [4, (7.3)] は次のようなものである. ϕ1, . . . , ϕ2n, ψ1, . . . , ψ2n を x の
関数とし (ϕi(xj)|ψi(xj))i∈[2n],j∈[n] が, 第 i (i ∈ [2n]) 行が(

ϕi(x1) ψi(x1) . . . ϕi(xn) ψi(xn)
)

を表す行列とする. このとき∫
0≤x1<···<xn≤α

det(ϕi(xj)|ψi(xj))i∈[2n],j∈[n]dx1 · · · dxn

= Pf

(∫ α

0

∣∣∣∣ϕi1(x) ψi1(x)
ϕi2(x) ψi2(x)

∣∣∣∣ dx)
i1,i2∈[2n]

(3.3)

が成り立つ. 特に, 後者の (3.3) のタイプの式を, ここでは使うが, 一般のセルバーグ積分
にも使えるように超パフィアンに拡張する. また, q-アナログを扱うためにジャクソン積
分の枠組みで述べる.

f(x) が区間 [0, α] 上の関数のとき, ジャクソン積分は∫ α

0

f(x) dqx(1− q)α
∞∑

n=0

f(αqn)qn

によって定義する. ここでは |q| < 1 とする. また [0, α] 上の重み関数を w として
dqω(x) = w(x)dqx と書く. さらに多重積分を∫

0≤x1<···<xn≤α

f(x1, . . . , xn)dqω(x1) · · ·ω(xn)

= (1− q)nαn
∑

0≤i1<···<in

f(αqin , . . . , αqi1)w(αqi1) · · ·w(αqin)qi1+···+in .
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によって定義する. このとき, De Bruijn の 1 つ目の等式 (3.1) の超パフィアン版は次の
ものである. 証明は, 定理 2.3 を使う.

定理 3.1. l, m, n, r を正整数とし, l は偶数と仮定する. i1, . . . , im−1 ∈ [ln], 1 ≤ ν ≤ r

に対して, ϕ
(ν)
i1,...,im−1

(y) を [0, α] 上の関数とする. y(ν) = (y
(ν)
1 , . . . , y

(ν)
l ) ∈ [0, α]l

(1 ≤ ν ≤ r) とし f(y(1), . . . ,y(r)) を y(1), . . . ,y(r) の関数とするとき,∫
0≤x

(1)
1 <···<x

(1)
ln ≤α

· · ·
∫
0≤x

(r)
1 <···<x

(r)
ln ≤a

Pf [l,r]
(
f(x

(1)

I(1) , . . . ,x
(r)

I(r))
)
I(1),...,I(r)∈([ln]

l )

×
r∏

ν=1

det[m]
(
ϕ
(ν)
j1,...,jm−1

(x
(ν)
jm

)
)
1≤j1,...,jm≤ln

dqω(x
(s)) = Pf [l,(m−1)r] (Q) , (3.4)

が成り立つ. ここで I(1,1), . . . , I(1,m−1), . . . , I(r,1), . . . , I(r,m−1) ∈
(
[ln]
l

) に対して
Q(I(1,1), . . . , I(1,m−1), . . . , I(r,1), . . . , I(r,m−1)) =

∫
0≤x

(1)
1 <···<x

(1)
l ≤α

· · ·
∫
0≤x

(r)
1 <···<x

(r)
l ≤α

f(x(1), . . . ,x(r))
r∏

ν=1

det[m](ϕ
(ν)

i(ν,1),··· ,i(ν,m−1)(x
(ν)
im

))i(ν,1)∈I(ν,1),...,i(ν,m−1)∈I(ν,m−1),im∈[l]

×
r∏

ν=1

dqω(x
(ν)
1 ) · · · dqω(x(ν)l ) (3.5)

ここで x(ν) = (x
(ν)
1 , . . . , x

(ν)
ln ) のとき I(ν) = {i(ν)1 , . . . , i

(ν)
l } ∈

(
[ln]
l

)
(1 ≤ ν ≤ r) に対し

て x
(ν)

I(ν) = (x
(ν)

i
(ν)
1

, . . . , x
(ν)

i
(ν)
l

) と書く. また x(ν) は (x
(ν)
1 , . . . , x

(ν)
l ) を表す.

De Bruijn の 2 番目の等式 (3.3) の超パフィアンへの一般化は次のようになる. ここで
は, 主に, こちらの式を使う. Luque-Thibon による [9, (96)] の式は, この定理の特別な場
合である.

定理 3.2. l, m, n, r を正整数とし, l を偶数と仮定する. i′ = (i1, . . . , im−1) ∈ [ln]m−1

(ν ∈ [r], k ∈ [l]) に対して ϕ
(ν,k)
i′ (x) = ϕ

(ν,k)
i1,...,im−1

(x) を [0, α] 上の関数とする. このとき
∫
0≤x

(1)
1 <···<x

(1)
n ≤α

· · ·
∫
0≤x

(r)
1 <···<x

(r)
n ≤α

r∏
ν=1

det[m]
(
ϕ
(ν,1)
i′ (x

(ν)
j )

∣∣∣ · · · ∣∣∣ϕ(ν,l)i′ (x
(ν)
j )

)
i′∈[ln]m−1, j∈[n]

×
r∏

ν=1

dqω(x
(ν)) = Pf [l,(m−1)r] (Q) , (3.6)

このとき dqω(x
(ν)) = dqω(x

(ν)
1 ) · · · dqω(x(ν)n ) であり Q は I(1,1), . . . , I(r,m−1) ∈

(
[ln]
l

)
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に対して

Q(I(1,1), . . . , I(1,m−1), . . . , I(r,1), . . . , I(r,m−1))

=

∫
[0,α]r

r∏
ν=1

det[m]
(
ϕ
(ν,k)

i(ν,1),...,i(ν,m−1)(x
(ν))

)
i(ν,1)∈I(ν,1),...,i(ν,m−1)∈I(ν,m−1),k∈[l]

dqω(x
(ν))

(3.7)

によって定義される. ここで
(
ϕ
(ν,1)
i′ (yj)

∣∣∣ · · · ∣∣∣ϕ(ν,l)i′ (yj)
)
i′∈[ln]m−1, j∈[n]

は i′ 行が
(
ϕ
(ν,1)
i′ (y1), · · · , ϕ(ν,l)i′ (y1), . . . , ϕ

(ν,1)
i′ (yn), · · · , ϕ(ν,l)i′ (yn)

)
.

によって定義される ln 次の m-次元テンソルである.

ここからは, この 2 番目の de Bruijn 型の等式 (3.2) の応用である. [5] の中で使われ
た記号

∆1
k(x) = ∆1

k(x1, . . . , xn) =
∏
i<j

k−1∏
ν=0

(xj − qνxi)(xj − q−νxi) (3.8)

を使おう. また (q)k = (q; q)k =
k∏

i=1

(1− qi) という記号を使う.

系 3.3. l, n を正整数とし, l を偶数とする. また t を整数とし, µi =
∫ α

0
xidqω(x) を測

度 ω の 第 i 番目のモーメントとする. このとき

Pf [l,1]
( ∏
1≤j<k≤l

(qij−1 − qik−1) · µ∑l
k=1 ik+t−l

)
1≤i1<i2<···<il≤ln

= qn(
l
3)+l(l

2)(
n
2)

l∏
k=1

(q)nk−1

∫
0≤x1<···<xn≤α

n∏
i=1

x
t+(l

2)
i

∏
1≤i<j≤n

(xj − xi)
−l

l∏
k=1

∆1
k(x) dqω(x),

(3.9)

が成り立つ. ここで dqω(x) = dqω(x1) · · · dqω(xn) とする.

この系 3.3 で q → 1 とすると, 次の系を得る. 我々は, この系の右辺に現れる積分をセ
ルバーグ-青本型の積分に帰着する方法を考える.

系 3.4. l, n は正整数で l は偶数, t を整数とする. dψ(x) = ψ′(x)dx を区間 [0, α] 上の
測度とし, µi =

∫ α

0
xidψ(x) を測度 ψ の第 i 番目のモーメントとする. このとき

Pf [l,1]
( ∏
1≤j<k≤l

(ik − ij) · µ∑l
k=1 ik−l+t

)
1≤i1<···<il≤ln

=

∏l
k=1{(k − 1)!}n

n!

∫
[0,α]n

∏
i

x
t+(l

2)
i

∏
i<j

(xj − xi)
l2 dψ(x) (3.10)
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が成り立つ.

この系を応用した結果が, 次の節である.

4 モツキン数, デラノイ数, シュレーダー数とナラヤナ多項式
この節の目標は [6, Conjecture 6.2] で述べられたモツキン数, デラノイ数, シュレー
ダー数に関する予想を, もっと一般的な形で証明することである. そのために系 3.4 を使
う. 一般化するために, A, B, D 型のコクセター群のナラヤナ多項式を定義する.

A, B, D 型の ナラヤナ数 (Narayana numbers) は, それぞれ

Nk(An) =
1

n

(
n

k

)(
n

k − 1

)
, Nk(Bn) =

(
n

k

)2

, Nk(Dn) =

(
n

k

){(
n− 1

k

)
+

(
n− 2

k − 2

)}
によって定義される ([13, pp. 277–278] 参照). X = A,B,D に対して, それぞれの型の
ナラヤナ多項式 (Narayana polynomials) N(Xn, a) (n ≥ 0) は

N(Xn, a) =
n∑

k=0

Nk(Xn)a
k (4.1)

によって定義される. ここで, のちの便宜上 N(A0, a) = (D0, a) = 1, N(D1, a) =
a+1
2

とおくことにする. また 2F1(a, b; c;x) =
∑∞

n=0
(a)n(b)n
n!(c)n

xn をガウスの超幾何級数とする.

ここで (x)n = Γ(x+n)
Γ(x) はポッホハマー記号 (Pochhammer symbol) とする. 大事な

のは, 次の点である.

注 4.1. n を非負整数とし, ω = −1±
√
−3

2 を 1 の原始 3 乗根とする. このとき, 次
の特殊化が知られている. n ≥ 0 に対して Cat(n) = N(An, 1) = 1

2n+1

(
2n+1

n

) は
カタラン数 (Catalan numbers), Sch(n) = N(An, 2) =

∑n
k=0

(
n+k
2k

)
Cat(k) はシュ

レーダー数 (large Schröder numbers), CBC(n) = N(Bn, 1) =
(
2n
n

) は中央二項係
数 (central binomial coefficients), Del(n) = N(Bn, 2) =

∑n
k=0

(
n
k

)(
n+k
k

) はデラノ
イ数 (central Delannoy numbers) と呼ばれる. n ≥ 1 に対する数列 N(Dn, 1) =

(3n − 2)Cat(n − 1) は名前を持たないが, 組合せ論のいろいろな場面で現れる. さ
らに Mot(n) = (−1)nωn+2N (An+1, ω) =

∑⌊n/2⌋
k=0

(
n
2k

)
Cat(k) (n ≥ 0) はモツキン数

(Motzkin numbers), and CTC(n) = (−1)nωnN (Bn, ω) (n ≥ 0) は中央三項係数 (cen-

tral trinomial coefficient)と呼ばれ, (1+x+x2)nの xnの係数である. 最後にMotD(n) =

(−1)nωnN (Dn, ω) = 2F1

(
1−n
2 , 1− n

2 ; 1; 4
)
+ (n − 2)2F1

(
1− n

2 ,
3
2 − n

2 ; 2; 4
)
(n ≥ 2)

は D 型のモツキン数 (Motzkin number for Coxeter type D) と呼ばれる.

ここでは, 系 3.4 とセル―バーグ-青本の公式 (1.1), (1.2) の応用として得られる公式を
述べる.
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まず, 次のように置く:

Φn(r, s,m) =
n∏

j=1

(
2m(j−1)+2r
m(j−1)+r

)(
2m(j−1)+2s
m(j−1)+s

)(
2m(j−1)+r+s
m(j−1)+r

) n∏
j=2

(
mj
m

)(
m(2j−3)+r+s

m(j−1)

) . (4.2)

このとき, この節の結果の最も一般的な形 (超パフィアンの場合) は次の定理である.

定理 4.2. l, n を正整数とし, l は偶数とする. r を r ≥ −
(
l
2

) である整数とし, a を複素
数とする. このとき, 次の等式が成り立つ.

Pf [l,1]
( ∏
1≤j<k≤l

(ik − ij) ·N
(
A|I|+r−l, a

))
I∈([ln]

l )

=



∏l
k=1{(k−1)!}n

2nn! · Φn

(
r +

(
l
2

)
, 1, l

2

2

)
if a = 1,

a
n+ l2

2 (
n
2)∏l

k=1{(k−1)!}n

2nn! Φn

(
1, 1, l

2

2

)
if r = 1−

(
l
2

)
,

2na
3
2
n+ l2

2 (
n
2)∏l

k=1{(k−1)!}n

n! Φn

(
1, 1, l

2

2

)∑n
k=0

(
n
k

)
Bn−k

a

∏k
j=1

3
2+

l2

2 (n−j)

3+ l2

2 (2n−j−1)
if r = 2−

(
l
2

)
,

(4.3)

ここで Ba = (
√
a−1)2

4
√
a
とする.

Pf [l,1]
( ∏
1≤j<k≤l

(ik − ij) ·N
(
B|I|+r−l, a

))
I∈([ln]

l )

=



∏l
k=1{(k−1)!}n

n! · Φn

(
r +

(
l
2

)
, 0, l

2

2

)
if a = 1,

a
l2

2 (
n
2)∏l

k=1{(k−1)!}n

n! Φn

(
0, 0, l

2

2

)
if r = −

(
l
2

)
,

22na
n
2

+ l2

2 (
n
2)∏l

k=1{(k−1)!}n

n! Φn

(
0, 0, l

2

2

)∑n
k=0

(
n
k

)
Bn−k

a

∏k
j=1

1
2+

l2

2 (n−j)

1+ l2

2 (2n−j−1)
if r = 1−

(
l
2

)
.

(4.4)

Pf [l,1]
( ∏
1≤j<k≤l

(ik − ij) ·N(D|I|+r−l, a)
)
I∈([ln]

l )

=



22n
∏l

k=1{(k−1)!}n

n! Φn

(
r +

(
l
2

)
− 1, 0, l

2

2

)∑n
k=0

(
n
k

) (
− 1

4

)n−k ∏k
j=1

r+(l
2)−

1
2+

l2

2 (n−j)

r+(l
2)+

l2

2 (2n−j−1)

if a = 1,

22nω
n+ l2

2 (
n
2)∏n

k=1{(k−1)!}n

n! Φn

(
1, 0, l

2

2

)∑n
k=0

(
n
k

) (
− 5

8

)n−k ∏k
j=1

3
2+

l2

2 (n−j)

2+ l2

2 (2n−j−1)

if a = ω and r = 2−
(
l
2

)
.

(4.5)

ここでは, 右辺において √
a の適当な分枝を選ぶ必要がある.
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これらの一般の超パフィアンの等式で l = 2 とおくと [6] の中で述べられた次の等式の
証明が得られるだけでなく, いろいろな等式が得られる.

系 4.3. n ≥ 1 を整数とするとき, 次の等式が成り立つ:

Pf

(
(j − i)Mot(i+ j − 3)

)
1≤i,j≤2n

=
n−1∏
k=0

(4k + 1), (4.6)

Pf

(
(j − i)Del(i+ j − 3)

)
1≤i,j≤2n

= 2n
2−1(2n− 1)

n−1∏
k=1

(4k − 1), (4.7)

Pf

(
(j − i) Sch(i+ j − 2)

)
1≤i,j≤2n

= 2n
2
n−1∏
k=0

(4k + 1). (4.8)

定理 4.2 と注 4.1 から導かれる等式として, パフィアンだけに絞ってみても, 次のよう
な等式が青本の拡張から得られる:

Pf

(
(j − i)Mot(i+ j − 2)

)
1≤i,j≤2n

= 22n
n−1∏
k=0

(4k + 1)

∣∣∣∣∣∣
n∑

k=0

(n
k

)(
−
1

4

)n−k k∏
j=1

3
2
+ 2(n− j)

3 + 2(2n− j − 1)

∣∣∣∣∣∣ ,
Pf

(
(j − i)Del(i+ j − 2)

)
1≤i,j≤2n

= 2n(n+ 5
2 )−1(2n− 1)

n−1∏
k=1

(4k − 1)

∣∣∣∣∣∣
n∑

k=0

(n
k

)(3
√
2− 4

8

)n−k k∏
j=1

1
2
+ 2(n− j)

1 + 2(2n− j − 1)

∣∣∣∣∣∣ ,
Pf

(
(j − i) Sch(i+ j − 1)

)
1≤i,j≤2n

= 2n(n+ 5
2
n)

n−1∏
k=0

(4k + 1)

∣∣∣∣∣∣
n∑

k=0

(n
k

)(3
√
2− 4

8

)n−k k∏
j=1

3
2
+ 2(n− j)

3 + 2(2n− j − 1)

∣∣∣∣∣∣ .
さらに, 定理 4.2 において a = 1 とおくと, とおくと次のような等式が, 上記の範囲をみ
たす r について成り立つ:

Pf ((j − i)Cat(i+ j + r − 2))1≤i,j≤n =
n−1∏
j=0

(4j + 2)!(4j + 2r + 1)!

(4j + r)!(4j + r + 2)!
,

Pf ((j − i)CBC(i+ j + r − 2))1≤i,j≤n = 2n
n−1∏
j=0

(4j)!(4j + 2r + 1)!(2j + 1)

(4j + r − 1)!(4j + r)!(2j + r)
,

Pf ((j − i){3(i+ j + r)− 8}Cat(i+ j + r − 3))1≤i,j≤n

= 23n
n−1∏
j=0

(4j)!(4j + 2r − 1)!(2j + 1)

(4j + r)!(4j + r − 2)!(2j + r − 1)

∣∣∣∣∣∣
n∑

k=0

(
n

k

)(
−1

4

)n−k k∏
j=1

r + 1
2 + 2(n− j)

r − 1 + 2(2n− j)

∣∣∣∣∣∣ .
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Maximality of Seidel matrices and switching roots

of graphs

吉野聖人（東北大学情報科学研究科）

1 はじめに
本稿は 2021年 6月 14日に行った講演の内容に加筆したものである．内容は，Meng-

Yue Cao氏（北京師範大学），Jack. H. Koolen氏（中国科学技術大学），宗政昭弘氏
（東北大学）との共同研究 [1]に基づく．
等角直線族とは互いに成す角が一定であるような原点を通る直線の集合である．例

えば、図 1は角度 π/3の等角直線族の例である．正整数 dに対して，d次元ユーク

図 1: 2次元ユークリッド空間内の角度 π/3の等角直線族のひとつ

リッド空間内の角度 arccos(α)の等角直線族の最大濃度を Nα(d)で表す．さらに，d

次元ユークリッド空間内の等角直線族の最大濃度をN(d)で表す．定義から明らかに
N(d) = maxα>0Nα(d)が成り立つ．このN(d)を決定する問題は 1940年代 [4]にまで
遡り，現時点では 17次元まではN(d)の値が決定されている [3, Table 1]．
等角直線族の階数（rank）とは，その等角直線族を等長埋め込み可能なユークリッ

ド空間の最小次元である．例えば，図 1の等角直線族は 2次元以上のユークリッド空
間で実現可能であるが，1次元では実現できないため階数は 2である．正整数 rに対し
て，階数 rかつ角度 arccos(α)の等角直線族の最大濃度をN∗

α(r)で表す．さらに，階数
rの等角直線族の最大濃度をN∗(r)で表す．このとき，Nα(d) = maxr≤d N

∗
α(r)という

関係がある．

1
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次元の代わりに階数を考えることで等角直線族はより詳細に観察される．実際に，
表 1ではN∗(d)とN(d)の値が異なる次元がある．特に興味深いのは，d = 7, 8, . . . , 14

d 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

N∗(d) 6 10 16 28 14 18 18 20 22 26 28 36 40 48

N∗
1/3(d) 6 10 16 28 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32

N(d) 6 10 16 28 28 28 28 28 28 28 28 36 40 48

表 1: N∗(d), N1/3(d)，N(d)の値

のときN(d) = 28にも関わらず，d = 8, 9, . . . , 13のときN∗(d) < 28となることである．
言い換えると，8次元から 13次元の間はできるだけ濃度の大きい等角直線族を作ろうと
すると，それは 7次元に収まってしまうということである．この現象はN∗

1/3(d)がd = 8

の時に急に減少することに起因する．なおN∗(9) = N∗
1/

√
17
(9)かつ，d = 13, . . . , 17の

ときN∗(d) = N∗
1/5(d)である．

Lemmens氏とSeidel氏 [5]はpillar methodを導入してN1/3の全ての値を決定した．そ
こから，d ̸= 8, . . . , 14のときのN∗

1/3(d)の値は直ちに判明する．その後，d ∈ {8, . . . , 11}
に対して，N∗

1/3(d) < 28 = N∗
1/3(7)が示されている [2, Theorem 4]．さらに Lin氏とYu

氏はN∗
1/3(8) = 14 [6, Proposition 5.2]を示し，階数 8で共通角度 arccos(1/3)，濃度 14

の等角直線族は一意であることも示している [6, Remark on p. 14].

共同研究の結果（定理 2）として，ルート格子を利用してN∗
1/3(d)を決定し，それを

与える等角直線族の分類を得た．本稿では主にその証明の概要を紹介する．証明をみ
ることで，先に述べたN∗

1/3の急な減少がE型のルート格子が最大で 8次元までしか存
在しないことに起因していることが分かる．さらに，E8ルート格子から得られる等角
直線族が持つ性質を一般化し，absolute bound（i.e., N(d) ≤ d(d+1)/2）を達成する等
角直線族はその性質を満たす（定理 3）ことも紹介する．

2 準備
対角成分が 0で非対角成分が ±1である対称行列は Seidel行列と呼ばれる．2つの

Seidel行列 Sと S ′がスイッチング同値であるとは，ある±1対角行列Dと置換行列P

が存在して S = (PD)S ′(PD)⊤が成り立つことである．
グラフ Γに対して Seidel行列 S(Γ)を S(Γ) := J − I − 2A(Γ)によって定める．ただ
し，A(Γ)はグラフ Γの隣接行列を表し，J は成分が全て 1の行列を表す．また，2つ
のグラフ Γと∆に対して，S(Γ)と S(∆)がスイッチング同値であるとき，2つのグラ

2
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フはスイッチング同値であるという．グラフΓとスイッチング同値なグラフ全体を [Γ]

で表す．
スイッチング同値をグラフの言葉で説明する．グラフ Γの頂点集合 V の部分集合U

をとる．このとき，グラフ ΓU = (V,EU)を次で定める．

x ∼ y in GU if


x ∼ y in Gかつ x, y ∈ U,

x ∼ y in Gかつ x, y ∈ V \ U,
x ̸∼ y in Gかつ x ∈ U, y ∈ V \ U.

グラフ Γと ΓU はスイッチング同値になり，逆に Γとスイッチング同値なグラフ∆に
対して U を適当に選ぶと∆と ΓU は同型になる．
最大固有値 λである位数 nの Seidel行列 Sに対して，r := rank(λI − S)とおく．こ
のとき，I − S/λは半正値であるからある単位ベクトル x1, . . . , xn ∈ Rrが存在して

(I − S/λ)i,j = (xi, xj)

を満たす．そのため，{Rx1, . . . ,Rxn}は階数 rかつ角度 arccos(1/λ)の等角直線族であ
る．逆にこの等角直線族からスイッチング同値を除いて元の Seidel行列は復元される．
よって以降は等角直線族の代わりに Seidel行列を主に扱う．

3 極大性，強極大性の定義と主定理
対称行列M の最大固有値を λmax(M)で表す．一般に行列M を首座小行列に含む対

称行列M ′に対して λmax(M) ≤ λmax(M
′)が成り立つ．

定義 1. 行列 Sを Seidel行列とする．次の条件 (1)から (3)を満たす Seidel行列 S ′が存
在しないとき，Sは極大 (maximal)であるという．また，次の条件 (1)と (2)を満たす
Seidel行列 S ′が存在しないとき，Sは強極大 (strongly maximal)であるという．

(1) Sは S ′の首座小行列．

(2) λmax(S) = λmax(S
′).

(3) rank(λmax(S)I − S) = rank(λmax(S
′)I − S ′).

さらに，Gをグラフとするとき，S(G)が極大ならばGも極大であるという．同様に
S(G)が強極大であるならばGも強極大であるという．

3
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Lin氏とYu氏 [7]は極大な Seidel行列に対応する等角直線族は saturatedであると呼
んでいる．
第一の主定理を述べる前に基本的なグラフを記号を確認する．頂点数nの完全グラフ

はKnで表し，完全二部グラフはKn,mで表す．グラフGのライングラフはL(G)と書く．
2つのグラフG1 = (V1, E1)とG2 = (V2, E2)に対し，G1+G2はグラフ (V1⊔V2, E1⊔E2)

を表す．
定理 2 ([1, Theorem 3.1]). 位数 nのグラフGをとる．Seidel行列 S(G)の最大固有値は
3と仮定し，その重複度をmとおく．このとき，S(G)が極大ならばGは以下のいず
れかとスイッチング同値である．

(1) L(K5)，L(K2,4)（n−m = 5）.

(2) L(K6) +K1，L(K2,5)（n−m = 6）．

(3) L(K8)（n−m = 7）．

(4) L(K2,n−m−1)（n−m = 3, 4または n−m ≥ 8）．
特に S(G)が強極大ならば，Gは L(K8)と同型である．
この系として表 1のN∗

1/3の値が決定される．またこの定理において強極大性が示さ
れたL(K8)は absolute bound N(d) ≤ d(d+1)/2で等号を達成する．この事実の逆の主
張である次の定理も共同研究の結果として得られた．
定理 3 ([1, Theorem 5.5]). 頂点数 nのグラフGをとる．Seidel行列 S(G)の最大固有値
の重複度をmとし r := n −mとおく．このとき，n = r(r + 1)/2ならばGは強極大
である．
この定理において n = r(r+1)/2はS(G)に対応する等角直線族が absolute boundで
等号を達成することに対応する．一般に，与えられたユークリッド空間内で濃度の大
きい等角直線族を得たいのであった．そこで absolute boundを達成する等角直線族に
直線を付け加えることで別次元の濃度の大きい等角直線族を得ようとするのは自然な
発想である．しかし，この定理の主張はこのような方法で新しい等角直線族が得られ
ないことを意味する．

4 スイッチングルート
主定理の証明の前に，重要な役割を果たすスイッチングルートと必要な定理を与え

ておく．スイッチングルートを考えることで，Seidel行列，隣接行列，ルート格子の
間にある対応を見ることができる．

4
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定義 4. グラフG = (V,E)の Seidel行列の最大固有値を 2θ − 1とする．ベクトル α(x)

（x ∈ V）を

(α(x), α(y)) = (A(G) + θI)x,y (x, y ∈ V ).

を満たすようにとる．このとき，ベクトル rがスイッチングルートであるとは次の 2つ
の条件を満たすことである．

(1) (r, r) = 2.

(2) 任意の x ∈ V に対して (r, α(x)) = 1．

スイッチングルートという名前の理由を説明する．頂点集合 V の部分集合 U をと
る．ベクトル β(x)を次のように定める．

β(x) :=

α(x) (v ∈ V \ U)

r − α(x) (v ∈ U).

このとき

(β(x), β(y)) = (A(GU) + θI)x,y (x, y ∈ V )

が成り立つ．このようにスイッチングルートはスイッチングに関連している．

定義 5. 正の実数 θとグラフGをとる．行列Bθ(G)を

Bθ(G) :=

(
A(G) + θI j

jT 2

)

で定める．ただし，jは成分が全て 1のベクトルとする．

この定義のもと(
I −1

t
j

0 1

)
Bθ(G)

(
I 0

−1
2
j⊤ 1

)
=

(
A(G) + θI − 1

2
J 0

0 2

)
.

が成り立つので次の定理が従う．ただしグラフGに対して，その錐は G̃で表され，G

に新しい点を追加してその点とGの全ての点を結んでできるグラフとして定義される．

定理 6. 任意のグラフGに対して以下は同値である．

(1) Seidel行列 S(G)の最大固有値は 3以下である．

(2) 錐 G̃の隣接行列A(G̃)の最小固有値は−2以上である．

いずれかが成り立つ場合，rank(3I − S(G)) + 1 = rank(A(G̃) + 2I)が成り立つ.

5
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5 定理 2の証明
本セクションでは定理 3の証明を与える．簡単な補題の証明は省略しているので，

より詳細な議論は [1]を参照されたい．証明を見ることによって，定理 2内の L(K5)，
L(K6)+K1，L(K8)がE型ルート格子に由来し，その他のL(K2,n−m−1)はD型ルート格
子に由来することが分かる．最大固有値3のSeidel行列を考えることは角度arccos(1/3)

の等角直線族を考えることに等しかったので，N∗
1/3の値の変化をルート格子を通じて

理解することができる．
まずはルート格子について説明しておく．長さが √

2のベクトルをルートといい，
ルートで生成される整格子をルート格子と呼ぶ．

定義 7. グラフGの錐 G̃の隣接行列A(G̃)の最小固有値が−2以上であるとする．この
とき，A(G̃) + 2Iをグラム行列にもつベクトルたちで生成される格子をΛ(G)で表す．

定理 6から直ちに次が従う．

補題 8. グラフ Gの Seidel行列 S(G)の最大固有値は 3以下であるとする．このとき
rank(3I − S(G)) + 1 = rankΛ(G)が成り立つ.

この定義においてΛ(G)はルート格子になり，特にGが連結グラフのときΛ(G)は既
約ルート格子になる．また，上記の補題によってそのルート格子の階数もわかる．よ
く知られるように，既約ルート格子は次のように分類される．

An := {v ∈ Zn+1 | (v, j) = 0} (n ∈ Z≥1),

Dn := {v ∈ Zn | (v, j) ∈ 2Z} (n ∈ Z≥4),

E8 := D8 ⊔ (j/2 + D8) ,

E7 := {v ∈ E8 | (v, e1 − e2) = 0},

E6 := {v ∈ E8 | (v, e1 − e2) = (v, e2 − e3) = 0}.

ただし，eiは第 i成分が 1で他の成分は 0であるベクトルとする．ルート格子Dn (n ∈
Z≥4)はD型，En (n = 6, 7, 8)はE型であるという．

定義 9. 既約ルート格子 Lをとり，スイッチングクラス [L]を [L]で定義する．ここ
で，グラフ Lは以下の方法で定める．まず Lに含まれるルート rを任意にとる．次に
(r, v) = 1を満たすルート v全体からなる集合をN とおく. 集合N の濃度 |N |/2の部分
集合X ⊂ Nを u = r−vなるルート u，vを含まないようにとる．グラフLはA(L)+2I

がXのグラム行列と一致するようにとる.

6
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この定義において，異なるルート u ∈ X と v ∈ X は (u, v) ∈ {0, 1}を満たすため，
グラフ Lの存在は保証される．さらに，rはグラフ Lのスイッチングルートであるか
ら [L]はXの選び方に依存しない．一般に既約ルート格子の自己同型群はそのルート
に推移的に作用する．そのため rの選び方に関係なく [L]は定義され，well-definedで
ある．
簡単に次の補題が確かめられる．

補題 10. (1) [An] = [Kn−1]　 (n ∈ Z≥1).

(2) [Dn] = [L(K2,n−2)]　 (n ∈ Z≥4).

(3) [E8] = [L(K8)]， [E7] = [L(K6) +K1]，[E6] = [L(K5)].

スイッチングクラス [Dn] (n ≥ 4)と [En] (n = 6, 7, 8)に含まれるグラフの Seidel行列
の最大固有値は 3である．またスイッチングクラス [An] (n ≥ 1)に含まれるグラフの
Seidel行列の最大固有値は 1である.

また定義から次が分かる．

補題 11. グラフGの Seidel行列の最大固有値は 3以下であるとする．このとき，ある
グラフ L ∈ [Λ(G)]が存在して，LはGを誘導部分グラフに含む．特に Λ(L) = Λ(G)

が成り立つ.

この補題は与えられたユークリッド空間に存在する角度 arccos(1/3)の等角直線族に
対して，それを含む形でD型またはE型の既約ルート格子に由来する等角直線族が存
在することを保証している．そのため，次の補題でそのようなルート格子由来の等角
直線族の関係を調べる．そしてその関係はルート格子の包含関係に帰着されることが
分かる．

補題 12. D型かE型の既約ルート格子 Lをとる．グラフL ∈ [L]が L = Λ(L)を満たす
とする．このとき，Lが極大 (resp.強極大)であることの必要十分条件は条件 (1)と (2)

(resp.条件 (1))を満たすD型かE型の既約ルート格子Mが存在しないことである．

(1) Mは Lを同型を除いて真に包含する．

(2) Mと Lの階数が一致する.

Proof. 補題 10より S(L)の最大固有値は 3である. グラフ Lを誘導部分グラフに含む
グラフHが存在し，その Seidel行列 S(H)の最大固有値が 3であったと仮定する．補
題 11をG := Hとおいて適用し，M := Λ(H)とすると,グラフHを誘導部分グラフに
含むグラフM ∈ [M]がM = Λ(M)を満たすようにとれる．このとき，S(M)の最大固

7
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有値は S(L)の最大固有値以上である．一方で，補題 10より S(M)の最大固有値は 3

以下であるから，ちょうど 3に一致することが分かる．特に，MはD型かE型のルー
ト格子となることもわかる．一般性を失わず，Mは Lを部分集合として含むとして良
い．また，L = Λ(L)かつM = Λ(M)に注意するとL = Mと L = Mは同値であると分
かる．これによって，グラフLが強極大になるための所望の必要十分条件が得られた．
最後に, Lemma 8によって

rank(3I − S(L)) + 1 = rank L かつ rank(3I − S(M)) + 1 = rankM

を得る．そして，条件 (2)は rank(3I −S(L)) = rank(3I −S(M))と同値であると分か
る. これによって，グラフ Lが極大になる所望の必要十分条件が得られた．

一応，これまでの補題を組み合わせて定理 2の証明を完了させておく．

（定理 2の証明）. 極大なGグラフをとり，その Seidel行列S(G)の最大固有値は 3で
あると仮定する．補題 11を適用し，L := Λ(G)とおくことで, Gを誘導部分グラフに
含むグラフ L ∈ [L]で L = Λ(L)なるものを得る. さらに補題 10によって S(L)の最大
固有値は 3であり，Λ(G)はD型かE型であることが分かる．また

rank(3I − S(L)) + 1 = rankΛ(L) = rank L = rankΛ(G) = rank(3I − S(G)) + 1,

が補題 8より従い,極大なグラフGはLに一致することが分かる. 一方で，以下の関係
はよく知られている．

D4 ⊂ D5 ⊂ · · · ,E6 ⊂ E7 ⊂ E8,

D6 ̸⊂ E6,D7 ̸⊂ E7,D8 ⊂ E8,

En ̸⊂ Dn′ for n and n′.

そのため，補題 12によって直ちに定理が導かれる．

本稿で紹介した手法で角度 arccos(1/5)の等角直線族を調べようとすると，いわゆる
3-格子（=長さ√

3のベクトルで生成される整格子）を調べることに帰着される．し
かし，ルート格子と異なり 3-格子はほとんど調べられておらず，現時点では本稿の手
法ではN1/5の値の決定などをすることなどはできていない．
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「符号と格子に対するAssmus–Mattson型の定理について」

中空　大幸 （神戸学院大学）　

1 序文
本稿は東北大学の宗政先生と早稲田大学の三枝崎先生との共同研究 [11]に基づいている。
C を Fq 上の [n, k, d] codeとし，C⊥を C の dual codeとする。C = C⊥のとき，C は

self-dualと呼ばれる。本稿ではCℓ := {c ∈ C | wt(c) = ℓ}をCの shellと呼ぶ。
Xを v個の点集合とし，BはXの k点の部分集合の族 (ブロックの集合)で，性質として
任意の t個の点は丁度λ個のブロックに含まれるとする。このとき，(X,B)を combinatorial

t-(v, k, λ)designと呼ぶ。
符号と combinatorial t-designの関係において次の Assmus–Mattson の定理が重要で
ある。

Theorem 1.1 (Assmus–Mattson [1]). Let C be an [n, k, d] linear code over Fq and C⊥ be

the dual [n, n − k, d⊥] code. Let t be an integer less than d. Let v0 be the largest integer

satisfying v0 − ⌊v0+q−2
q−1

⌋ < d, and w0 be the largest integer satisfying w0 − ⌊w0+q−2
q−1

⌋ < d⊥,

where, if q = 2, we take v0 = w0 = n. Let C⊥ have at most d − t non-zero weights less

than or equal to n − t. Then, for each weight v with d ≤ v ≤ v0, Cv is a combinatorial

t-design, and for each weight w with d⊥ ≤ w ≤ min{n − t, w0}, C⊥
w is a combinatorial

t-design.

ある linear code Cの shell CwがAssmus–Mattsonの定理によって combinatorial t-design

(t > 0) となるならば，CをAssmus–Mattson の定理を適用可能な符号と呼ぶ。Assmus–

Mattson の定理を適用可能な符号の例には extremal self-dual codeという重要なクラスの
符号が知られている。
Cを長さ nのType II (binary doubly even self-dual) codeとし，min(C)をCの最小ハ
ミング重さとする。すると，次の限界式が知られている。

min(C) ≤ 4
⌊ n

24

⌋
+ 4. (1.1)

Cの最小ハミング重さが (1.1)の等号を満たすとき，Cは extremalと呼ばれる。
Cを長さ nの extremal Type II codeとしたとき，Assmus–Mattson の定理が適用でき
て，∀wに対してCwが combinatorial

5-design (n ≡ 0 (mod 24)),

3-design (n ≡ 8 (mod 24)),

1-design (n ≡ 16 (mod 24)).

1
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である。
Cを長さ nのType III または IV (ternary or quaternary self-dual) codeとする。次の
最小ハミング重さに関する限界式が知られている。

min(C) ≤

{
3
⌊

n
12

⌋
+ 3 if C is Type III,

2
⌊
n
6

⌋
+ 2 if C is Type IV.

(1.2)

Type IIと同様にCの最小ハミング重さが (1.2)の等号を満たすとき，Cは extremalと呼
ばれ，repeated block を認めると ∀wに対してCwが combinatorial


5-design (n ≡ 0 (mod 12)),

3-design (n ≡ 4 (mod 12)),

1-design (n ≡ 8 (mod 12)), if C is Type III,
5-design (n ≡ 0 (mod 6)),

3-design (n ≡ 2 (mod 6)),

1-design (n ≡ 4 (mod 6)), if C is Type IV.

である。
Assmus–Mattson の定理にある v0およびw0の範囲は simple design を扱う場合の条件

である。もっと正確には，Cwが simple combinatorial t-designの各ブロックを定数回繰り
返したデザイン (n-repeated of simple combinatorial t-designと呼ぶ)となる条件である。

w0 −
⌊
w0 + q − 2

q − 1

⌋
< d. (1.3)

w0が不等式 (1.3)を満たす最大の整数とする。∀w ≤ w0に対して，C が extremal Type

III code (extremal Type IV code)ならば Cwが 2-repeated (3-repeated) of simple combi-

natorial t-design である。

2 格子と spherical t-design

L ⊂ Rnをランク nの格子とする。Lの双対格子は

L♯ := {y ∈ Rn | (y, x) ∈ Z, ∀x ∈ L}.

で定義される。ここで，( , )は通常内積である。

� Lが整格子である。 ⇐⇒ 任意の x, y ∈ Lに対して，(x, y) ∈ Z

� 整格子 Lが偶格子である。⇐⇒ 任意の x ∈ Lに対して，(x, x) ∈ 2Z

� 整格子 Lがユニモジュラーである。 ⇐⇒ L♯ = L

2
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Rnの単位球面を
Sn−1 = {x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn | x2

1 + · · ·+ x2
n = 1}

とする。X ⊂ Sn−1が球面 Sn−1上の spherical t-designであるとは，
1

|X|
∑
x∈X

f(x) =
1

|Sn−1|

∫
Sn−1

f(x)dσ(x),

がすべての多項式 f(x) = f(x1, . . . , xn)が deg(f) ≤ tに対して成り立つことと定義する。
符号と同様に格子 Lに対して，Lℓ := {x ∈ L | (x, x) = ℓ} を Lの shellと呼ぶ。Lをラ

ンク nの Type II (even unimodular) latticeとし，min(L)を Lの最小ノルムとする。す
ると，次の限界式が知られている。

min(L) ≤ 2
⌊ n

24

⌋
+ 2. (2.1)

Lの最小ハミング重さが (2.1)の等号を満たすとき，Lは extremalと呼ばれる。格子と
spherical t-designにおいても次のようなAssmus–Mattson 型の定理が存在する。
Theorem 2.1 ([15]). Let L be an extremal Type II lattice of rank n. If L2m ̸= ϕ, then

L2m is a spherical 
11-design (n ≡ 0 (mod 24)),

7-design (n ≡ 8 (mod 24)),

3-design (n ≡ 16 (mod 24)).

例えば，(E8)2mは spherical 7-design である。そして，次の Ramanujan τ 函数との関
係がある。
Theorem 2.2 ([15]). (E8)2m is a spherical 8-design if and only if τ(m) = 0, where

q
∞∏

m=1

(1− qm)24 =
∞∑

m=0

τ(m)qm.

すると，有名な Lehmer予想が関係している。
Conjecture 2.3 ([10]). For all m,

τ(m) ̸= 0.

一般に，格子 Lの shell L2mについて次のような定義を与えることができる。
δ(L) := max{t ∈ N | ∀w,L2m is a spherical t-design}
s(L) := max{t ∈ N | ∃w, s.t. L2m is a spherical t-design}

レーマー予想の解決は「δ(E8) < s(E8)となる場合はどこで起こり得るか ?」という問題
の解決と同値であるといえる。
符号と combinatorial t-designにおいても同様に次のように定義を与えることができて，

δ(C) := max{t ∈ N | ∀w,Dw is a combinatorial t-design}
s(C) := max{t ∈ N | ∃w, s.t. Dw is a combinatorial t-design}

「δ(C) < s(C)となる場合はどこで起こり得るか ?」という問いはレーマー型の問題とし
て，本研究ならびに一連の研究 [12, 13, 14] で取り組んできた。

3
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3 主定理とその強力版
3.1 主定理
本研究の主定理は次である。

Theorem 3.1. (1) Let C be a Type II [24m, 12m, 4m] code. Then every shell of C is a

combinatorial 1-design.

(2) Let C be a Type III [12m, 6m, 3m] code. Then for ℓ ≤ 6m−3, Cℓ is a combinatorial

1-design.

(3) Let C be a Type IV [6m, 3m, 2m] code. Then for ℓ ≤ 3m− 1, Cℓ is a combinatorial

1-design.

(4) Let L be a Type II lattice of rank 24m with minimum norm 2m. Then every shell

of L supports a spherical 3-design.

Theore 3.1(1)–(3)符号と (4)格子は near-extremalと呼ばれる。
near-extremal codeは次の長さ nに対して存在しないこと [8]が知られている。

Type II: n = 24i (i ≥ 315), 24i+ 8 (i ≥ 320), 24i+ 16 (i ≥ 325),

Type III: n = 12i (i ≥ 147), 12i+ 4 (i ≥ 150), 12i+ 8 (i ≥ 154),

Type IV: n = 6i (i ≥ 38), 6i+ 2 (i ≥ 41), 6i+ 4 (i ≥ 43).

near-extremal codeはAssmus–Mattsonの定理を適用可能な符号ではない。例えば，Cを
Type II [24,12,4] codeとする。Cのweightの分布は 0, 4, 8, 12, 16, 20, 24である。Assmus–

Mattson の定理の条件から 4 − t ≥ 5より，自然数 tを取ることができない。よって，C

はAssmus–Mattson の定理を適用可能な符号ではないことが分かる。
Theorem 3.1(2) ℓ ≤ 6m − 3と (3) ℓ ≤ 3m − 1の ℓの範囲は (1.3)から得られる simple

design(の repeated)となる条件である。オリジナルの論文 [11]では simple designとなる
形にしたが，repeated blockを認めて ℓの範囲を除く形でも成り立つことを追記しておく。
Theorem 3.1(1)と (4)は宗政先生とVenkovによって最初に証明された (未出版）。その
証明はモジュラー形式が使われた方法であるが，我々の論文 [11]におけるTheore 3.1(1)

の証明は異なっている。Delsarte理論 [3]を基にした Bachoc[2]の手法 Harmonic weight

enumeratorを用いてTheore 3.1(1)–(3)を証明している。
Theore 3.1(1)–(3)から，次のような self-dual codeのweight enumerator の制限を得る。

Corollary 3.2. (1) Let C be a Type II code of length 24m with minimum weight 4m.

Then the coefficient of x24m−4my4m in the weight enumerator of C is divisible by 6.

(2) Let C be a Type III code of length 12m with minimum weight 3m. Then the coeffi-

cient of x12m−3my3m in the weight enumerator of C is divisible by 4.

(3) Let C be a Type IV code of length 6m with minimum weight 2m. Then the coefficient

of x6m−2my2m in the weight enumerator of C is divisible by 3.

4
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3.2 主定理の強力版
Theorem 3.1は符号 (格子)のすべての shellが 1-design (3-design)という主張であるが，
次の定理のように少し強い主張のできる符号と格子がある。これは前述のレーマー型の問
題「δ(C) < s(C)となる場合はどこで起こり得るか ?」に付随する。

Theorem 3.3. (1) Let C be a Type II [96, 48, 16] code. Then C20 (also C76) is a com-

binatorial 2-design.

(2) Let L be a Type II lattice of rank 240 with minimum norm 20. Then L22 supports a

spherical 5-design.

一方で，Type II [96, 48, 16] codeの shellである combinatorial t-designの tの上限を次
の定理で与える。ここで，L = {ℓ ∈ Z | 16 ≤ ℓ ≤ 80, ℓ ≡ 0 (mod 4)}とする。

Theorem 3.4. Let C be a Type II code of length 96 with minimum weight 16, and let

ℓ ∈ L. Assume that Cℓ is a combinatorial t-design. Then the following statements hold:

(1) If t = 2 and ℓ ̸= 20, 76, then every shell of C is a combinatorial 2-design.

(2) If t ≥ 3 and ℓ ̸= 20, 48, 76, then every shell of C is a Type II [96, 48, 16] code.

(3) We have

t ≤


7 if ℓ = 48,

5 if ℓ = 20, 76.

4 otherwise.

CをType II [96, 48, 16] codeとすると，Theorem 3.1(1), Theorem 3.3(1), Theorem 3.4

より，
1 ≤ δ(C) ≤ 4, 2 ≤ s(C) ≤ 7

を得る。次の節でType II [96, 48, 16] codeの実例で combinatorial t-design の tの値を調
べる。

3.3 長さ96のnear-extremal Type II code

この節ではCをType II [96, 48, 16] codeとする。[5]において, Cのweight enumerator

WC(x, y)が次のように決定された。

WC(x, y) (3.1)

= 1 + (−28086 + a)y16 + (3666432− 16a)y20

+ (366474560 + 120a)y24 + (18658567680− 560a)y28

+ (422018863695 + 1820a)y32 + (4552989336064− 4368a)y36

+ (24292464652992 + 8008a)y40 + (65727332943360− 11440a)y44

+ (91447307757260 + 12870a)y48 + · · · ,

5
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そこで，
28086 < a ≤ 229152 (3.2)

である。Cの知られている例は次の通りである。

Example 3.5. (a) Feit [6]: a = 37722.

(b) Dougherty, Gulliver and Harada [5]: a ∈ {37584, 37500, 37524, 37596}.

(c) Dontcheva [4]: a ∈ {36918, 37884, 37332}.

(d) Harada, Kiermaier, Wassermann and Yorgova [9]: a = 37194.

(e) Gulliver and Harada [7]: there are 639 values of a.

aの値は全部で 648個であるが，符号は同値類を除いて 4565個の例が知られている。
Example 3.5の知られているすべての符号Cに対して，Magmaを用いて計算した結果

δ(C) = 1 < 2 = s(C)

である。もっと正確に述べると，各 ℓ ∈ Lに対して，Cℓが combinatorial t-designとなる
最大の整数 tを tℓ(C)とすると，

tℓ(C) =

{
2 if ℓ ∈ {20, 76},
1 if ℓ ∈ L \ {20, 76}.

である。
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整化可能な整格子

谷口 哲至 (広島工業大学)

1 はじめに

格子 (lattice) の元同士の内積が全て整数であるものを，整格子 (integral

lattice)と呼ぶ。一般に，整格子は標準格子 (standard lattice)の部分格子と

はならないが，スカラー
√
s 倍して標準格子 (∼= Zn)の部分格子とする整化

を考える。与えられた格子がそうなるなら，s-整化可能であるいう。

一方，先行する研究で，root格子と呼ばれる整格子を用いて最小固有値が

−2以上のグラフを分類する研究がある。

定理 1.1. 最小固有値が −2以上のグラフについて以下の一つが成立する:

(i) a line graph of a bipartite graph rep. by root system An

(ii) a generalized line graph rep. by root system Dn

(iii) a graph rep. by root system E8

これによれば，そのようなグラフはルート系の A,D,E-型で分類される。

A,D-型整格子は標準格子の部分格子であるが，E-型整格子は標準格子の部

分格子ではない。しかし，E-型整格子はスカラー
√
2 倍して標準格子の部分

格子となるので，2-整化可能である。そこで，一般に最小固有値が λ以上で

ある場合に，グラフから整格子を作るとき，sをどのようにとれば整化可能

となるかは自然な興味である。

また，ライングラフの最小固有値が −2以上であることは良く知られてい

る。これにより，最小固有値によるグラフの階層構造を知ろうという問題が

自然と生じるのだが，(良く知られている)ライングラフの構成法では最小固

有値が −2よりも小さいグラフを構成する事はできない。そこで R. Woo と

A. Neumaier [6]は，グラフの「辺」を「点」で置き換えるという単純な作業

であるライングラフの構成法を高度に一般化し，最小固有値が −2よりも小

さいグラフの構成法を定式化した。[6]では，最小固有値 −1−
√
2以上のグ

ラフが分類されている。それには (9種類の)ホフマングラフと呼ばれる特別

なグラフ達の和の概念が用いられており，そこにホフマングラフの既約性と

共にルート系との関わりも生じる。そこで，最小固有値が − 3√
2
以上の辺符

号グラフから作られる整格子について，宗政昭弘氏，吉野聖人氏1、らと共同

で研究を進める。

1東北大学大学院 情報科学研究科
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2 ホフマングラフ

定義 2.1. 条件 (i)、(ii)を満たすグラフ H = (V,E)とラベリング µ : V →
{f, s}とのペア H = (H,µ)をホフマングラフという:

(i) ラベル f の総ての頂点は、少なくとも一つラベル sの頂点と隣接する;

(ii) ラベルが f の頂点は互いに非隣接である。

ラベル sの頂点を slim 頂点と呼び、それらから成る hの頂点集合を V s(h)

で表す。また、ラベル f の頂点を fat 頂点と呼び、それらから成る hの頂点

集合を V f (h)で表す。また、どの slim頂点も、ある fat頂点と隣接するとき、

hを fat-ホフマングラフと呼ぶ。更に、ホフマングラフの固有値を次で与え

る [6]:

定義 2.2. Aを次の様なホフマングラフ hの隣接行列とする:

A =

(
As C

CT O

)

但し、Asは slim 頂点の隣接関係を表し、C は slim頂点と fat頂点の隣接関

係を表す。ここで、実対称行列 B(h) = As − CCT の固有値を hの固有値と

呼ぶ。

定理 2.3 (Hoffman [4]). hをホフマングラフとする。更に Γnを、各 fat頂点

f を slim n-clique K(f)で置き換え、f の総ての隣接点と K(f)の総ての頂

点を互いに辺で結ぶことで hから得られるグラフとする。このとき、以下二

式が成り立つ:

λmin(Γ
n) ≥ λmin(h) (1)

lim
n→∞

λmin(Γ
n) = λmin(h) (2)

特に、任意の ϵ > 0に対し、Γn を誘導部分グラフとして含む総ての slim グ

ラフ∆が

λmin(∆) ≤ λmin(h) + ϵ.

を満たすように、自然数 nをとれる。

定理 2.3から、ホフマングラフとはグラフの最小固有値における極限構造

であり、Woo氏、Neumaier氏 [6]らは上手く導入したと言えよう。

2.1 ホフマングラフの和

定義 2.4. hをホフマングラフとし、h1、h2( ̸= ∅)を hの二つの誘導部分グラフ

とする。以下の条件を満たすとき、hは h1と h2の和であると言い、h = h1⊎h2

で書き表す:

(i) V (h) = V (h1) ∪ V (h2);

2
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(ii) V s(h) = V s(h1) ∪ V s(h2),

V s(h1) ∩ V s(h2) = ∅;

(iii) x ∈ V s(hi), y ∈ V f (h), {x, y} ∈ E(h) =⇒ y ∈ V f (hi);

(iv) x ∈ V s(h1), y ∈ V s(h2) =⇒ |Nf
h (x, y)| ≤ 1 ∧ (|Nf

h (x, y)| = 1 ⇐⇒
{x, y} ∈ E(h)).

hがホフマングラフ h1、h2( ̸= ∅)で h = h1 ⊎ h2と表されるなら、hは分解可

能であるという。非連結なホフマングラフは明らかに分解可能である。

これより、ホフマングラフの既約性の概念が生じる。これまでに得た成果

の１つを紹介する。

定理 2.5 ([5]). hを分解出来ない fat-ホフマングラフで、V s = V s(h)、最小

固有値が −3以上とする。このとき、総ての slim頂点は高々3個の fatと隣

接する。更に、以下の主張が成立する:

(i) ∃x ∈ V s (|Nf
h (x)| = 3) =⇒ h ∼= h(3)

(ii) ∀x ∈ V s (|Nf
h (x)| ≤ 2) ∧ ∃x ∈ V s (|Nf

h (x)| = 2) =⇒ ∃n ≥ 0

(Λred(h, 3) ≃ Zn)

(iii) ∀x ∈ V s (|Nf
h (x)| = 1) =⇒ Λred(h, 3): 既約ルート格子.

但し、h(3) は slim頂点が 1つで、3つの fat頂点をその隣接点に持つホフマ

ングラフである。

2.2 ホフマングラフの表現

グラフの最小固有値を考える時に、よく知られた構造（ルート格子等）上

で議論を展開する為に、Woo氏、Neumaier氏 [6]らはホフマングラフの表現

を導入した。

定義 2.6. ホフマングラフ h と正の整数 n に対し、以下を満たす写像 ϕ :

V (h) → Rn をノルムmの表現と呼ぶ:

(ϕ(x), ϕ(y)) =



m if x, y ∈ Vs(h) and x = y;

1 if x, y ∈ Vf (h) and x = y;

1 if {x, y} ∈ E(h);

0 その他.

{ϕ(x) | x ∈ V (h)}で生成される格子を Λ(h,m)で表す。

Example 2.7. 右の表は，左のホフマングラフ hについての表現の例を表し

ている。

3
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定義 2.8. ホフマングラフ h と正の整数 n に対し、以下を満たす写像 ψ :

V s(h) → Rn をノルムmの被約表現と呼ぶ:

(ψ(x), ψ(y)) =


m− |Nf

h (x)| if x = y;

1− |Nf
h (x, y)| if {x, y} ∈ E(h);

−|Nf
h (x, y)| その他.

但し、Nf
h (x)は xと隣接する fat頂点の集合を表し、Nf

h (x, y)は x, yの両方

に隣接する fat頂点の集合を表す。更に、{ψ(x) | x ∈ Vs(h)}で生成される格
子を Λred(h,m)で表す。

これで最小固有値が −2を下回った時にも、ルート格子の理論を用いる事

が出来るようになった。

Example 2.9. 右の表は，左のホフマングラフ hについての被約表現の例を

表している。hは Example2.7と同じグラフであり，fat頂点 6, 7についての

項目 ϕ(6), ϕ(7)を除き，更に，fat頂点に対応する行を取り除くことで，この

表が得られる。また，hが h = h1 ⊕ h2と分割されているので，ψ(1), ψ(2)で

張られる格子Λred(h1, 3)と ψ(1), ψ(2)で張られる格子Λred(h2, 3)は直交して

いる。

4
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3 整格子

有限集合 U に対し，格子 Λを次の様に定義する。

Λ = ⟨U⟩Z :=
{∑

u∈U auu
∣∣ au ∈ Z for all u

}
(3)

すべてのベクトルの組 u, v ∈ Λについて，内積 (u, v)が整数のとき，格子 Λ

は整格子と呼ばれる。

次に，グラフから整格子を作ることを考える。Gをグラフとし，B := A(G)−
⌊λmin(G)⌋とする。このとき，正方行列Bは半正定値なので，B = N⊤N と

分解できる。このとき，Gから生成される格子を Λ = Λ(G) := ⟨N⟩Z で与え
る。隣接行列の成分は整数であることから，格子 Λのすべてのベクトルの組

u, v ∈ Λについて，内積 (u, v)は整数なので，グラフから作られた格子 Λは

整格子になる。

また，正の整数nに対し，整格子Λが二乗ノルムnのベクトルたちからなる

部分集合 S = {u | (u, u) = n} ⊂ Λ で生成されるとき（すなわち Λ = ⟨S⟩Z），
Λを n-格子と呼ぶ。n = 2のとき，Λは root格子である。

Example 3.1. グラフGの最小固有値が−3 ≤ λmin < −2のとき，Λ(G)は

3-格子である。一方，ホフマングラフ hの最小固有値が λmin ≥ −3のとき，

Λ(h, 3)は 3-格子である。

整格子 Λについて，
√
sΛが標準格子 Znの部分格子と同型であるとき，整

格子 Λは s-整化可能であるという。

Example 3.2. 定理 1.1によれば，E-型 root系によって表されるグラフがあ

る。例えばE6のディンキン図形を表すグラフ (E6と書くようにしよう)がそ

れである。Λ(E6)は 2-格子である。しかし，1-整化可能ではない。E6(⊂ E8)

の基底の成分表示はよく知られており，直ちに確認することができる。それ

によれば，2-整化可能であることも直ちにわかる。

4 ホフマングラフの一般化

有向辺と無向辺を持つ，頂点・辺重み付きグラフ h = (V,E, µ, w)が次の性

質を満たすとき，hを一般ホフマン混合グラフと呼ぶ:

(i) (V,E)は混合グラフ（有向辺と無向辺を持つ）である。

(ii) µ : V → [0,∞)について，µ−1((0,∞))は独立集合である。

(iii) w : E → Cは，非辺 γδ /∈ E について w(γ, δ) = 0であり，辺 γδ ∈ E

について w(γ, δ) = w(γ, δ)であり，

µ(v) = 0のとき，vを slim頂点と呼び，µ(v) ̸= 0のとき，vを fat頂点と呼

ぶ。また，一般隣接行列 A = A(h)を次で与える:

Aγ,δ =

w(γ, δ) if γδ ∈ E(h),

0 otherwise.

5
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一般ホフマングラフ h = (V,E, µ, w)について，

A(h) =

(
As L

L∗ O

)

と表せる。ただし，L∗ は Lの複素共役転置行列，Oは零行列を表す。また，

D = D(h) := (µ(fi))ii (fi ∈ Vf )とする。このとき，B(h) := As − LD−1L∗

の最小固有値を，一般ホフマングラフ hの最小固有値と呼ぶ。

Example 4.1. 赤の数字は slim頂点を表し，青の数字は fat頂点を表す。

このグラフについての一般隣接行列は，

A =


0 1 + i

√
2 0 0

1− i 0 0 2 −
√
3√

2 0 0 0 0

0 2 0 0 0

0 −
√
3 0 0 0


である。また，

B(h) =

(
0 1 + i

1− i 0

)
−

(√
2 0 0

0 2 −
√
3

)1 0 0

0 2 0

0 0 3


−1

√
2 0

0 2

0 −
√
3


=

(
−2 1 + i

1− i −3

)

なので，λmin(h) = −4 を得る。

Example 4.2. w(E) = {−1, 0, 1}のときは辺符号グラフであり，w(E) =

{0, 1, i,−i}のとき，一般隣接行列は mixed graph (有向辺と無向辺を持つグ

ラフ) の Hermitian行列になる。

Example 4.3. E6 のディンキン図形が，下図のような一般ホフマングラフ

の部分であることが確かめられる。

6
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次のように，一般ホフマングラフでも定理 2.3のような結果が得られる。

定理 4.4 (Hoffman’s limit theorem). h = (V,E, µ, w) を一般ホフマング

ラフとする。また，h のすべての fat 頂点を，重み µ(f) の辺をもつ t 個の

slim頂点からなる完全グラフ Kt で置き換え，それを ht とする。このとき，

lim
t→∞

λmin(h
t) = λmin(h)である。

4.1 一般ホフマングラフの表現

定義 4.5. mを正の実数とする。ホフマングラフ h = (V,E, µ, w)と正の整数

nに対し、以下を満たす写像 ϕ : V (h) → Rn をノルムmの表現と呼ぶ:

(ϕ(γ), ϕ(δ)) =



m if γ = δ ∈ µ−1(0),

µ(γ) if γ = δ /∈ µ−1(0),

w(γ, δ) if γδ ∈ E(h);

0 その他.

{ϕ(x) | x ∈ V (h)}で生成される格子を Λ(h,m)で表す。

一般ホフマングラフは次の定理にあるように，[6]の定理 4.2と同じような

性質をもつ。

定理 4.6. h = (V,E, µ, w)を一般ホフマングラフとする。また，V f = {f1, . . . , fn}
で，

A(h) =

(
As L

L∗ O

)
, D = (µ(fi))ii

とする。このとき，以下は同値である。

(i) λmin(h) ≥ −m

(ii) hはノルムmの表現をもつ

(iii) As − LD−1L∗ +mI は半正定値行列である

7
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5 最後に

現在，最小固有値が− 3√
2
以上のホフマングラフについて研究を進めている。

E-型のグラフから 3-格子を作るとき，研究集会で発表した整化性について

一部例外が見つかった。上図の「E-型のみを含む → G : 1-integrable」の部

分である。最小固有値が−2以上の場合をもっとしっかり調べる必要がある。
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数体の素元星座定理 I

見村万佐人（東北大学大学院理学研究科）

MIMURA, Masato

Mathematical Institute, Tohoku University

概要

本稿は，甲斐亘氏（東北大学大学院理学研究科），宗政昭弘氏（東北大学大学院情報科学研

究科），関真一朗氏（青山学院大学理工学部），吉野聖人氏（東北大学大学院情報科学研究科）

との共同研究 [KMM+20] についてその結果や研究の背景を概説したものである．主定理は

定理 3.1，その応用は先んじて定理 2.1，定理 2.3 で述べられる．主定理の証明に用いられる

主要な道具に関しては，本報告集の関真一朗氏による「数体の素元星座定理 II」[関 21]を参

照されたい．

本稿では N = {1, 2, . . . , } とし，k ∈ N に対し [k] = {1, 2, . . . , k} とおく．P =

{2, 3, 5, 7, 11, . . .} を（有理）素数全体のなす集合とする．有限集合 A の濃度を #A で表わすこ

とにする；A が無限集合のときは単に #A = ∞ と書くことにする．

1 “星座定理” とは？

[KMM+20] の主結果は，有名な「Green–Tao」の定理の一般の数体（有理数体の有限次拡大）

への拡張である．[KMM+20] の結果群に関して述べる前に，その動機付けとなる Green–Tao の

定理の主張をここで与える．Green–Tao の定理は非退化等差数列の存在に関する定理であるが，

[KMM+20] のような多次元化を見据えて “星座定理” という枠組みで読み替えておく．

「Green–Tao の定理」にはいくつかのバージョンがあるが，ここで与えるものは「上漸近密度

版」と呼ばれるものである．一般に n ∈ N に対し，Zn の空でない部分集合 X と X の部分集合

A に対し，A の X に対する相対上漸近密度 dX(A) を

dX(A) = lim sup
M→∞

#(A ∩ [−M,M ]n)

#(X ∩ [−M,M ]n)

と定義する．特に，P ⊆ Z であるので，n = 1 として A ⊆ P の相対上漸近密度 dP(A) が定義

される．

定理 1.1 (Green–Tao の定理（上漸近密度版），[GT08]). A ⊆ P を dP(A) > 0 なる集合とす

る．このとき，任意の k ∈ N に対し，A は k 項からなる非退化等差数列を含む．

ここで，「k 項からなる非退化等差数列」とはある a ∈ Z, d ∈ N を用いて {a, a + l, a +

2l, . . . , a+ (k − 1)l} と書ける形の Z の部分集合を指すこととする；0 ̸∈ N であることに注意せ
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よ．この定理を “多次元化” するために，「星座」と呼ばれる概念を定義する．

定義 1.2 (星座). Z を有限ランクの自由 Z-加群とする．S を Z の空でない有限部分集合とす
る．このとき，S を形状とする星座（constellation with the shape S）S とは，α ∈ Z, l ∈ N を
用いて

S = α+ lS

と書ける集合を指す．

S を形状とする星座を「S-星座」（S-constellation）と以下略記する．上の定義において，Z の
ランクを n とおくと適切な基底のもとで Z ≃ Zn である．基底を一つ選んでこの同一視のもと

で最初から Z = Zn と思ってもよいが，後に Z の例として数体 K の整数環 OK のような一般

には “標準的” な基底が決まるわけではないものを扱うため，上のような定式化をしている．

Z = Z のとき，{a, a+ l, a+ 2l, . . . , a+ (k − 1)l} = (a− l) + l[k] である．従って，「k 項か

らなる非退化等差数列」は定義 1.2 の言葉を用いると「[k]-星座」と読み替えることができる．定

理 1.1 は以下の主張と同値である．（補足 1.4 も見よ．）

定理 1.3 (定理 1.1 の “（1 次元）星座定理” への読み替え). A ⊆ P を dP(A) > 0 なる集合と

する．このとき，任意の空でない有限集合 S ⊆ Z に対し，A は S-星座を含む．

定理 1.3 の主張は，有限ランク自由 Z-加群 Z の特定の部分集合 A が「任意の空でない有限集

合 S ⊆ Z に対し，A は S-星座を含む」，という形をしている．この形の定理，ないし，さらに S-

星座に条件を追加したものの存在を保証する定理を，本稿では星座定理（constellation theorem）

と呼ぶことにする．

補足 1.4. 定理 1.3 から定理 1.1 の導出は易しい．逆の導出では，任意の空でない有限集合 S ⊆ Z
に対しある a ∈ Z とある k ∈ N が存在し，S ⊆ a+ [k] とできることに注意せよ．

補足 1.5. 定理 1.1において，Aから有限部分集合を取り除いてできる集合 A′ は dP(A
′) = dP(A)

を満たすことに注意しよう．このため，定理 1.1 の仮定を満たす A は，任意の k ∈ N に対し k

項からなる非退化等差数列を互いに非交和（disjoint）であるように無数に含むこともわかる．

補足 1.6. 特に dP(P) = 1 > 0 である．これと補足 1.5 より，任意の k ∈ N に対し，P は k 項

からなる非退化等差数列を互いに非交和（disjoint）であるように無数に含むことがわかる．この

主張がいわゆる “Green–Tao の定理” として広く知られているものであろう．

Dirichlet の算術級数定理（の枠組みでの素数定理の拡張）より，a ∈ N, b を a と互いに素な

整数とするとき，mod a で b と合同な素数全体の集合 P (a, b) は

dP(P (a, b)) =
1

φ(a)
> 0

を満たす．ここで，φ は Euler のトーシェント関数である．この P (a, b) は定理 1.1, 定理 1.3 を

適用できる A の典型例である．
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2 主定理の応用：2 元 2 次形式での素数表現星座定理

[KMM+20] の主定理は数体の整数環の素元に関する星座定理であるが，いきなり「数体の整数

環の素元」と言われても今一つ親しみが持てない，という読者（筆者が以前はそうであった）も

おられるであろう．主定理を述べる前に，本節では主定理の応用である「2 元 2 次形式での素数

表現に関する星座定理」について説明する．この定理は “通常の素数”（つまり，有理素数）に関

する定理である．

整数係数の 2 元 2 次形式（以下，単に “2 元 2 次形式” と書くことにする）を一つとってこよ

う．本稿では，
F1(x, y) = x2 − 79y2

という具体的な 2 次形式について考えることにしよう．F1 は写像 Z2 → Z とみなせるが，
F−1
1 (P) という Z2 の部分集合に注目しよう．(x, y) ∈ F−1

1 (P) であることは，F1(x, y) ∈ P で
あることを意味する．一般に 2 元 2 次形式 F に対し F (Z2) ∩ P，つまり，形式 F が表現でき

る素数全体の集合については古くから数論の研究対象であった．この集合は P の部分集合で，
（F が後で述べる定理 2.3 の仮定を満たすときは）定理 1.3 が適用できうるものである．ここで

は 1 次元の星座定理の “多次元化” ということで，「どのような素数が形式 F で表現できるか？」

ではなく「どのような整数の組 (x, y) が形式 F によって素数に写るか？」を考えている．上の

形式 F1 では，例えば F1(9, 1) = 2 ∈ P，F1(28, 3) = 73 ∈ P，F1(55, 6) = 181 ∈ P なので，
(9, 1), (28, 3), (55, 6) ∈ F−1

1 (P) である．このとき，[KMM+20] の結果群の具体例として，以下

が成立する．

定理 2.1 ([KMM+20, Theorem C] の具体例). 上の 2 元 2 次形式 F1（F1(x, y) = x2 − 79y2）

に対し，A ⊆ F−1
1 (P) ⊆ Z2 が dF−1

1 (P)(A) > 0 を満たすとする．このとき，任意の空でない有

限集合 S ⊆ Z2 に対し，次の 2 条件をともに満たす S-星座 S が存在する．

(1) S ⊆ A である．

(2) F1 の S への制限 F1 |S : S → Z は単射である．

(2) は，「F1 によって表現される素数が，S 上ですべて異なる」ことを意味している．
定理 2.1 のような 2 元 2 次形式による素数表現星座定理は，F1 と異なる形式で我々の結果よ

り以前に知られているような例がある．それは Tao [Tao06] による「Gauss 素数星座定理」の系

として得られる以下の結果である．

定理 2.2 ([Tao06] の系). 次の 2 元 2 次形式

F2(x, y) = x2 + y2

に対し，A ⊆ F−1
2 (P) が dF−1

2 (P)(A) > 0 を満たすとする．このとき，任意の空でない有限集合

S ⊆ Z2 に対し，次の 2 条件をともに満たす S-星座 S が存在する．
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(1) S ⊆ A である．

(2) F2 の S への制限 F2 |S : S → Z は単射である．

定理 2.1 と定理 2.2 の見かけはそっくりであるが，定理 2.1 の証明には定理 2.2 の証明には現

れなかった大きな困難が 2 つ生じる．実際，上で述べたように定理 2.2 は Tao の論文 [Tao06]

の結果から直接従う結果であるが，定理 2.1 の証明は我々の結果 [KMM+20] を待たなければい

けなかった．以下の 2 つの “大きな困難” については，4 節でさらに論を進める．

(a)（1 つ目の困難） Fermat 以来よく知られているように，F2 が表現できる素数，つまり，

F2(Z2)∩P の元，には mod 4 による特徴づけがある：p ∈ F2(Z2)∩P であることは，p = 2

または p が mod 4 で 1 と合同であることと同値である．他方，一般の 2 元 2 次形式 F で

は，F が表現できる素数の mod による特徴づけができないことが知られている．（背後に非

類体論的現象がある．）

(b)（2 つ目の困難） 形式 F2 において p ∈ P の逆像 F−1
2 ({p}) は高々 8 元集合であることが知

られている．（もし (x, y) ∈ F−1
2 ({p}) であるならば，F−1

2 ({p}) = {(±x,±y), (±y,±x)} で
ある．ここで ± は好きにとってよい．）従って，A ⊆ F−1

2 (P) が dF−1
2 (P)(A) > 0 を満たす

とき，適切に部分集合 A′ ⊆ A をとると

dF−1
2 (P)(A

′) ≥ 1

8
dF−1

2 (P)(A)

を満たすようにできる；特にこの A′ は dF−1
2 (P)(A

′) > 0 を満たす．A の代わりに A′ に定

理 2.2 を適用することで，(2) の単射性を容易に担保できる．

他方，形式 F1 においては線型変換(
x
y

)
7→

(
80 711
9 80

)(
x
y

)
が形式 F1 を保つ．つまり，

F1(80x+ 711y, 9x+ 80y) = F1(x, y)

を満たす．（興味がある読者は確認されたい．）上の線型変換（とその逆変換）の繰り返しに

よる Z-作用での (0, 0) 以外の元の軌道は無限集合である．そのため，定理 2.1 (2) の単射性

の証明には，定理 2.2 (2) の証明の際には現れなかった “大きな困難” が生じる．

さて，今までの記述から，「[KMM+20] では，どんな（整数係数）2 元 2 次形式に対して素数

表現星座定理を得たのか？」が気になった読者もおられるのではないかと思われる．もっともナ

イーブには，“F (x, y) = ax2 + bxy + cy2，a, b, c ∈ Z，なる任意の（整数係数）2 元 2 次形式で

の定理” を望みたくなるが，これが不可能であることは容易にわかる．実際，素数表現星座定理

の成立には，次の 3 種類の “自明な制約” がある．

•（原始性）形式 F (x.y) = ax2 + bxy + cy2 において，a, b, c の最大公約数が 1 であるとき

F は原始的（primitive）であるという．F が非原始的であるとき，F (Z2) ∩ P は有限集
合となり，素数表現星座定理は望むべくもない．
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•（非退化性）例えば形式 F (x, y) = 3x2 + 13xy + 10y2 は，F (x, y) = (3x − 2y)(x + 5y)

のように 2 変数多項式環 Z[x, y] の元として 1 次式の積に分解されてしまう．この

ような形式でも F (Z2) ∩ P は有限集合となり，素数表現星座定理は望むべくもない．
F (x, y) = ax2 + bxy + cy2 において，その判別式 DF = b2 − 4ac が完全平方数でないこ

とが，F (x, y) が零形式でなく，かつ，Z-係数の 1 次式の積に分解されないことの必要十

分条件を与える．これを満たすとき，F は非退化（non-degenerate）であるという．

•（負定値でないこと）例えば形式 F (x, y) = −x2 − 79y2 は負定値である，つまり，任意の

(x, y) ∈ Z2 \ {(0, 0)} に対し F (x, y) < 0 を満たす．このような形式では F (Z2)∩P は空
集合となり，素数表現星座定理は望むべくもない．

我々の結論は，“2 元 2 次形式での素数表現星座定理の制約” は，上の 3 つに限るというもの

である．正確な主張を以下で述べる．

定理 2.3 (2 元 2 次形式での素数表現星座定理, [KMM+20, Theorem C]). F (x, y) = ax2 +

bxy + cy2, a, b, c ∈ Z, を 2 元 2 次形式とする．F が次の 3 条件を全て満たすとする．

• F は原始的である：つまり，a, b, c の最大公約数が 1 である．

• F は非退化である：つまり，F の判別式 DF = b2 − 4ac は完全平方数でない．

• F は負定値ではない：上の 2 条件のもとで，これは「a > 0 または c > 0 である」ことと

同値である．

A ⊆ F−1(P) が dF−1(P)(A) > 0 を満たすとする．このとき，任意の空でない有限集合 S ⊆ Z2

に対し，次の 2 条件をともに満たす S-星座 S が存在する．

(1) S ⊆ A である．

(2) F の S への制限 F |S : S → Z は単射である．

3 主定理：数体の素元星座定理

本節で，いよいよ [KMM+20] の主定理である「数体の素元星座定理」について述べる．一般論

を述べる前に，まず定理 2.1 を例に，その背景にある数論的対象を明らかにしていく．定理 2.1

の 2 元 2 次形式 F1(x, y) = x2 − 79y2 を思い出そう．F1 は Z-係数では既約であるが，係数の
範囲を拡大すれば

F1(x, y) = (x+
√
79y)(x−

√
79y)

と分解される．これは数体を有理数体 Q から実 2 次体 Q(
√
79) に拡大していることと対応する．

数体 Q(
√
79) の整数環 OQ(

√
79) は OQ(

√
79) = Z[

√
79] である．これはランクが 2 の自由 Z-加

群であり，その基底として (1,
√
79) がとれる．（順番も込みで基底を取っているので {1,

√
79}

と書いていない：Z2 の元と区別されたい．）このときのノルム形式（norm form），つまり，

Z2 → Z[
√
79] → Z; (x, y) 7→ α = x+ y

√
79 7→ NQ(

√
79)/Q(α) = αα
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が形式 F1 の “数論的な正体” である．ここで α = x+ y
√
79 ∈ Z[

√
79]（x, y ∈ Z）に対し，α は

その共役，つまり α = x − y
√
79 を意味する．以上では色々なものの定義を説明しなかったが，

以下で一般の設定で定義を紹介しておく．

K を数体（number field），つまり，有理数体 Q の有限次拡大とし，その拡大次数 [K : Q] を

n とおく．K の整数環（the ring of integers）とは，K の元で Z-係数のモニック多項式の根と
なるもの全体のなす集合である；これは環となり，ランクが n の自由 Z-加群の構造をもつ．OK

の自由 Z-加群としての基底 ω = (ω1, ω2, . . . , ωn) を K の整基底（integral basis）という．K

の複素数体 C への体の埋め込みはちょうど n 個ある；これらを σ1, σ2, . . . , σn : K ↪→ C とおく．
このとき，ノルム写像 NK/Q は

NK/Q : OK → Z; α 7→
∏
i∈[n]

σi(α)

で定義される．（NK/Q の終域を Z と取れることが知られている．）α ∈ OK \ {0} に対し，そ
のノルム（norm）の絶対値 |NK/Q(α)| は単項イデアル αOK のイデアルノルム（ideal norm）

N(αOK) と一致することが知られている．ここで a を OK の非零イデアルとするとき，そのイ

デアルノルムは
N(a) = # (OK/a)

で定義される．（これが有限値であることが知られている．）π ∈ OK が OK の素元（prime

element）であるとは，単項イデアル πOK が非零な素イデアルであることをいう．数体 K に対

し，OK の素元全体のなす集合を PK と本稿ではおくことにする．

イデアルノルム N(πOK) が（有理）素数であるような元 π は特に π ∈ PK を満たす（素元

である）ことが示せる．（正確には，このような π は次数が 1 の素元と呼ばれる．）こうして，

F1(x, y) = x2 − 79y2 での素数表現星座定理は，粗い意味で（次数が 1 の素元を考えていること，

ノルムの符号，定理 2.1 (2) の単射性の条件，の 3 つを棚に上げれば）「実 2 次体 Q(
√
79) の整

数環 Z[
√
79] の素元に関する星座定理」と読み替えることができる．

以上の設定のもとで，[KMM+20] の主定理「数体の素元星座定理」（の上漸近密度版）を述べ

る．ここで，有限ランクの自由 Z-加群 Z とその基底 v に対し，相対上漸近密度を以下のように

定義する．∥ · ∥∞,v を Z 上の v に関する ℓ∞-長さ（ℓ∞-length）とする：これは，Z の元を基底
v で成分表示した際の成分の絶対値の最大値のことと定義する．空でない集合 X ⊆ Z と X の

部分集合 A に対し，A の X に対する，基底 v に関する相対上漸近密度 dX,v(A) を

dX,v(A) = lim sup
M→∞

#(A ∩ {α ∈ Z : ∥α∥∞,v ≤ M})
#(X ∩ {α ∈ Z : ∥α∥∞,v ≤ M})

で定める．dX,v(A) の値自体は Z の基底 v の取り方に一般には依存する；しかし，dX,v(A) > 0

であるかどうかは v の取り方に依らないことが容易に確認できる．数体 K の整基底 ω を取る

とき，ω は整数環 OK の自由 Z-加群としての基底であった．また，定理 2.3 (2) の単射性に粗

方（完全ではないが）対応する条件として，単数群の作用を考える．OK の乗法での可逆元全体

のなす群を O×
K と書き，K の単数群（the group of units）という．乗法による作用

O×
K ↷ OK \ {0}; η · α = ηα
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はイデアルノルムを保つ作用で，PK を保つ．α, β ∈ OK \ {0} が同伴（associate）であるとは，

これらが上の O×
K-作用で同じ軌道に属することをいう．

定理 3.1 (数体の素元星座定理：上漸近密度版, [KMM+20, Theorem A, Theorem 1.4 も見よ．

]). K を数体，ω を整基底とし，OK を K の整数環とする．OK の素元全体の集合 PK の部分

集合 A が dPK ,ω(A) > 0 を満たすとする．このとき，任意の空でない有限集合 S ⊆ OK に対

し，次の 2 条件をともに満たす S-星座 S が存在する．

(1) S ⊆ A である．

(2) S に属する相異なる 2 元は同伴でない．

補足 3.2. 定理 3.1 から定理 2.3 を導出しようと思うと，K が 2 次体のときに更なる一般化を

行なう必要がある．古くから知られた一般論として，非原始的で非退化な（整数係数）2 元 2 次

形式が 2 次体 K とその整環（order）O，O の可逆分数イデアル（invertible fractional ideal）

c，c の Z-加群としての基底 (γ1, γ2)，符号 ϵ ∈ {±1} の組 (K,O, c, (γ1, γ2), ϵ) で決まることが

分かっている；このことは [KMM+20, Theorem 10.3 と Appendix A] でも振り返っている．定

理 3.1 は数体の整環 O とその可逆分数イデアル c の組 (O, c) の設定に拡張することができ，こ

れが K が 2 次体のときに定理 2.3 の導出に用いられる．整環やその可逆分数イデアルに関して

は本稿では詳細は述べない：(O, c) = (OK ,OK) のときが定理 3.1 の主張である．

補足 3.3. 補足 3.2 で述べたように，定理 3.1 は数体 K の整環 O とその可逆分数イデアル c の

組 (O, c) の設定に拡張できる．この設定で c の Z-加群としての基底 (γ1, γ2, . . . , γn) を一つ決め

ることでノルム形式

Zn → c → Z; (x1, · · · , xn) 7→ α =
∑
i∈[n]

xiγi 7→
NK/Q(α)

N(c)

を適切な定式化のもとで定義できる．ここで n は K の Q 上の拡大次数である．定理 2.3 を

適切な形で，この意味での一般のノルム形式の枠組みに一般化できる．詳細が気になる読者は

[KMM+20, Theorem 10.36] を参照されたい．

4 主証明について：戦略と 2 つの “大きな困難”

本稿の最後に，定理 3.1 の証明について大まかに説明する．定理 2.2 は Tao の定理の系である

と 2 節で述べていた．正確には，定理 3.1 で K = Q(
√
−1) のときの主張を Tao は [Tao06] で

示しており，3 節で説明した読み替えによって定理 2.2 をこれから導出できる．K = Q のときが
Grenn–Tao の定理 [GT08]（本稿の 定理 1.3）である．このように，[KMM+20] の主定理 3.1

は先行研究の，任意の数体への一般化と解釈することができる．星座定理の証明における基本的

な戦略と，任意の数体への一般化の際に生じた 2 つの “大きな困難” について述べる．

まず，（本来はもっと前の章で述べるべきだったが）星座定理の源流は以下の Furstenberg–

Katznelson [FK78] による「多次元 Szemerédi の定理（Multi-dimensional Szemerédi Theo-
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rem）」である：この定理で n = 1 のときが，有名な Szemerédi の定理 [Sze75] である．

定理 4.1 (多次元 Szemerédi の定理 [FK78]). n ∈ N とする．A ⊆ Zn が dZn(A) > 0 を満たす

とする．このとき，任意の空でない有限集合 S ⊆ Zn に対し，A は S-星座を含む．

定理 4.1 は「密（dense）」，つまり，dZn(A) > 0 の設定で発動する．これを「疎（sparse）」，つま

り，dZn(A) = 0のときでも特定の Aに対し拡張しようという試みが数多く行なわれ，Green–Tao

の定理はその中での金字塔と言うべき結果である．もっとも挑戦的な問いは，“A の（[−M,M ]n

で区切って M → ∞ としたときの）数え上げが十分なオーダーをもっていさえすれば，それだ

けで定理 4.1 の結論が成り立つのではないか？” というものである．近年の目覚ましい発展とし

て，n = 1 で S = [3]（つまり，S-星座として 3 項からなる非退化等差数列を考える）ときに

Bloom–Sisask [BS20] によって次の結果が得られた．

定理 4.2 ([BS20] の系). A ⊆ Z が

lim sup
M→∞

#(A ∩ [−M,M ])

M(logM)−1
> 0

を満たすとする．このとき，A は 3 項からなる非退化等差数列を含む．

素数定理より，P に対する相対上漸近密度が正な部分集合 A ⊆ P は定理 4.2 の数え上げ条件

を満たす．従って，k = 3 のとき定理 1.1 は，[BS20] が示された現在となっては素数に関する

（素数定理よりも）深い性質は一切用いることなく，数え上げ条件のみから導出される．

このように，我々の主定理 3.1 も将来的には A の ∥ · ∥∞,ω を尺度とする数え上げ条件のみ

から導出できる可能性もある．しかし，現状では定理 4.2 の証明は n ≥ 2，ないし n = 1 でも

S = [k] が k ≥ 4 の場合には拡張が大変困難であると考えられている．以上のことを踏まえると，

我々の定理 3.1 の証明の戦略は以下 (I)，(II) の 2 つの柱からなると解釈することもできる．

(I) 数え上げ（counting）：仮定を満たす A は，数え上げ条件

lim sup
M→∞

#(A ∩ {α ∈ OK : ∥α∥∞,ω ≤ M})
Mn(logM)−1

> 0

を満たす．

(II) 劣擬ランダム性（subpseudorandomness）：A は “よく適合する擬ランダム測度が存在す

る集合” の部分集合である．

(I) の数え上げは，数論（素数定理の数体への拡張）によって保証できる：2 つの “大きな困難”

のところでより詳細を述べる．(II) の “劣擬ランダム性” の正確な定式化には多くの準備が必要

となる：[KMM+20, Definition 8.3] で定義される集合族 SΨlog(OK) の元が “劣擬ランダム” な

集合 A ⊆ OK である．擬ランダム性は「重みつきハイパーグラフ（weighted hypergraph）」つい

て先行研究で定義され（本報告集の関真一朗さんの文書 [関 21, 定義 3.2] も見よ），これを “拡大

解釈” することで今回の設定で OK ≃ Zn 上の重みに関しても定式化できる：[関 21, 定義 4.1]．

(I), (II) からの星座定理の導出には，組合せ論の大道具を用いる．それが相対ハイパーグラフ
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除去補題（Relative Hypergraph Removal Lemma）[CFZ15] など：主張は [関 21, 定理 3.3] を

見よ，である．我々の論文 [KMM+20] では，一連の組合せ論による星座定理” の導出をパッ

ケージ化した．その成果として，「相対多次元 Szemerédi の定理（Relative Multi-dimensinal

Szemerédi Theorem）」（[KMM+20, Theorem 5.4]：[関 21, 定理 4.3] も見よ）や “A ⊆ OK に

関する主張”（[KMM+20, Theorem 8.21]）を得ている．以上のように，「(II) の正確な定式化」，

および，「(I) と (II) からの星座定理の導出」は，かなり技術的なものになる．本稿では上記の大

まかな戦略のみを述べ，詳細は本報告集での関さんの文書 [関 21] に譲ることとする．

本稿の最後に，我々の主定理 3.1 の証明における (I), (II) の確認に伴う 2 つの “大きな困難”

について述べる：これらの困難の克服が，K = Q（[GT08]），K = Q(
√
−1)（[Tao06]）の先行

研究と比較しての新規性となる．2 節で，F2(x, y) = x2 + y2 と比較して，F1(x, y) = x2 − 79y2

や一般の（定理 2.3 の条件を満たす）2 元 2 次形式での素数表現星座定理の攻略上の 2 つの “大

きな困難” (a), (b) について述べた．3 節での読み替えにより，これらの背後には付随する数体

K の数論的な性質がある．(a) と関係するのが，数体 K の類数（class number）hK である．こ

れは数体のイデアル類群 ClK と呼ばれる有限群の位数であり，hK が 1 であるかそうでないかは

整数環 OK の構造に大きな違いをもたらす．例えば，OK が一意分解整域（UFD）であること

（本質的には，素元分解が可能であること）と hK = 1 であることは同値である．(b) はまさしく，

単数群 O×
Q(

√
79)
の無限性に起因している：(b) の説明で出てきた線型変換は，(x, y) 7→ x+ y

√
79

の対応のもとで O×
Q(

√
79)

≃ Z⊕Z/2Z の自由部分の生成元 80+ 9
√
79 の掛け算に由来している．

また，hQ(
√
79) = 3 > 1 である．以上のように，主定理 3.1 における 2 つの大きな困難とは

•「類数」による困難（hK > 1）；

•「単数群」による困難（#(O×
K) = ∞）

である．先行研究での K = Q, K = Q(
√
−1) ではどちらも hK = 1 かつ #(O×

K) < ∞ で，こ

れらの困難はともに現れない．2021年現在 hK = 1 となる数体 K が無限個存在するかは未解決

問題とされており，また，Dirichlet の単数定理より #(O×
K) < ∞ となることと K = Q または

K が虚 2 次体であることは同値である．さらに，Baker–Heegner–Stark の定理より，虚 2 次体

で類数が 1 である K はちょうど 9 個である．特に，hK = 1 かつ #(O×
K) < ∞ を満たす数体

K は 10 個のみである．上記の 2 つの困難は我々が乗り越えなければいけない壁であった．

我々の研究 [KMM+20] でのこれら 2 つの大きな困難の克服の概略は以下である．まず「類

数」による困難は，元ではなく OK の非零イデアルを考えることで行なった．OK は素イデアル

分解の存在と一意性は（K の類数によらず）成り立つ．[GT08] や [Tao06] では戦略の (II) （“

劣擬ランダム性”）と関係する擬ランダム測度は OK の元を用いて構成されていた．我々はこの

擬ランダム測度の構成を一般の数体に拡張する際に，設定を全てイデアルに移行させることで

行なった．詳細は [KMM+20, Section 6] を参照されたい．戦略の (I)（元の数え上げ）の際も，

数論的な立場からは「元の数え上げ（element counting）」よりも「イデアルの数え上げ（ideal

counting）」の方が自然と思える：素イデアルのイデアルノルム N を尺度とする数え上げの結果

として，Chebotarev の密度定理が著名である．しかし，戦略 (I) で実際に必要なのは「元の数
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え上げ」なので，「イデアルの数え上げ」を「元の数え上げ」に何とかして移行する必要がある．

この際に気を付けないといけないことは以下の二つである．

• 単数群が掛け算により O×
K ↷ OK \ {0} と作用していたことを 3 節で述べた．この作用

は，α, β ∈ OK \ {0} に対し，単項イデアルの相等 αOK = βOK は α と β が同じ O×
K-

軌道に属する（つまり，同伴である）ことと同値である．従って，#(O×
K) = ∞ のとき，1

つの単項（非零）素イデアルに対応する素元は無限個存在してしまい，そのままでは「元

の数え上げ」ができない．

• 元 α ∈ OK \{0} には整基底 ω に関する ℓ∞-長さ ∥α∥∞,ω とイデアルノルム N(αOK) の

2 つの尺度がある．「イデアルの数え上げ」には後者が用いられるが，「元の数え上げ」で

考えるべき尺度は前者である．[K : Q] = n とおくと，よい状況では ∥α∥n∞,ω と N(αOK)

は近い．しかし，#(O×
K) = ∞ のときは，上記の単数群作用により N(αOK) を変えずに

∥α∥∞,ω をいくらでも大きくできる．

我々はこれらの問題を，Minkowski 埋め込みを用いた「数の幾何（the geometry of numbers）」

により解決した．特に後者では，“N(αOK) と ∥α∥n∞,ω が近い” ような O×
K ↷ OK \ {0} の基本

領域を取ることができることを示した．このような集合を，NLC（Norm-Length-compatible）

であると呼んでいる：詳細は [KMM+20, Section 4, Section 8] を参照されたい．
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数体の素元星座定理 II

関 真一朗 （青山学院大学）

1 はじめに
筆者は第 37回代数的組合せ論シンポジウムにおいて見村万佐人さんと [KMMSY]の研

究成果に関する連続講演を行った (見村さんが Iで筆者が II). この原稿は筆者が行った講
演に基づく報告記事である.

Szemerédiは組合せ論と整数論に関する深い結果を有名な論文 [Sz1]で証明し, Szemerédi

の定理ではカバーできなかった素数の場合をGreenとTaoが証明した [GT]. 今回の研究
はこれらの仕事の多次元版に関係する. Szemerédiの定理の多次元版は Furstenbergと
Katznelsonが証明した次の定理である.

定理 1.1 (多次元 Szemerédiの定理 [FK]). dを正整数とする. 上漸近密度が正であるよう
な Zdの部分集合は Zdに対する任意の形状の星座を含む.

次数dの数体の整数環はZ加群としてはZdと同型であるが,素元全体の集合に対しては多
次元 Szemerédiの定理を適用できない. 東北大学の研究チーム (Kai–Mimura–Munemasa–

Seki–Yoshino)による共同研究により, 以下のようにGreen–Taoの定理が拡張された (筆者
は当時東北大学に所属していた).

定理 1.2 (数体の素元星座定理 [KMMSY]). Kを数体とし, OK をKの整数環とする. こ
のとき, OK の素元全体の集合PK はOK に対する任意の形状の星座を含む.

定理 1.1の最初の証明はエルゴード理論によるものであったが, その後組合せ論的な証
明が模索され, Solymosi [So]の着想に遡ることができるハイパーグラフ除去補題を使っ
た証明が得られるに至った [G2, RSTT]. 定理 1.2を証明する際には (幾分エルゴード理
論的であったGreen–Taoの証明とは異なる)この流れを相対化したもの (Tao [T2]および
Conlon–Fox–Zhao [CFZ]による相対ハイパーグラフ除去補題と, それから導出される相対
多次元 Szemerédiの定理)が用いられる. 相対多次元 Szemerédiの定理を応用して定理 1.2

を導く部分が数論的には大事であるが, 組合せ論の研究集会における得難い講演機会を頂
けたので, 強力な組合せ論的ツールであるハイパーグラフ除去補題およびその相対化を以
下の節で簡単にまとめたい. なお, 相対多次元 Szemerédiの定理の定式化は数種類知られ
ており, 本稿では [KMMSY]による定式化を紹介する.

1

48



2 ハイパーグラフ除去補題
rを正整数とする. 有限集合 V に対して,

(
V
r

)を (V
r

)
:= {e ∈ P(V ) : #e = r}で定義す

る (Pで冪集合を表す). このとき, V と (V
r

)の部分集合E ⊂
(
V
r

)の組 (V,E)のことを rハ
イパーグラフとよぶ. 次がハイパーグラフ除去補題である.

定理 2.1 (ハイパーグラフ除去補題). 正整数kと正の実数 ε > 0に対して δ = δHR(k, ε) > 0

が存在して以下が成立する. Hを頂点数kのrハイパーグラフとし (r ∈ [k] := {1, 2, . . . , k}),
rハイパーグラフ Gを任意に考えて, その頂点数を nとおく. もしGが高々δnk個しかH

と同型な部分ハイパーグラフを含まなければ, 高々εnr個の辺を除去することによってH

と同型な部分ハイパーグラフを含まないようなGの部分ハイパーグラフを得ることがで
きる.

k, rを r ∈ [k]を満たすような正整数とする. このとき, k頂点完全 rハイパーグラフ
K

(r)
k = (V,E)を V = [k], E =

(
[k]
r

)によって定める. また, K
(2)
k = Kkと略記する (k頂点

完全グラフ).

Ruzsa–Szemerédi [RuSz]がH = K3の場合を証明し, 今では三角形除去補題とよばれて
いる (Ruzsa–Szemerédiが元々このような形で定式化していたわけではなく若干弱いversion

を示しており, このような名称で呼ばれるようになったのも 21世紀に入ってからのようで
ある). 証明は Szemerédiの有名な正則化補題 [Sz2]が鍵となるが, ハイパーグラフへ拡張
することは容易でなく, その後の一般化に至るまでの歴史を簡単に述べると次のようにな
る (論文に実際に載っている定理の定式化はやはり異なったり若干弱くなっているが, H

として何を扱ったに注目して紹介する. 定理 2.1と同じ形で除去補題が登場したのはAlon

達の論文 [ADLRY](完全グラフの場合)や Fürediの論文 [F](一般のグラフの場合)であり,

定理 2.1の形の一般のハイパーグラフ除去補題を問題にしたのはRödl–Skokan [RoSk3]に
よれば Fürediとのことである).

Erdős–Frankl–Rödl [EFR]は完全グラフの除去補題を証明し, 完全 rハイパーグラフに
ついても同様のことが成り立つかという問題を提出した. その後, Füredi [F]が 1994年
に一般のグラフに対する除去補題を証明し, 世紀をまたいでハイパーグラフの時代に突入
する. Frankl–Rödl [FR]は 2002年にK

(3)
4 除去補題を証明することによって長さ 4の等差

数列の場合の Szemerédiの定理を導出することに成功した. また, Erdős–Frankl–Rödlの
「問題」を「予想」に格上げし, その予想から Szemerédiの定理を導出することができる
ことを確認している. 実際は多次元 Szemerédiの定理まで導出することができるのである
が, それには Solymosiの慧眼が必要であった. なお, Gowers [G1]がFrankl–Rödlの定理の
別証明を与えている. 続いて, Nagle–Rödl [NR]が一般の 3ハイパーグラフの場合を証明
し, Rödl–Skokan [RoSk2]がK

(4)
5 の場合を証明した. このような歴史を経て, 最終的にハ

イパーグラフ除去補題に到達したのが, Gowers [G2]およびNagle–Rödl–Schacht–Skokan

[RoSk1, RoSk3, NRS, RoSc1, RoSc2]である. 論文毎に定理の記述や versionが異なるが
(Gowers [G2]およびNagle–Rödl–Skokan [NRS]ではK

(r)
r+1の場合が証明されており, 多次

元Szemrédiの定理を導出するにはこの場合で十分である),定理 2.1の形は [RoSk3, RoSc1]

に現れる.

Tao [T1]は以下の形でハイパーグラフ除去補題の証明を短くまとめており, 次節の相対
化はこの versionを元に行われる. (J,E)が rハイパーグラフで各 j ∈ J に対して Vjが空

2
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でない有限集合であるとき, V = ((J,E); (Vj)j∈J)を rハイパーグラフ系とよぶ. J の部分
集合 eに対して Ve :=

∏
j∈e Vjと略記する.

定理 2.2. 正整数 kと正の実数 ε > 0に対して δ = δSHR(k, ε) > 0が存在して以下が成立
する. ((J,E); (Vj)j∈J)を#J = kであるような rハイパーグラフ系 (r ∈ [k])として, 各
e ∈ E毎にEe ⊂ Veを考える. もし

E

(∏
e∈E

1Ee×VJ\e

∣∣∣∣∣ VJ
)

≤ δ (1)

が満たされるならば, ある (E ′
e)e∈E ∈

∏
e∈E P(Ve)が存在して,⋂

e∈E

(E ′
e × VJ\e) = ∅ (2)

かつ
∀e ∈ E, E

(
1Ee\E′

e

∣∣ Ve) ≤ ε (3)

が成り立つ.

ここで, ∅ 6= A ⊂ X, #X < ∞, f : X → Rに対して, E(f | A) = 1
#A

∑
x∈A f(x)であ

り, 1•は指示関数を表す. 定理 2.2から定理 2.1を導出することができる.

3 相対ハイパーグラフ除去補題
定義 3.1. V = ((J,E); (Vj)j∈J)を rハイパーグラフ系とする. gが V 上の重み付きハイ
パーグラフであるとは, gが関数 ge : Ve → R≥0の組 g = (ge)e∈Eであるときにいう.

g, g′を V 上の重み付きハイパーグラフとする. 任意の e ∈ Eに対して各点で ge ≤ g′eが
成り立つとき, g ≤ g′と表す.

有限集合 eに対して, ω ∈ {0, 1}eがω = (ωj)j∈eと成分表示され,各 j ∈ eに対してx
(0)
j お

よび x
(1)
j が定まっているとき, 記号 x

(ω)
e で (x

(ωj)
j )j∈eを略記しているものと約束する. また,

(0)j∈e, (1)j∈e ∈ {0, 1}eをそれぞれ0, 1と表すこととし,従って今の記法からx
(0)
e = (x

(0)
j )j∈e,

x
(1)
e = (x

(1)
j )j∈eを意味しているということになる.

定義 3.2. ρ > 0を正の実数, V = ((J,E); (Vj)j∈J)を r ハイパーグラフ系 (r ∈ Z>0),

ν = (νe)e∈Eを V 上の重み付きハイパーグラフとする. また, D(E) :=
⋃

e∈E{0, 1}eとおく.

このとき, νが ρ擬ランダムであるとは, 任意の (nω)ω∈D(E) ∈ {0, 1}D(E)に対して∣∣∣∣∣∣E
∏

e∈E

∏
ω∈{0,1}e

νe(x
(ω)
e )nω

∣∣∣∣∣∣ (x
(0)
J , x

(1)
J ) ∈ VJ × VJ

− 1

∣∣∣∣∣∣ ≤ ρ (4)

が成り立つときにいう.

定理 2.2は次のように一般化される.

3
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定理 3.3 (相対ハイパーグラフ除去補題). 正整数 kおよび正の実数 ε > 0に対して δ =

δRHR(k, ε) > 0およびρ = ρRHR(k, ε) > 0が存在して以下が成立する. V = ((J,E); (Vj)j∈J)

を#J = kであるような rハイパーグラフ系 (r ∈ [k])とする. νを ρ擬ランダムな V 上の
重み付きハイパーグラフとし, gを g ≤ νを満たすような V 上の重み付きハイパーグラフ
とする. もし

E

(∏
e∈E

ge(xe)

∣∣∣∣∣ x ∈ VJ

)
≤ δ (5)

が満たされるならば, ある (E ′
e)e∈E ∈

∏
e∈E P(Ve)が存在して,⋂

e∈E

(E ′
e × VJ\e) = ∅

かつ
∀e ∈ E, E

(
ge · 1Ve\E′

e
| Ve
)
≤ ε (6)

が成り立つ.

πe : VJ → Veを自然な全射とするとき, x ∈ VJ に対して xe = πe(x)と略記している. ν

として νe = 1Ve で定まるものを考えると自明に ρ擬ランダムとなり, その場合が定理 2.2

と同値であることが確認される. この定理のプロトタイプを証明したのは Tao [T2]であ
り, 条件を緩めてこの versionにしたのが Conlon–Fox–Zhao [CFZ]である (上の記述はオ
リジナルとは若干異なる定式化にはなっている). 証明には定理 2.2を用いるが, 非自明な
νを構成することによって疎な集合に対する星座定理を証明できるようになる.

4 相対多次元Szemerédiの定理
定義 4.1. dを正整数とし, Sを 0を含むようなZdの有限部分集合とする. r := #S−1 ≥ 1

とし, S = {s1, . . . , sr} ∪ {0}と元に名前を付けておく. Dr+1 :=
⋃

i∈[r+1]{0, 1}[r+1]\{i}とお
く. 各 ω ∈ Dr+1に対して, Z線形写像 ψ

(ω)
S : Z2r+2 → Zdを次のように定める: i ∈ [r]で

ω = (ωj)j∈[r+1]\{i} ∈ {0, 1}[r+1]\{i}のときは

ψ
(ω)
S (a

(0)
1 , . . . , a

(0)
r+1, a

(1)
1 , . . . , a

(1)
r+1) :=

( ∑
j∈[r]\{i}

(sj − si)a
(ωj)
j

)
+ sia

(ωr+1)
r+1

と定義し, ω = (ωi)i∈[r]のときは
ψ

(ω)
S (a

(0)
1 , . . . , a

(0)
r+1, a

(1)
1 , . . . , a

(1)
r+1) :=

∑
j∈[r]

sja
(ωj)
j

と定義する. ρを 0 < ρ < 1を満たす実数, Nを正整数とする. このとき,写像λ : Zd → R≥0

が (ρ,N, S)-擬ランダム測度であるとは, 元の個数がN 以上であるような整数の区間の直
積として表される任意の L ⊂ Zr+1および任意のΩ ⊂ Dr+1に対して∣∣∣∣∣E

(∏
ω∈Ω

λ ◦ ψ(ω)
S

∣∣∣∣∣ L× L

)
− 1

∣∣∣∣∣ ≤ ρ

が成り立つときにいう.
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定義 4.2. dを正整数, SをZdの有限部分集合とする. 0 ∈ Sおよび S = −Sが成り立って
おり, 更に Sが Zdを Z加群として生成するとき, Sを標準形状とよぶ.

Zdの任意の有限部分集合に対してそれを含むような標準形状が存在するため, 任意の形
状の星座の存在を証明したい場合には標準形状のみを扱えば十分であることに注意する.

定理 4.3 (相対多次元セメレディの定理). dを正整数とし, S ⊂ Zdを標準形状とし, r :=

#S− 1 ≥ dとおく. このとき, 任意の正の実数 δ > 0に対して正の実数 ρ = ρRMST(S, δ)お
よび γ = γRMST(S, δ)が存在して以下が成立する. N を正整数, λ : Zd → R≥0を (ρ,N, S)-

擬ランダム測度とする. 集合A ⊂ [−N,N ]dは次の 2条件を満たすと仮定する:

1. (重み付き密度条件) E(λ · 1A | [−N,N ]d) ≥ δ,

2. (Smallness条件) E(λr+1 · 1A | [−N,N ]d) ≤ γN .

このとき, Aは S星座を含む.

自明な擬ランダム測度 λ = 1Zdに対してこの定理を適用すると, いわゆる「有限版」の
多次元 Szemerédiの定理となり, 特に定理 1.1が従う.

Solymosiの手法を応用することによって, 相対ハイパーグラフ除去補題から相対多次元
Szemerédiの定理を導出することができる. 定理 4.3の λとAに対して定理 3.3の νと gを
どのように構成すればよいかをここに述べておこう.

Z加群の全射準同型写像 ϕS : Zr ↠ Zdを各 i ∈ [r]に対して ϕS(ϵi) = siとして定める
((ϵi)i∈[r]は標準基底). このとき, Sから定まる正整数 U が存在し, 任意の a ∈ [−N,N ]dに
対して

(2N + 1)r−d ≤ #(ϕ−1
S (a) ∩ [−UN,UN ]r) ≤ (2UN + 1)r−d

が成り立つ. 各 j ∈ [r]に対し, Vj を Vj := {Hj(a) : a ∈ [−UN,UN ]}と定義し, Vr+1を
Vr+1 := {Hr+1(a) : a ∈ [−rUN, rUN ]}と定義する. ここで, j ∈ [r]のときはHj(a) :=

{(xi)i∈[r] ∈ Zr : xj = a}, j = r + 1のときはHr+1(a) :=
{
(xi)i∈[r] ∈ Zr :

∑
i∈[r] xi = a

}
で

ある. そうして, V := (K
(r)
r+1; (Vj)j∈[r+1])と rハイパーグラフ系を定める.

i ∈ [r + 1]毎に ei := [r + 1] \ {i} ∈
(
[r+1]
r

)とおく. 超平面の組 (Hj)j∈ei ∈ Vei をと
るとき, 定義から⋂j∈ei Hj は 1点集合であることがわかる. この 1点を取り出す写像を
Ti : Vei → Zrと表すことにする. 写像 νei : Vei → R≥0を合成

νei : Vei
Ti−→ Zr ϕS−→ Zd λ−→ R≥0

によって定義する. こうして, V 上の重み付きハイパーグラフ ν = ν(λ,N, S)が ν :=

(νei)i∈[r+1]によって構成できた. このとき, 次が証明される.

命題 4.4. λが 0 < ρ < 1に対して (ρ,N, S)-擬ランダム測度であれば, V 上の重み付きハ
イパーグラフ νは ρ擬ランダムである.

次に, V 上の重み付きハイパーグラフ g = (gei)i∈[r+1]で g ≤ νを満たすようなものを, 各
i ∈ [r + 1]に対してEei := (ϕS ◦ Ti)−1(A)とし, gei := νei · 1Eei

とすることで定める. こう
して定まった gと νに対して相対ハイパーグラフ除去補題を適用することによって相対多
次元 Szemerédiの定理が導出される.

5
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5 擬ランダム測度の構成
定理 1.2は相対多次元 Szemerédiの定理を応用することによって証明されるが, 実際に

擬ランダム測度を構成することは容易ではなく, Goldston–Yıldırım型漸近公式と呼んで
いる解析的整数論的な定理から最終的な帰結を得るまでにはW -trickや鳩の巣原理に基づ
く countingの議論を組み込む必要がある. 論文 [KMMSY]では幾つかの種類の星座定理
を導出することもあり, これらの議論をあらかじめ行いパッケージ化した定理を証明した.

それを簡易化したものを次に記載する.

定理 5.1. Kを次数 dの数体とし, Z加群としての同型写像OK
∼−→ Zdを 1つとって固定し,

同一視する. 集合A ⊂ OKに対して以下の性質が満たされていると仮定する: 任意の標準
形状 S ⊂ OKに対してD1, D2 > 0, 0 < ε < 1が存在して以下が成立する. 任意の ρ > 0に
対して或るM0 ∈ Z>0が存在して, 任意のM ∈ Z≥M0 に対してW ≤ M εを満たすような
W ∈ Z>0および写像 λ : OK → R≥0が存在して

1. W と互いに素な任意の b ∈ OKに対して写像OK → R≥0; β 7→ φK(W )
W d ·λ(Wβ+ b)は

(ρ,
⌈
M
W

⌉
, S)-疑ランダム測度であり (φK は totient関数),

2. ある T ⊂ A ∩ OK(M)が存在して#T ≤ M εnであり, 任意の α ∈ (A ∩ OK(M)) \ T
に対して αはW と互いに素であり, D1 · logM ≤ λ(α) ≤ D2 · logM が成り立つ
(OK(M)は固定した同型によって ([−M,M ] ∩ Z)dに対応するOK の部分集合).

その上で,

lim sup
M→∞

#(A ∩ OK(M))

Md(logM)−1
> 0

が満たされれば, AはOK に対する任意の形状の星座を含む

さて, このややこしく見える条件を素元の集合 PK が満たすことから定理 1.2が得られ
るのであるが, 定理 5.1における λ : OK → R≥0は

λ(α) =
κ · ΛR,χ(α)

2

cχ logR

という形で選ばれる (κは類数公式に由来する正定数, χは或る滑らかな関数で cχはそれ
に付随する正定数, R =M

1

17#S·2#S−1 , ΛR,χは von Mangoldt関数の変形版).

謝辞
講演の機会を与えて下さった宗政昭弘先生（東北大学）, 徳重典英先生（琉球大学）, 島

倉裕樹先生（東北大学）, 野崎寛先生（愛知教育大学）, 三枝崎剛先生（早稲田大学）に
心より感謝申し上げます.

6

53



参考文献
[ADLRY] N. Alon, R. A. Duke, H. Lefmann, V. Rödl, R. Yuster, The algorithmic aspects
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原始語予想に対する密度的アプローチ

新屋良磨
秋田大学

ryoma@math.akita-u.ac.jp

1 はじめに
原始語とは「自身より短い語の繰り返し」では表されない語 (文字の有限列)のこ
とである (正確な定義は次節にて行う)．任意の語はある原始語の繰り返しとして
一意に分解することができ，そういった意味で原始語は語の世界における素数の
ような対象であり，定義は単純であるが非常に奥深い性質を持っている．
形式言語理論においては「ある語の集合 (言語)が特定の言語族に属するかどう

か？」といった種類の問題がしばしば興味の対象となる．ここでは「特定の言語族」
とは計算論的あるいは代数的な特徴づけを持った言語族が主な興味の対象とされ，
典型的な例としては Chomskyの階層における正規言語 (regular languages)，文
脈自由言語 (context-free languages)，文脈依存言語 (context-sensitive languages)
などの族が挙げられる．
本稿では

原始語全体の集合は文脈自由言語ではない
という原始語予想 (Dömösi-Horváth-Ito 1991 [2]∼)に対する著者のアプローチを
紹介する．

2 正規言語と文脈自由言語
Aを空でない有限集合とし，その元を文字と呼ぶ．A上の文字の有限列（すなわ
ち語）全体の集合を A∗ で表し，長さが 0の空列（空語）を εで表す．
形式言語理論においては任意の語の集合 L ⊆ A∗を言語と呼ぶ．言語は非可算

無限個存在するが，その中でも特に方程式によって定義される言語が形式言語理
論においては歴史的に良く研究されてきた．方程式によって定義される言語の例
を見てみよう．

X = aX + Y Y = bY + {ε} (1)

上の方程式では大文字X,Y はそれぞれ言語を表す変数を，小文字 a, bはアルファ
ベット A = {a, b}の元 (すなわち文字)を，+は集合和を，εは長さ 0の語 (空語)
をそれぞれ表している．この方程式の読み方はこうである：
– X = aX + Y は「X の元 wに対して左から aをつなげた語 awも X の元に
なる」「Y の元はX の元でもある」

– Y = bY + {ε}は「Y の元 wに対して左から bをくっつけた語 bwも Y の元に
なる」「εは Y の元である」
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をそれぞれ表している．これらの規則に従って X と Y それぞれに属すると言い
切れるもの全体がすなわち X と Y の表している言語となる．方程式 (1)につい
て，例えば ε ∈ Y から bε = b ∈ Y が，また b ∈ Y から b ∈ X や ab ∈ X な
どが成り立つことがわかる．要は方程式は言語の帰納的定義を与えており，方程
式の解とは最小不動点を意味している．方程式 (1)の変数 X が表している言語
を L(X)と表すことにしよう．少し考えると L(X)は「aが最初にいくつか続い
た後，bがいくつか続くような語」全体の集合を表していることがわかるだろう：
L(X) = {ε, a, b, aa, ab, bb, aaa, aab, . . .}.
形式言語理論においては，一般の方程式というよりは，ある種の単純な方程式

で記述できる言語クラスが主要な対象となる．その中でも特に深く研究されてき
たのが正規言語と文脈自由言語である．
正規言語とは次の制約を満たす単純な方程式の解として表現できる言語のこと

を言う：
(1) 方程式の各等式の左辺は単独の変数．
(2) 各等式の右辺は wX(w は語で X は変数)という形の項と語の有限集合の有
限和．

この制約を満たす方程式はXY のような 2次以上の項を右辺に含まず，また wX
のように右辺の変数を含む項は係数となる語 w(空語であっても良い) が必ず変数
の左側に出現する．この制限 (1)–(2)を満たす方程式は右線形方程式と呼ばれる．
例えば (1)の方程式はX = aX + Y, Y = bY + εと制約 (1)–(2)を満たしているた
め右線形であり，よってその解 L(X) = {ε, a, b, aa, ab, bb, aaa, aab, . . .}. は正規言
語である．一方，

P = aPa+ bPb+ ε+ a+ b (2)

という 1変数方程式は線形な方程式であるが，aPaという制約 (2)を満たしてい
ない項を含むため右線形ではない．この方程式 (2)の解 L(P )は回文，すなわち
abbaのような「左から読んでも右から読んでも同じ語」全体の集合であることは
容易に見て取れるだろう．
文脈自由言語とは制約 (1)を満たす方程式で記述できる言語のことを言う．す

なわち等式の左辺が単独の変数であれば良く，右辺には何の制約もなく高次の項
が出てきても良い (もちろん，有限和である必要はある)．例えば

Z = aZb+ Z2 + ε (3)

の解は文脈自由言語である．この方程式は制約 (2)を 2つの意味で破っている：右
辺の aZbは bが変数 Z の右側に出現しており，Z2 = ZZ のような 2次の項も含
んでいる．方程式 (3)について，aを開きカッコ ‘「’で bを閉じカッコ ‘」’ だと
思おう．すると方程式 (3)から Z に属すと帰納的に示せる語は abab (「」「」)や
aabb(「「」」)のように「カッコの整合性が取れている語」しかない．例えば，方
程式 (3)から Z ⊇ aZb, Z ⊇ Z2, Z ⊇ {ε}という 3つの包含関係が得られるが，こ
れを用いると

Z⊇ZZ ⊇ aZbZ ⊇ aεbZ ⊇ aεbaZb ⊇ aεbaεb (4)

という包含列が得られ，aεbaεb = abab ∈ L(Z)であることが確かめられる．語の長
さに対する帰納法で，逆側の包含も成り立つこと，すなわち解は「カッコの整合性が
取れている語」全体の集合となることが示せる：L(Z) = {ε, ab, aabb, abab, aaabbb, aababb, . . .}.
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3 原始語と原始語予想
A+ で空語以外の語全体の集合 A+ = A∗ \ {ε}を表す．空語でない語 w ∈ A+ が
原始語であるとは，wよりも真に短い語の繰り返しとして wが表現できないこと
を言う：un = w ⇒ u = w (n = 1)．Aが２つ以上の文字を含む場合に，原始語全
体の集合Q = {w ∈ A+ | wは原始語 }が文脈自由言語ではない，というのが原始
語予想である [2]．実は原始語予想は文字の種類が２文字だけA = {a, b}の場合に
限定しても一般性を失わない．そのため以降は常に２文字上の原始語全体の集合

Q = {w ∈ {a, b}+ | wは原始語 }

について考える．
簡単な考察から，語 wの長さがある素数 pとなる場合は，w = ap や w = bp

のように１文字の p回の繰り返し (よって原始語ではない)であるか，それ以外は
必ず原始語であることがわかる．有限集合X の濃度を#(X)で表すことにする．
言語 Lについて

FL(n) = # (L ∩An)

と定義すると，原始語の集合 Qについて

FQ(n)


= 0 if n = 0

= 2 if n = 1

= 2n − 2 if n is prime

< 2n − 2 otherwise.

が成り立つことが上記の考察から容易にわかる．すなわち Q は素数の情報を含
んだ言語であり，そのような複雑な言語が「方程式で定義できる (=文脈自由であ
る)」ほど単純であることはないだろう，というのが密度予想の１つの正当化であ
る．原始語予想についてはこれまで様々なアプローチが試みられてきたが，それ
らはことごとく「上手く行きそうにはない」という否定的な結果が得られている．
詳細は Dömösi-Itoによる原始語予想のモノグラフを参照せよ [3]．
実は，Qが正規言語でないことは簡単に示すことができる．というのも，

1. 正規言語の補集合もまた正規言語である．
2. Qの補集合 Q（すなわち非原始語全体の集合）は「小さい」言語である．
3. 与えられた「小さい」言語が正規言語でないことは，多くの場合ポンピング
補題と呼ばれる正規言語の必要条件を述べた補題を使って非正規性を示すこ
とができる．実際，Qが非正規であることもポンピング補題を用いて示すこ
とができる．

という３つの事実から成り立つ．ここで「小さい」というのは次節で正式に定義
される（密度が 0）が，ポンピング補題の言明やそれを用いた Qの非正規性の証
明はモノグラフ [3]を参照せよ．しかし，このアプローチは文脈自由言語において
は上手くいかない．というのも，ポンピング補題は文脈自由言語においても存在
するが，文脈自由言語の補集合は一般に文脈自由言語にならないためである．よっ
て，Qの補集合が文脈自由言語でないことは実際にポンピング補題によって示す
ことができるが，そこからQ自体も文脈自由言語でないということが帰結できな
いのである．
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4 密度と可測性
言語 L ⊆ A∗ の密度 δA(L)は

δA(L) = lim
n→∞

1

n

n−1∑
i=0

#
(
L ∩Ai

)
#(Ai)

(5)

で定まる 0以上 1以下の実数値である．定義 (5)中の分数は長さ iで Lに属する
語の割合を表しており，その平均値の極限を取っているため密度は言語 Lの「大
きさ」とみなすことができる．例えば aA∗ は「aで始まる語」全体の集合である
が，先頭の文字が aである確率も bである確率も等しいため δA(aA

∗) = 1/#(A)
となる．言語によっては密度が定まらない ((5)が収束しない)ものもあるが，正
規言語であれば必ず有理数に収束することが知られている [1]．
前節で Qが「大きい」ということを述べたが，これは密度を用いて以下のよ

うに定式化することができる．証明も難しくないので説明しよう．
Theorem 1 ([4]). Qの密度は 1．

Proof. Q の補集合 Q の密度が 0 になることを示せば良い．長さが n ≥ 1 の語
w ∈ A+ が非原始語であるとは，ある vとm ≥ 2が存在して w = vm となること
であった．この場合mは nの真の約数である必要があり，そのためmのあり得る
組み合わせは高々2

√
n通りである．また，|v| ≤ n/2であることも容易にわかるた

め，vのあり得る組み合わせは高々2n/2+1通りしかない (A = {a, b}の場合を考え
ていることに注意)．よって各 n ≥ 1に対して#

(
Q ∩An

)の大雑把な見積もりと
して#

(
Q ∩An

)
≤ 2

√
n · 2n/2+1が得られる．すると長さ nのQの要素の割合は

#
(
Q ∩An

)
2n

≤ 2
√
n · 2n/2+1

2n
≤ 2

√
n

2n/2−1

となり，これは n → ∞で 0に収束する．よってその平均を取った δA(Q)も 0と
なる． ⊓⊔

可測性はこの密度を応用した概念である．言語 L ⊆ A∗に対してその正規下密
度 µ

A
(L)と正規上密度 µA(L)をそれぞれ

µ
A
(L) = sup{δA(K) | K は正規言語かつK ⊆ L}

µA(L) = inf{δA(K) | K は正規言語かつK ⊇ L}

と定義する．Lが正規言語によって可測であるとは，µ
A
(L) = µA(L)が成り立つ

ことを言う．直感的には µ
A
(L), µA(L)はそれぞれ正規言語によって Lを内側・外

側から近似したときの最大・最小の密度を表しており，Lが正規言語によって可
測であるとは，正規言語でいくらでも近似できる程度に「単純な形」をしている
ことを意味する．µA は加法的測度ではあるが可算加法性は満たさない．例えば∑

w∈A∗ µA({w}) = 0 ̸= 1 = µA(
∪

w∈A∗{w}) = µA(A
∗)が成り立つ (任意の有限

集合 L ⊆ A∗は正規言語でありかつ δA(L) = 0が成り立つため)．そのため測度論
で通常扱う可算加法測度とは毛色がことなるが，ここで定義した可測性はカラテ
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オドリ拡張でも特徴付けを与えることができ [5]，その意味で測度論的に自然な概
念と言える．
言語 Lが密度を持つ場合は定義より明らかに µ

A
(L) ≤ δA(L) ≤ µA(L)が成り

立つが，この差分 µA(L)−µ
A
(L)を Lのギャップと呼ぶことにしよう．Lのギャッ

プが 0とは可測ということであり，逆にギャップが 1というのは Lが強い意味で
非可測ということを意味している．すなわちギャップは言語の「形の複雑さ」を
表す実数値と思ってよい．
著者は [4]で

1. Qの密度が 1である (定理 1)一方，
2. 任意の L ⊆ Qなる正規言語 Lの密度が 0になる
ということを示した．(1)と (2)からQのギャップが 1になることがわかる．すな
わちQは非常に「複雑な形」をしており，正規言語によって下から全く近似がで
きず，強い意味で非可測なのである．前述したとおり (1)は素朴に示せるが，(2)
の証明は統語モノイドの解析 (特に半群論の基本的な結果であるGreenの定理を
用いる)に基づいている．
著者はもともとギャップが 1になる文脈自由言語は存在しない (よって原始語

予想は正しい)と考え可測性という概念を導入した．実際，多くの複雑な文脈自由
言語が可測であることが示せたが，ギャップが 1になる文脈自由言語が存在する
こともわかった [4]．そのため正規言語による可測性では原始語予想を解決するに
は至らなかったが，より一般的な言語クラスによる可測性を考えればまだ可能性
があるかもしれない．例えば上密度と下密度の言語の動く範囲を文脈自由言語全
体にすれば，文脈自由言語による可測性が自然に得られる．任意の密度 1な文脈
自由言語は定義より文脈自由言語によって可測であるが，果たしてQは文脈自由
言語によって可測であろうか？これはまだ未解決であり，今後の研究課題である．
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正則グラフにおける non-backtracking cycle の個数の
誤差項

齋藤　正顕 (工学院大学　教育推進機構)∗

概 要
(q + 1)-正則グラフの長さ m の non-backtracking cycle の個数 Nm につい
て, 絶対値が 2

√
q 未満の (隣接行列の)固有値が寄与している項 tmを考える

（ここでは Nm の誤差項とよぶ）. 本研究では, データ tm (m = 1, 2, . . . ) の
分布について調べ, そのモーメント母関数を与えた. また,これを応用して,
正則グラフの増大列がある条件をみたすとき, tm/

√
n (n は絶対値が 2

√
q 未

満の固有値の個数)の極限分布が正規分布となることを示した.

1. Non-backtracking cycle の個数
G = (V,E) を有限単純 1連結グラフとし, V をその頂点集合, E を辺集合とする. G の
隣接する２つの頂点 v, w ∈ V に対し, vw = wv ∈ E を v, w を端点とする (無向)辺と
し, v を始点, w を終点とする有向辺を (v, w) と表す. e := (v, w) の逆向きの有向辺を
e := (w, v) とする. D(G) := {(v, w), (w, v) | vw ∈ E} を有向辺の全体とする. G の有
向辺 e ∈ D(G) に対し, a の始点と終点をそれぞれ o(e), t(e) とおく. G の長さ m の路
(path) C = e1 · · · em とは e1, . . . em ∈ D(G) かつ t(ei) = o(ei+1) (i = 1, . . . ,m − 1) の
ときをいう. とくに, t(em) = o(e1) のとき, C は閉路 (closed path) あるいはサイクル
(cycle)といわれる. 本稿では, グラフ G のサイクル C = e1 · · · em が以下の条件を満た
すとき, non-backtracking cycle とよぶ:

• ei+1 ̸= ei, (i = 1, . . . ,m− 1). つまり, C には後戻りがない.

• e1 ̸= em. つまり C の最初の辺が最後の辺の逆になっていない.

自然数 m に対し, Nm を G の長さ m の non-backtracking cycle の個数とする. Nm の
母関数

ZG(u) = exp

(∑
m≥1

Nm

m
um

)
はグラフ G の伊原ゼータ関数 [4]とよばれ, とくに G が (q + 1)-正則グラフのときは,

ZG(u) =
1

(1− u2)(q−1)n/2 det(In − Au+ qu2)
.

(伊原の公式)が成り立つ. ここに, A は G の隣接行列である. 以降, 本稿では G は
(q + 1)-正則グラフを仮定する.

本研究は科研費 (基盤研究 (C) :19K03608)の助成を受けたものである. また本研究は, 長谷川武博氏（滋
賀大学）, 西郷甲矢人氏 (長浜バイオ大学), 杉山真吾氏 (日本大学)，谷口哲也氏（金沢工業大学）との
共同研究に基づく.

∗ e-mail: saito.seiken@cc.kogakuin.ac.jp
1本稿では簡単のため単純グラフを仮定するが，単純でないグラフについても同様の結果が成り立つ.
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2. 正則グラフの跡公式と隣接行列の固有値の分布
Nm は G の隣接行列 A の固有値と以下の等式で結びついている.

Proposition 1 (G. Ahumada ’87[1], R. Brooks ’91[2], P. Mnëv ’07 [6]) Gを n

頂点からなる (q + 1)-正則グラフとし, A をその隣接行列とするとき,

∑
λ∈Spec(A)

eλt = n
q + 1

2π

∫ 2
√
q

−2
√
q

√
4q − x2

(q + 1)2 − x2
· ext dx+

∑
m≥1

Nm q−m/2 Im(2
√
qt) (1)

が成り立つ. ここで, Spec(A) は A の固有値の重複度も含めた multiset, Im(t) は第 1

種変形ベッセル関数とする:

Im(t) :=
∑
ℓ≥0

(t/2)m+2ℓ

Γ(ℓ+ 1)Γ(ℓ+m+ 1)
.

Example 1 図 1のような10頂点の 3-正則グラフについて跡公式を確認してみる. Nm

を求めるために, 伊原の公式からゼータ関数を計算し, その対数微分をとる.

1

ZG

=
(
1− u2

)4 (
1 + 4u2 − 4u3 + 6u4 − 24u5 − 4u6 − 76u7 − 23u8 − 152u9

−16u10 − 192u11 + 96u12 − 128u13 + 256u14 + 256u16
)
,∑

m≥1

Nmu
m = u

Z ′
G

ZG

= 12 u3 + 16u4 + 40u5 + 96u6 + 140u7 + 208u8 + 552u9 + 1120u10 + · · · .

数式処理ソフト Maple で A の固有値を求めると, 跡公式の左辺は∑
λ∈Spec(A)

eλ = 30.97135041 . . . .

である. 一方, 右辺を I10 の項まで計算すると

10 · 3

2π

∫ 2
√
2

−2
√
2

√
8− x2

9− x2
· ex dx+

12

23/2
I3(2

√
2) +

16

24/2
I4(2

√
2) + · · ·+ 1120

210/2
I10(2

√
2)

= 30.97128542 . . . .

となる. 有限で打ち切らなければ左辺と一致しそうだということが実感できる.

図 1: 10頂点の3-正則グラフ
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跡公式から正則木に収束するような正則グラフの無限列の固有値の分布に関する次の
結果がいえる:

Proposition 2 (B. D. McKay [5]) 有限 (q + 1)-正則グラフの無限列 {Gn}n≥1 が
(q + 1)-正則木 Tq+1 に収束するとする. つまり, Gn → Tq+1 (n → ∞) とする. An を
Gn の隣接行列とする. このとき,

lim
n→∞

1

n

∑
λ∈Spec(A)

f(λ) =
q + 1

2π

∫ 2
√
q

−2
√
q

√
4q − x2

(q + 1)2 − x2
· f(x) dx

が成り立つ. ここで, f(x) は [−q − 1, q + 1] 上の連続関数とする.

上記の結果は, Gn の隣接行列の固有値の極限分布が Kesten-McKay 分布とよばれ
る分布であることを述べている. つまり巨大な (q + 1)-正則グラフの固有値の分布は
Kesten-McKay に近い形状をしている. 図 2 はその例である.

図 2: 1000頂点, 3-正則 Ramanujan グラフの固有値の分布

Kesten-McKay 分布は次式によって台が [−2, 2] の確率密度関数に書きかえると, 異
なるパラメータ q の分布の形状が比較しやすい. とくに q + 1 = 2 のときは逆正弦則,

q + 1 = ∞ のときは Wigner の半円則とよばれる.

q + 1

2π

∫ 2
√
q

−2
√
q

√
4q − x2

(q + 1)2 − x2
· f(x) dx =

q(q + 1)

2π

∫ 2

−2

√
4− y2

(q + 1)2 − qy2
· f(√qy) dy.

図 3: Kesten-McKay 分布の比較 (q + 1 = 2, 3, 5, 10, 30,∞)
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3. Non-backtracking cycle の個数の誤差項
(q + 1)-正則グラフ G に対し, Nm は A の固有値よって次のように表される ([3]).

Nm = 2qm/2
∑

λ∈Spec(A)

Tm

(
λ

2
√
q

)
+ nem(q − 1).

ここで, Tm は第1種チェビシェフ多項式 (つまり Tm(cos θ) = cosmθ)とし, em は m が
偶数のときは 1, それ以外のときは 0 と定義する. このとき, Nm について, 絶対値が
2
√
q より小さい A の固有値の寄与を tm で表す.

tm :=
1

2qm/2
{Nm − 2qm/2

∑
l∈σ(A)
|λ|≥2

√
q

Tm

(
λ

2
√
q

)
mλ − n(q − 1)em}

=
l∑

i=1

Tm

(
λi

2
√
q

)
mλi

=
l∑

i=1

mλi
cosmθi.

ここで, σ(A) は G の隣接行列 A の相異なる固有値全体の集合, {λ1, . . . , λl} := {λ ∈
σ(A) | |λ| < 2

√
q}, mλ は A の固有値 λ の重複度とする.

特に, G が |λ| = 2
√
q なる固有値 λ をもたない (q + 1)-正則 Ramanujan グラフのと

きは,

tm =
1

2qm/2
{Nm − n(q − 1)em}

である.

我々は, Nm の（主要部でないという意味での）“誤差項” tm の分布について調べた.

Example 2 (数値実験と統計的分析) 以下のような 18 頂点の 3-正則グラフについて
tm (m ≤ 10000) の分布は図のようなヒストグラムになる (階級の個数=30).

1 2
3

4

5

6

7

8

910
11

12

13

14

15

16

17

18

図 4: tm (m ≤ 10000) の分布と N(µ, σ2)

データ (tm)1≤m≤104 の平均は µ = −0.00049429..., 標準偏差は σ = 2.9134... である. 帰
無仮説「H0: tm は正規分布 N(µ, σ2) に従う」のもとで適合度検定 (自由度 29 の χ2-

検定)をすると, p-値 = 0.43020... > α = 0.05 (有意水準)である. よって帰無仮説は棄
却されず採択される.

64



tm の分布が正規分布に従うように見えることは, 中心極限定理の観点から解釈できる.

X1 := (Tm

(
λ1

2
√
q

)
)m, . . . , Xl := (Tm

(
λl

2
√
q

)
)m

とおくと (tm)m = X1 + · · ·+Xl である. Gn を正則木 Tq+1 に収束する (q + 1)-正則グ
ラフの無限列とする.

• n → ∞ のとき, 正則グラフの固有値の極限分布は Kesten-McKay 分布だから,

X1, . . . , Xl は同じ分布 (逆正弦則)に従う.

• 重複度 mλ が「全て 1」 で X1, . . . , Xl が確率変数として「独立ならば」中心極
限定理より tm√

l
の極限分布は正規分布である.

実際には, G がループを持たないとき, 全ての固有値の和は 0 だからX1, . . . , Xl の間
にも代数的な関係がある (独立ではない). よって厳密には, 中心極限定理を使うことは
できない.

Theorem 1 (主結果1: グラフの増大列における tm√
nν
の極限分布) (Gν)ν∈Z≥1

を (q+

1)-正則グラフの列とし, Aν を Gν の隣接行列とする.

{λ1, . . . , λlν} := {λ ∈ σ(Aν) | |λ| < 2
√
q},

θi := arccos λi

2
√
q
∈ (0, π) (i = 1, . . . , lν),

nν := |{λ ∈ Spec(Aν) | |λ| < 2
√
q}|

とおく. 以下を仮定する. limν→∞ nν = ∞ かつ

(∗)ν 各 ν について θ1
2π
, . . . ,

θlν
2π
は Q 上1次独立.

このとき, 1√
nν
tm (m ∈ Z≥1) の極限分布は平均が 0, 分散が 1/2 の正規分布N(0, 1/2)

である.

Theorem 1 は, 後述の Corollary 1から得られる. 中心極限定理の観点から, Example 2

のグラフについて, データの和 X1+ · · ·+Xk の分布を k をいろいろと変えて観察する.

Example 3 (18 頂点の 3-正則 Ramanujan グラフ ) Example 2の 3-正則 Ramanu-

jan グラフについて, 非自明な固有値を大きさの順に λ1 > · · · > λ17 とする. データ∑k
j=1 Tm

(
λj

2
√
q

)
(m ≤ 10000) の分布を k = 1, . . . , 5 について (上段左から順に)図示し

たものが図3の５つのヒストグラムである. また, 曲線はデータの平均 µ と標準偏差 σ

で与えられる正規分布 N(µ, σ2) である. k = 1, 2, 3, 4 のときは有意水準 5%の適合度
検定で, 帰無仮説が棄却されるが, k = 5 になると採択される.
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図 5:
∑k

j=1 Tm

(
λj

2
√
q

)
(m ≤ 10000) の分布 (k = 1, 2, 3, 4, 5)

上記 Example 3 は以下の Theorem 2 の例である:

Theorem 2 (主結果2: tmの分布は逆正弦則の畳み込み) G を (q + 1)-正則グラフと
し, {λ1, . . . , λl} := {λ ∈ σ(A) | |λ| < 2

√
q}, θi := arccos λi

2
√
q
∈ (0, π) (i = 1, . . . , l) とお

く. tm の d 次モーメントを Md, モーメント母関数をφ(x) :=
∑∞

d=0
Md

d!
xd とすると,

φ(x) =
∑

k1,...,kl∈Z∑l
h=1 khθh∈2πZ

l∏
h=1

Ikh(mλh
x). (2)

Corollary 1

(∗) θ1
2π

, . . . ,
θl
2π
が Q 上1次独立ならば,

φ(x) =
l∏

k=1

I0(mλk
x).
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有限群から得られる等質カンドルについて
栗原　大武

北九州工業高等専門学校 生産デザイン工学科 一般科目 ∗

kurihara@kct.ac.jp†

1 序
今回の講演および報告集の内容は東谷 章弘氏（大阪大学）との共同研
究に基づくものである。
カンドルの概念は元々 Joyce [4]によって結び目理論の文脈から導入さ
れた。集合QとQ上の二項演算 ∗ : Q×Q→ Qの組 (Q, ∗)がカンドルと
は以下の条件を満たすことである：

(Q1) x ∗ x = x for ∀x ∈ Q;

(Q2) for ∀x, y ∈ Q, ∃!z ∈ Q such that z ∗ y = x;

(Q3) for ∀x, y, z ∈ Q, (x ∗ y) ∗ z = (x ∗ z) ∗ (y ∗ z).

上記の 3つの公理は結び目理論における Reidemeister変形にそれぞれ対
応する。一方でこの公理を対称空間論の類似としてとらえなおすこともで
きる。(Q, ∗)をカンドルとするとき、x ∈ Qにおける点対称 sx : Q → Q

を sx(y) = y ∗xにより定める。すると (Q1)∼(Q3)は以下のように言い直
すことができる：

(Q1’) sx(x) = x for ∀x ∈ Q;

(Q2’) for ∀x ∈ Q, sxはQ上の全単射写像;

(Q3’) sx ◦ sy = ssx(y) ◦ sx for ∀x, y ∈ Q.

対称空間は (Q1’)∼(Q3’)を満たすことが知られているので、対称空間は
カンドルである (cf. [4])。対称空間論の立場からのカンドルの研究も多く

∗2021年 10月 1日からの所属は山口大学大学院創成科学研究科
†2021年 10月 1日からのメールアドレスは kurihara-hiro@yamaguchi-u.ac.jp
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あり (例えば [3, 5, 8]など)、これらの研究では特に等質カンドルが主な研
究対象である。等質カンドルの定義や性質は 3節で扱う。
カンドルは特別な二項演算をもつ集合であり、同じ二項演算をもつ群と
似た性質もあればそうでない場合もある。この報告集では、特に群に “近
い”性質をもつ一般化Alexanderカンドルについて、様々な性質を調べた
結果を記載する。一般化Alexanderカンドルは群GとGの自己同型写像
ψの組 (G,ψ)から得られる (定義は 3.2節で与える)。一般化Alexanderカ
ンドルについての大きな問題として、問 3.3が考えられる。この問いに関
して、一般化 Alexanderカンドルの様々な不変量を考えることで部分的
な解決を与えた。特にHigashitani–Kurihara [2]において、群が対称群の
場合に問 3.3の部分的な解決を与えた。さらに [2]の後続の共同研究とし
て、新たな不変量を導入して、より多くの群に対して、問 3.3の部分的な
解決を与えた。
この報告集の内容は 4節までが [2]の内容である。そして 5節で最近得

られた内容を紹介する。

2 準備
以降では、カンドルの演算 ∗の代わりに点対称の記号 sを用いて、カン

ドルを (Q, s)のように表す。また点対称 sを省略して、カンドルを単にQ

と書くこともある。

2.1 カンドルの定義や性質
(Q, s)と (Q′, s′)をカンドルとする。写像 f : Q → Q′ が以下の条件を

満たすとき、f をカンドル準同型写像と呼ぶ：

f ◦ sx = s′f(x) ◦ f for any x ∈ Q.

さらにカンドル準同型 f が全単射であるとき、f をカンドル同型写像と
呼ぶ。もしQとQ′の間にカンドル同型写像が存在するとき、QとQ′は
カンドル同型であるといい、Q ∼=qu Q

′で表す。Aut(Q, s) (もしくは単に
Aut(Q)) を (Q, s)上のカンドル自己同型写像の集合とし、これを (Q, s)の
カンドル自己同型群と呼ぶ。カンドルの公理 (Q3’)から sx ∈ Aut(Q)で
あることがわかる。Inn(Q, s) (もしくは単に Inn(Q)) を {sx : x ∈ Q}で
生成されるAut(Q)の部分群とし、これを (Q, s)のカンドル内部自己同型
群と呼ぶ。
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2.2 群の記号の準備
Gを単位元 eをもつ群とする。Aut(G)をGの自己同型群とする。2つ
の群G,G′が同型のとき、G ∼=gr G

′で表す。
g, h ∈ Gに対して、gh = hgh−1と書くことにする。Inn(G)を Gの内

部自己同型群とする。ψ ∈ Aut(G)が外部自己同型写像とは、ψ /∈ Inn(G)

であることとする。
ψ ∈ Aut(G)に対して、

Fix(ψ,G) = {g ∈ G : ψ(g) = g}

とおく。なお、Fix(ψ,G)はGの部分群であり、ψが内部自己同型、つま
り ψ = (·)gと書けるときには、Fix((·)g, G)は gの中心化群CG(g)と一致
する。

3 等質カンドル
3.1 等質カンドルとカンドル三つ組
Qをカンドルとする。Qに Aut(Q)が推移的に作用するとき、Qを等

質であるという。

定義 3.1 ([3, Definition 3.1]). Gを群として、K を Gの部分群とする。
また ψ ∈ Aut(G)とする。これらがK ⊂ Fix(ψ,G)を満たすとき、三つ
組 (G,K,ψ)をカンドル三つ組と呼ぶ。

等質カンドル (Q, s) からカンドル三つ組を得ることができる。G =

Aut(Q, s)とし、x ∈ Qを一つ固定してK = {f ∈ Aut(Q, s) : f(x) = x}
とおく。さらに ψ : G→ Gを f 7→ sx ◦ f ◦ s−1

x で定めると、(G,K,ψ)は
カンドル三つ組になる。上記の証明は例えば [3, Proposition 3.3]などを
参考にしていただきたい。
逆にカンドル三つ組 (G,K,ψ)から以下のようにして等質カンドルを得
ることができる：G/K = {[g] : g ∈ G}をGのK による左剰余空間を表
すことにして、G/K 上に点対称を

s[g]([h]) := [gψ(g−1h)] ([g], [h] ∈ G/K)

によって定めるとこれはwell-definedであり、カンドルの公理を満たす。さ
らにこのカンドル (G/K, s)は等質である。上記の証明は例えば [3, Propo-

sition 3.2]などを参考にしていただきたい。今後このカンドルをQ(G,K,ψ)

で表すことにする。
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3.2 一般化Alexanderカンドル
カンドル三つ組のKを {e}として取ると、どのようなGと ψに対して
も、(G, {e}, ψ)は必ずカンドル三つ組になる。これから得られる等質カン
ドルはQ = Gであり、点対称は

sg(h) = gψ(g−1h) for any g, h ∈ G

となる。このカンドルを一般化Alexanderカンドルと呼び、Q(G,ψ)で表
す。なおGがアーベル群のとき、Alexanderカンドルと呼ばれている。
等質カンドルの研究には、以下の命題から一般化Alexanderカンドルを

調べることが重要であると思われる。

命題 3.2 (Higashitani–K. [2]). ψ,ψ′ ∈ Aut(G)とし、K = Fix(ψ,G)、
K ′ = Fix(ψ′, G)とする。もしQ(G,ψ) ∼=qu Q(G,ψ′)ならば、Q(G,K,ψ) ∼=qu

Q(G,K ′, ψ′)である。

証明は [2]を参考にされたい。
有限群Gに対して、Q(G)をQ(G,ψ)の同型類の集合とする。つまり、

Q(G) := {Q(G,ψ) : ψ ∈ Aut(G)}/ ∼=qu

とする。以下の問題がこの報告集の主題である。

問題 3.3. 与えられたGに対して、Q(G)を決定せよ。

以下の命題はQ(G)を大雑把に把握するのに役に立つ。

命題 3.4 (Higashitani–K. [2]). ψ,ψ′ ∈ Aut(G)は共役とする。つまり
ψ′ = τ ◦ ψ ◦ τ−1 となる τ ∈ Aut(G)が存在すると仮定する。このとき、
Q(G,ψ) ∼=qu Q(G,ψ′)が成り立つ。

したがって Q(G)は Aut(G)の共役類の集合と同じになるかというこ
とが気になる。しかし、そうはならない例が存在する。Cn を位数 nの
巡回群とする。Nelson [7] は Q(Cn) を決定した。以下で Q(Cn) につい
て説明する。まず Aut(Cn) ∼=gr U(Cn) であることが知られている。た
だし、U(Cn) = {x ∈ Cn : x is coprime to n} であり、a ∈ U(Cn) に
対して、x 7→ axによって Cn 上に自己同型が定まる。この aに関する
AlexanderカンドルをQ(Cn, a)で表す。N(n, a) = n

gcd(n,1−a)とおくとき、
Q(Cn, a) ∼=qu Q(Cn, b)の必要十分条件は N(n, a) = N(n, b)かつ a ≡ b

(mod N(n, a))である。つまり、Q(Cn)は完全に特徴づけられている。
例えば、Q(C9, 4) ∼=qu Q(C9, 7)である。一方で、U(Cn)は可換群だか
ら、U(Cn)の共役類はU(Cn)自身である。したがって、この例はAut(Cn)

の共役類とQ(Cn)は一対一に対応しないことを示している。
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問題 3.3の解決に向けて、等質カンドルや、その中でもQ(G,ψ)の不変
量をいくつか紹介する。この節ではGは有限群を表すものとする。
命題 3.4の再掲といくつかの不変量を以下で紹介する。

定理 3.5 (Higashitani–K. [2]). ψ,ψ′ ∈ Aut(G)とし、Q = Q(G,ψ), Q′ =

Q(G,ψ′)とする。

(a) ψと ψ′が共役とする。このとき、Q ∼=qu Q
′が成り立つ。

(b) もしQ ∼=qu Q
′ならば以下が成り立つ。

• ordAut(G) ψ = ordAut(G) ψ
′;

• [G : Fix(ψ,G)] = [G : Fix(ψ′, G)], i.e., |Fix(ψ,G)| = |Fix(ψ′, G)|;

• Inn(Q) ∼=gr Inn(Q
′);

• Q(G,ψi) ∼=qu Q(G,ψ′i) for any i ∈ Z>0.

4 対称群の場合
Sn (resp. An) を {1, . . . , n}上の対称群 (resp. 交代群) とする。ここで
は、Snに対しての問題 3.3を考える。
以降では、Snの自己同型が内部自己同型ψ = (·)πのとき、Q(Sn, (·)π) =

Q(π)のように省略する。

4.1 対称群特有の不変量
ここでは群が対称群であるときに得られる一般化 Alexanderカンドル
の不変量を与える。すべての証明は [2]を参考にしていただきたい。m =

ord(Q(π)) = ordSn(π)とおく。

補題 4.1. n ≥ 5とする。このとき、

Inn(Q(π)) ∼=gr An ⋊φ Cm

が成り立つ。ただし上記の半直積は φ : Cm → Aut(An), i 7→ (·)πi によっ
て定まるものである。つまり具体的な積は

(g, i) · (h, j) = (gπihπ−i, i+ j)

である。さらにこの半直積について次が成り立つ。
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(a) πが偶置換ならば、An ⋊φ Cm
∼=gr An × Cmである。

(b) π奇置換ならば、An ⋊φ Cm 6∼=gr An × Cmである。
特にこのことから、Q(π) ∼=qu Q(π′)ならば、πと π′は同符号になる。
次にSnの両側コセットに関するQ(π)の不変量を与える。K = Fix((·)π,Sn)、
つまりK = CSn(π)とおき、

Kalt = K ∩ An

とする。同様にK ′ = CSn(π
′)とおき、K ′

alt = K ′ ∩ Anとおく。
補題 4.2. Q(π) ∼=qu Q(π′)であれば、|Kalt \Sn/K| = |K ′

alt \Sn/K
′| で

ある。

4.2 Aut(S6)の構造とカンドル
ここではAut(S6)の共役類の構造を与える。以下の事実はLam–Leep [6]

に詳しく記載されている。まず有名な事実として、S6は外部自己同型写
像をもつ。さらにAut(S6) ∼=gr Inn(S6)⋊C2が成り立つ。ここでは具体
的な外部自己同型写像を与えて Aut(S6)の構造を与える。外部自己同型
ξ : S6 → S6を以下のS6の生成系の行き先を与えることで定義する。

(1 2) 7→ (1 2)(3 4)(5 6),

(2 3) 7→ (1 6)(2 4)(3 5),

(3 4) 7→ (1 2)(3 6)(4 5),

(4 5) 7→ (1 6)(2 5)(3 4),

(5 6) 7→ (1 2)(3 5)(4 6).

このとき ord(ξ) = 2である。
Aut(S6)の任意の元 ψは、g ∈ S6と ε ∈ {0, 1}を用いて、ψ = (·)g ◦ ξε

の形で表すことができる。このことよりAut(S6)を定める半直積は

((·)g1 ◦ ξε1) ◦ ((·)g2 ◦ ξε2) = (·)g1·ξε1 (g2) ◦ ξε1+ε2

によって定まる。
型 λに対して、Iλを以下のように定める：

Iλ := {(·)π ∈ Inn(S6) : πの型は λ}.

このとき、任意の外部自己同型 ψに対して、

ψ2 ∈ I(5,1) ∪ I(4,2) ∪ I(22,12) ∪ I(16)
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であることが知られている。λ = (5, 1), (22, 12), (16)に対して、Oλをψ2 ∈
Iλとなる外部自己同型 ψの集合とし、また、

OE
(4,2) := {(·)g ◦ ξ : ((·)g ◦ ξ)2 ∈ I(4,2) and g is even}, and

OO
(4,2) := {(·)g ◦ ξ : ((·)g ◦ ξ)2 ∈ I(4,2) and g is odd}

とする。このときAut(S6)の共役類は以下の 13個であることが知られて
いる (cf. [6]):

Inn(S6) : I(6) ∪ I(3,2,1), I(5,1), I(4,2), I(4,1,1), I(3,3) ∪ I(3,13),
I(23) ∪ I(2,14), I(2,2,1,1), I(16);

Aut(S6) \ Inn(S6) : O(5,1), OE
(4,2), O

O
(4,2), O(22,12), O(16).

Q(S6)の決定に向けて、Inn(Q(S6, ψ))の構造に注目する。特に ψ ∈
OE

(4,2)と ψ ∈ OO
(4,2)の差異を見ていく。

η0 := (·)(2 5 6 4 3) ◦ ξ, η1 := (·)(1 5 6 4) ◦ ξ

とおく。すると簡単な計算から η0 ∈ OE
(4,2), η1 ∈ OO

(4,2)であることがわか
る。また k = 0, 1に対して、Qk := Q(S6, ηk)とおく。

補題 4.3. Inn(Qk) ∼=gr A6 ⋊φk
C8 が成り立つ。ただし上記の半直積は

φk : C8 → Aut(A6), i 7→ ηikにより定められるもの、つまり

(g, i) · (h, j) := (gηik(h), i+ j)

という積である。

さらに次の命題から A6 ⋊φ0 C8と A6 ⋊φ1 C8は群として非同型である
ことがわかる。

命題 4.4. 次が成り立つ。

(a) A6⋊φ0C8内の ((1 2 3 4 5), 0)に関する中心化群の位数は 40である。

(b) A6 ⋊φ1 C8については、位数 40の中心化群をもたない。

したがって、A6 ⋊φ0 C8 6∼=gr A6 ⋊φ1 C8 であるから、とくにQ0 6∼=qu Q1で
ある。
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4.3 Q(Sn)の構造決定に向けて
n = 1のときはS1 = {e}、n = 2のときはS2 = C2なので、これらの
場合のQ(Sn)の構造は容易にわかる。ここでは、n ≥ 3であるSnに対
しての問題 3.3について、以下の戦略で各共役類ごとに区別をしていく。

(i) 共役類ごとに ord(ψ)と |Fix(ψ,Sn)|の組の計算をする。そして共
役類ごとに値が異なっているかどうか確かめる。(もし ψ = (·)π な
らば、ord(ψ) = ord(π), Fix(ψ,Sn) = CSn(π)であることに注意)

(ii) 戦略 (i)で区別できない場合は Inn(Q(Sn, ψ))と Inn(Q(Sn, ψ
′))の

構造を比較する。(ψ = (·)π かつ ψ′ = (·)π′ の場合は、補題 4.1より
πと π′の符号の比較をすればよい)

(iii) 戦略 (i), (ii)で区別できない場合は、自然数 iについて、Q(Sn, ψ
i)

とQ(Sn, π
′i)の比較を戦略 (i), (ii)に則り行う。

(iv) 戦略 (i), (ii), (iii)で区別できない場合は、補題 4.2を適応する。つ
まり、|Kalt \Sn/K|と |K ′

alt \Sn/K
′|の比較を行う。

n = 3, 4, 5

n = 3, 4, 5については戦略 (i)だけで区別できる。つまり、Aut(Sn) ∼=gr

Snの共役類ごとに ord(π)と |CSn(π)|の組が異なるので、異なる共役類
に対するQ(π)とQ(π′)は非同型である。具体的な ord(π)と |CSn(π)|の
組は表 1, 2, 3 にある。

Shape of π (3) (2, 1) (1, 1, 1)

ord(π) 3 2 1
|CS3

(π)| 3 2 6

表 1: Conjugacy classes for S3 and the invariants

Shape of π (4) (3, 1) (2, 2) (2, 1, 1) (1, 1, 1, 1)

ord(π) 4 3 2 2 1
|CS4

(π)| 4 3 8 4 24

表 2: Conjugacy classes for S4 and the invariants
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Shape of π (5) (4, 1) (3, 2) (3, 1, 1) (2, 2, 1) (2, 1, 1, 1) (1, 1, 1, 1, 1)

ord(π) 5 4 6 3 2 2 1
|CS5

(π)| 5 4 6 6 8 12 120

表 3: Conjugacy classes for S5 and the invariants

n = 6

表 4, 5より、OE
(4,2) and OO

(4,2) 以外については、戦略 (i), (ii)で区別可能
である。またOE

(4,2)とOO
(4,2) については、命題 4.4より区別可能である。

Conjugacy classes I(6) ∪ I(3,2,1) I(5,1) I(4,2) I(4,1,1) I(3,3) ∪ I(3,13) I(23) ∪ I(2,14) I(2,2,1,1) I(16)
ord(π) 6 5 4 4 3 2 2 1

|Fix((·)π,S6)| 6 5 8 8 18 48 16 6!
Parity of π even odd

表 4: Conjugacy classes for Inn(S6) and the invariants

Conjugacy classes O(5,1) OE
(4,2) OO

(4,2) O(22,12) O(16)

ord(ψ) 10 8 8 4 2

|Fix(ψ,S6)| 5 4 4 4 20

表 5: Conjugacy classes for Aut(S6) \ Inn(S6) and the invariants

n = 7

表 6 より、戦略 (i), (ii)で区別可能である。

Shape of π (7) (6, 1) (5, 2) (4, 3) (5, 12) (4, 2, 1) (32, 1) (3, 22)

ord(π) 7 6 10 12 5 4 3 6
|CS7

(π)| 7 6 10 12 10 8 18 24

Shape of π (4, 13) (3, 2, 12) (23, 1) (22, 13) (3, 14) (2, 15) (17)

ord(π) 4 6 2 2 3 2 1
|CS7

(π)| 24 12 48 48 72 240 7!
Parity odd even

表 6: Conjugacy classes for S7 and the invariants

n = 8
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表 7 より、(32, 2)と (3, 2, 13)以外は戦略 (i), (ii) で区別可能である。
(32, 2) と (3, 2, 13) については、戦略 (iii) で区別可能である。π1 ∈ S8

(resp. π2 ∈ S8) を型 (32, 2) (resp. (3, 2, 13)) をもつ置換とする。このと
き、π21 (resp. π22) の型は (32, 12) (resp. (3, 15)) であるので、再び表 7よ
りこれらは区別可能である。
Shape of π (8) (7, 1) (6, 2) (6, 12) (5, 3) (42) (4, 22) (5, 2, 1)

ord(π) 8 7 6 6 15 4 4 10
|CS8

(π)| 8 7 12 12 15 32 32 36
Parity even odd even odd

Shape of π (4, 3, 1) (32, 2) (3, 2, 13) (24) (5, 13) (4, 2, 12) (32, 12)

ord(π) 12 6 6 2 5 4 3

|CS8(π)| 10 36 36 384 30 16 36

Parity odd odd

Shape of π (3, 22, 1) (4, 14) (23, 12) (3, 15) (22, 14) (2, 16) (18)

ord(π) 6 4 2 3 2 2 1

|CS8(π)| 24 96 24 360 96 1440 8!

表 7: Conjugacy classes for S8 and the invariants

n = 9, 11, 12, 16, 19, 20, 23, 28

これらの場合は、n = 8のときと同様にして、戦略 (i), (ii), (iii)を用い
れば区別可能である。

n = 10

(4, 23)と (4, 2, 14)以外は戦略 (i), (ii), (iii)を用いれば区別可能である。
(4, 23)と (4, 2, 14)については、戦略 (iv) で区別可能である。π1 ∈ S10

(resp. π2 ∈ S10) を型 (4, 23) (resp. (4, 2, 14)) をもつ置換とする。このと
き、GAP [1]を用いると、

|CS10(π1) ∩ A10 \S10/CS10(π1)| = 240; and

|CS10(π2) ∩ A10 \S10/CS10(π2)| = 291.

であることがわかり、区別可能である。

n = 13, 14, 17, 18, 21, 22, 24, 25, 26, 27, 29, 30
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これらの場合は、n = 10のときと同様にして、戦略 (i), (ii), (iii), (iv)

を用いれば区別可能である。
n = 15

(9, 32)と (9, 3, 13)以外は戦略 (i), (ii), (iii), (iv)を用いれば区別可能で
ある。(9, 32)と (9, 3, 13)については、戦略 (i), (ii), (iii), (iv)のどれを用
いても区別ができない。

以上のことをまとめると以下の結果となる。

定理 4.5. n ∈ {3, 4, . . . , 30} \ {15}のとき、Q(Sn)とAut(Sn)の共役類
集合の間に一対一対応がある。特に、n ∈ {3, 4, . . . , 30} \ {6, 15}のとき
は、Q(Sn)とSnの共役類集合の間に一対一対応がある。

5 最近得られたこと
Gを有限群とし、ψ ∈ Aut(G)を恒等写像でないものとする。またQ =

Q(G,ψ)とする。このとき、PQを Inn(Q)による eの軌道とする。つまり、

PQ = {x ∈ G : ∃a1, . . . , ap ∈ G s.t. x = sap ◦ · · · ◦ sa1(e)}

とする。

定理 5.1. PQについて以下が成り立つ。

(a) PQはQの部分カンドルになる。

(b) ψ|PQ
は PQ上のカンドル自己同型写像である。

(c) PQはGの正規部分群である。

定理 5.2. ψ,ψ′ ∈ Aut(G)に対して、Q = Q(G,ψ), Q′ = Q(G,ψ′)とお
く。また P = PQ, P

′ = PQ′ とおく。Q(G,ψ) ∼=qu Q(G,ψ′)を仮定し、
f : Q(G,ψ) → Q(G,ψ′) を f(e) = eであるようなカンドル同型写像とす
る（このような f は必ず存在する）と次が成り立つ。

(a) f |P はPとP ′ の間のカンドル同型写像である。したがってP ∼=qu P
′

である。

(b) f |P は P と P ′ の間の群同型写像である。したがって P ∼=gr P
′ で

ある。

(c) ψ′ ◦ f |P = f |P ◦ ψが成り立つ。
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系 5.3. Gが有限単純群のとき、Q(G)と Aut(G)の共役類集合の間に一
対一対応がある。

Proof. まずψ = IdGの場合は、Q(G, IdG)は自明カンドルであり、ψ 6= IdG

ならば Q(G,ψ)は自明カンドルにならない。したがって ψ,ψ′ ∈ Aut(G)

は ψ,ψ′ 6= IdG を仮定する。今 Q(G,ψ) ∼=qu Q(G,ψ′)を仮定する。Gが
正規部分群なので、定理 5.1 (c)より P = P ′ = Gである。定理 5.2 (b)よ
り f ∈ Aut(G)であり、定理 5.2 (c)より ψ′ ◦ f = f ◦ψを得る。これは ψ

と ψ′が共役であることを意味する。

この結果を用いれば、定理 4.5 は一般の nの場合に拡張される。

系 5.4. n ≥ 3のとき、Q(Sn)と Aut(Sn)の共役類集合の間に一対一対
応がある。

Proof. n = 3, 4 のときは定理 4.5 で示されているので、n ≥ 5 を仮定
する。ψ,ψ′ 6= Id である ψ,ψ′ ∈ Aut(Sn) に対して、Q = Q(Sn, ψ),

Q′ = Q(Sn, ψ
′)として、P と P ′について考える。Snの非自明な正規部

分群はAnしかないので、P とP ′はAnになる。今Q ∼=qu Q
′を仮定する。

定理 5.2 (a)よりQ(An, ψ|An)とQ(An, ψ
′|An)はカンドル同型であり、An

は有限単純群より系 5.3から ψ|An と ψ′|An は共役である。これから ψと
ψ′が共役であることを得る。
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Kneser グラフと共通の Kronecker 被覆を持つグラフについて

概要

Kronecker 被覆とは，グラフ G に対して標準的な方法で定義される二重被覆で， Kronecker 積を用い

て K2 ×Gと書かれる．一般には K2 ×G ∼= K2 ×H であっても G ∼= H であるとは限らない．本稿では

[15]において示した，K2 ×K(n, k) = K2 ×Gを満たす単純グラフ Gの分類と，それらの自己同型群と彩

色数の決定について紹介する．

本稿の構成について述べる．第一節で基本的な用語と Kronecker 被覆の背景について説明し，第二節で

主定理を述べる．第三節では主定理の一部，すなわち K2 ×K(n, k) ∼= K2 ×Gを満たす単純グラフ Gの

分類と自己同型群の決定について述べ，第四節において Lovász の近傍複体と Kronecker 被覆との関係を

用いて，K2 ×K(n, k) ∼= K2 ×Gを満たす単純グラフの彩色数を決定する．

1 イントロダクション

本稿でグラフとは次の二つを満たす組 G = (V (G), E(G))のことであるとする：

(1) V (G)は有限集合である．

(2) E(G) ⊂ V (G)× V (G)であって，(v, w) ∈ E(G)ならば (w, v) ∈ E(G)を満たす．

したがって本稿で扱うグラフは多重辺を許さない有限無向グラフである．特に v ∈ V (G)で (v, v) ∈ E(G)

となるものが存在しないとき，Gを単純グラフという．

グラフ Gと H に対し，グラフ準同型とは写像 f : V (G) → V (H)であって，(f × f)(E(G)) ⊂ E(H)を満

たすものである．言い換えると (v, w) ∈ E(G)ならば (f(v), f(w)) ∈ E(H)が成立するものである．グラフ

準同型に関しては，[5]や [3]などが詳しい．

n-頂点完全グラフを Kn で書く．すなわち V (Kn) = [n] = {1, · · · , n} とし，E(Kn) = {(i, j) | i, j ∈

[n], i ̸= j}で定まるグラフである．このときグラフ Gの n-彩色とは，GからKn へのグラフ準同型に他なら

ない．また Gの彩色数とは，Gの n-彩色が存在するような最小の nのことであり，χ(G)と表すことにする．

v ∈ V (G)に対し，v の近傍あるいは開近傍 NG(v)を

NG(v) = {w ∈ V (G) | (v, w) ∈ E(G)}

により定める．Gを特に明示する必要のないときは，単に N(v)と書く．写像 f : V (G) → V (H)がグラフ準

同型であることと，全ての v ∈ V (G)に対して f(NG(v)) ⊂ NH(f(v))が成立することは同値である．

定義 1.1. グラフ準同型 p : G → H が被覆写像であるとは，任意の v ∈ V (G)に対し，写像 p|N(v) : N(v) →

N(p(v))が全単射になることをいう．

グラフの被覆写像については例えば [13]などが詳しい．
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例 1.2. n-サイクルグラフ Cn (n ≥ 3)を

V (Cn) = Z/n, E(Cn) = {{x, x± 1} | x ∈ Z/n}

として定める．n ≥ 3，k ≥ 1に対し，自然な射影 Z/kn → Z/nはグラフ準同型 Ckn → Cn を定めるが，こ

れは被覆写像である．

このように被覆写像 p : G → H は，H が単純グラフである場合はトポロジーの意味での被覆写像（詳細は

[4]の 1.3 節）と本質的には等しい．ただし H が単純でない場合には，以下のように幾何学的イメージとは若

干異なる被覆写像がある．

例 1.3. グラフ 1を V (1) = {1}, E(1) = {(1, 1)}とする．このとき全てのグラフ Gに対して Gから 1への

写像がただ一つだけ存在する．特にK2 から 1への写像を pとすると，pは被覆写像になる．

このように H が単純グラフでない場合は，p : G → H が被覆写像であることと，トポロジーの意味での被

覆空間であることは必ずしも一致しない．しかしこのようなものも含めて考えておくと，後述の定理などで例

外を作る必要がなく便利なので，例外視しないことにする．

続いて Kronecker 二重被覆について説明するために， Kronecker 積の定義を書いておく：

Gと H をグラフとする．Gと H のKronecker 積 G×H とは

V (G×H) = V (G)× V (H),

E(G×H) = {((v, w), (v′, w′)) | (v, v′) ∈ E(G), (w,w′) ∈ E(H)}

で定義されるグラフのことである．なおこの G × H の名称は多くあり， tensor product（テンソル積），

categorical product （圏論的積）， Kronecker product （ Kronecker 積）などの名称が主に使われる．テン

ソル積という用語の由来は G×H の隣接行列が Gの隣接行列と H の隣接行列のテンソル積になるからであ

る．圏論的積については，グラフの圏をグラフを対象としグラフ準同型を射とする圏を考えたとき，圏論的な

意味での Gと H の積が G×H に一致するからである．なお単純に積といった場合，別の概念を指すことも

多いので，ここでは G×H のことを Kronecker 積ということにする．

Kronecker 積 G ×H に対し，第一射影 V (G) × V (H) → V (G)および第二射影 V (G) × V (H) → V (H)

はともにグラフ準同型 G×H → Gおよび G×H → H を誘導する．

定義 1.4. Gの Kronecker 被覆とは，第二射影 p : K2 ×G → Gのことである．

p : K2 ×G → Gは実際に被覆写像の公理（定義 1.1）を満たすので，被覆写像である．なお Kronecker 被

覆にも様々な名称があり， canonical (bipartite) double などと呼ばれたりもする．

例 1.5. K2 × C2n+1
∼= C4n+2，K2 × C2m

∼= C2m ⊔ C2m が成立する（ただし n ≥ 1, m ≥ 2）．ここで

C2m ⊔ C2m は C2m の二つのコピーの非交叉和である．

例 1.6. K2 ×K4 は立方体の辺と頂点からなるグラフである．
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K2 × G ∼= K2 × H を満たすグラフ G と H は非常に似た性質を持つ．例えば頂点数や辺の個数は等し

く，また次数列も等しい．最後の節で述べる近傍複体も一致する．しかし一般にはグラフ G と H に対し，

K2 ×G ∼= K2 ×H であったとしても，G ∼= H であるとは限らない．

例 1.7. K2 × (C3 ⊔ C3) ∼= C6 ⊔ C6
∼= K2 × C6 となるが，C3 ⊔ C3 ̸∼= C6．

例 1.8. より一般に，K2 ×K2
∼= K2 ⊔K2 であることに注目すると，

K2 × (K2 ×Kn) ∼= (K2 ×K2)×Kn
∼= (K2 ⊔K2)×Kn

∼= K2 ×Kn × (Kn ⊔Kn)

が成立するが，K2 ×Kn ̸∼= Kn ⊔Kn である．例 1.7はこの例の n = 3の場合に他ならない．

例 1.9. グラフ Gと H に対し，Gと H のジョイン G ∗H を

V (G ∗H) = V (G) ⊔ V (H), E(G ∗H) = E(G) ⊔ E(H) ∪ {(v, w), (w, v) | v ∈ V (G), w ∈ V (H)}

と定める．グラフ G1 と G2 がK2 ×G1
∼= K2 ×G2 を満たすならば，任意のグラフ H に対し

K2 × (G1 ∗H) ∼= K2 × (G2 ∗H)

を満たすことがわかる．これにより，例えば G1 = K2 ×Kn, G2 = Kn ⊔Kn, H = Km とすると，

K2 × (G1 ∗H) ∼= K2 × (G2 ∗H)

となり，さらに χ(G1 ∗H) = χ(G1) + χ(H) = 2 +m, χ(G2 ∗H) = χ(G2) + χ(H) = n+mとなる．この

ように，共通の Kronecker 被覆を持つという条件は，彩色数には特に関係がないように思える．

このように K2 × G ∼= K2 ×H が成立したとしても G ̸∼= H となる例は多く存在するが，一般には以下の

Lovász による古典的な定理が示すように，グラフ Aによっては「A×G ∼= A×H が成立した場合 G ∼= H」

が成立するものは多く存在する：

定理 1.10 (Lovász’s cancellation theorem [10]). A が二部グラフでないグラフ，G と H をグラフとする．

このとき，A×G ∼= A×H が成立するならば G ∼= H が成立する．

そこで次のような問題を考えることは自然であろう．

問題 1.11 (Imrich-Pisanski [6]). X を二部グラフとする．このときグラフ Gであって，K2 × G ∼= X を満

たす単純グラフ Gの同型類を全て求めよ．

この問題は X が超立方体 [2]，一般 Petersen グラフ [9] においてこの問題は解決される．本稿の目的の一

つは，X が二部 Kneser グラフ H(n, k)（定義は次節参照）の場合に解決したことである．

3

83



2 主定理

ここでは本稿の主定理を述べる．正の整数 n, k で，n ≥ 2k を満たすものに対し，Kneser グラフ K(n, k)

を

V (n, k) =

(
[n]

k

)
= {σ ⊂ [n] | #σ = k},

E(n, k) =
{
(σ, τ) ∈

(
[n]

k

)
×
(
[n]

k

)
| σ ∩ τ = ∅

}
により定める．ここでK(n, 1)はKn に，K(5, 2)は Petersen グラフに同型である．

定義 2.1. 二部 Kneser グラフH(n, k)をK(n, k)の Kronecker 二重被覆，すなわちH(n, k) = K2×K(n, k)

により定める．

Imrich と Pisanski は Petersen グラフK(5, 2)と共通の Kronecker 被覆を持つグラフ Gで，K(5, 2)と同

型でない単純グラフを構成している．本稿はそれを以下のように一般化した：

定理 2.2 (松下 [15]). n, k を正の整数で n > 2k を満たすものとする．このとき Kronecker 被覆が H(n, k)

となる単純グラフはちょうど k 個

K(n, k) = G0(n, k), G1(n, k), · · · , Gk−1(n, k)

ある．

これらに現れた Gi(n, k)の自己同型群および彩色数を決定することができる．まず自己同型群に関して述

べる．

2 つの群 Γと Γ′ を考える．Aut(Γ′)により群 Γ′ の自己同型群を表す．Γの Γ′ への（左）作用とは，群準同

型 φ : Γ → Aut(Γ′)のことである．しばしば α ∈ Γと x ∈ Γ′ に対し，φ(α)(x)のことを単に αxなどと書く．

Γ′ への Γの作用 φが与えられたとき，Γと Γ′ の半直積 Γ′ ⋊φ Γを以下のように定める．まず Γ′ ⋊φ Γは集

合としては Γ′ と Γの直積集合 Γ′ × Γに等しく，演算は

(x, α) · (y, β) = (x · φ(α)(y), α · β)

により定める．特に φを明示する必要がない場合は単に Γ′ ⋊ Γと書く．

Si で i次の対称群，すなわち [i] = {1, · · · , i}の置換全体を表し，Z2 で位数 2の巡回群を表す．このとき

Z2 の i個の直積 Zi
2 に対し，Si への作用を

σ(x1, · · · , xi) = (xσ−1(1), · · · , xσ−1(i))

により定める．このとき Gi(n, k)の自己同型群は以下のように表される．

定理 2.3 (松下 [15]). 正の整数 n, k で n > 2k を満たすものに対し，Aut(Gi(n, k)) ∼= (Zi
2 ⋊ Si)× Sn−2i が

成立する．
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続いて彩色数について述べる．ここで Kneser グラフの彩色数は次のように既に知られている：

定理 2.4 (Lovász [11]). χ(K(n, k)) = n− 2k + 2

注意 2.5. 写像 c : V (K(n, k)) → {2k − 1, 2k, · · · , n− 2k + 2}を

c(σ) = max
{
σ ∪ {2k − 1}

}
により定めると，σ ∩ τ = ∅の場合に c(σ) ̸= c(τ)が成立する．このことから χ(K(n, k)) ≤ n− 2k + 2が成

立する．

既に述べたように， Kronecker 被覆が等しいからと言って，彩色数も一致するというわけではない．しか

し Gi(n, k)については次の定理が成立する：

定理 2.6. 正の整数 n, k で n > 2k となるものに対し，χ(Gi(n, k)) = χ(K(n, k)) = n− 2k + 2が成立する．

3 バイグラフの圏

本節では定理 2.3と定理 2.4の証明の概略を述べる．

バイグラフ (bigraph)とは，グラフX とグラフ準同型 ε : X → K2 の組 (X, ε)のことである．K2 へのグラ

フ準同型が存在することから X は二部グラフである．しばしばバイグラフ (X, ε)の εを省略して「X をバイ

グラフとする」などということもある．この場合，X に付随する 2-彩色を εX などと書くことにする．なおバ

イグラフ (bigraph)という用語は bipartite graph, すなわち二部グラフのことを指して使うこともある．我々

の bigraph は単に二つからなる部集合の存在を課すだけでなく，二つからなる部集合が指定されている二部グ

ラフであるとも言え，この用語は [1]などにある．

X と Y をバイグラフとする．このとき X から Y へのグラフ準同型 f が εY ◦ f = εX が成立するとき，f

は偶 (even)であるといい，全ての x ∈ V (X)に対し εY (f(x)) ̸= εX(x)が成立するとき，f は奇 (odd)で

あるという．

グラフ Gの自己同型 f で f2 = idG を満たすものを対合という．

以上の用語を準備すると， Kronecker 被覆K2 ×Gには，以下の構造が付随していると考えられる：

• K2 ×Gには標準的な 2-彩色，すなわち第一射影K2 ×G → K2 が存在する．これによりK2 ×Gはバ

イグラフである．

• K2 ×Gには，自然な対合 (1, v) ↔ (2, v)で奇であるもの（奇対合）が存在する．

X をバイグラフとして αを X の奇対合とする．このとき商 X/αを

V (X/α) =
{
{x, α(x)} | x ∈ V (X)

}
,

E(X/α) = {(σ, τ) | (σ × τ) ∩ E(X) ̸= ∅}

により定義する．これは α によって移り変わる辺や頂点を同一視して得られるグラフである．また商写像
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V (X) → V (X/α)によりグラフ準同型 π : X → X/αが定義される．

注意 3.1. バイグラフ X は二部グラフだから単純であるが，その商 X/α は必ずしも単純ではない．ここで

X/αが単純でないことと同値な条件は，x ∈ V (X)で (x, α(x)) ∈ E(X)となるものが存在することである．

次のことはよく知られており，また簡単に示すこともできる（例えば [14]を参照）：

補題 3.2. X と Y をバイグラフ，α と β をそれぞれ X と Y の奇対合とする．グラフ準同型 f : X → Y で

βf = fαを満たすものに対し，グラフ準同型 f : X/α → Y/β で図式

X
f //

π

��

Y

π

��
X/α

f // Y/β

を可換にするものがただ一つだけある．また f が同型ならば f も同型である．

補題 3.3. X と Y をバイグラフ，αと β をそれぞれ X と Y の奇対合とする．グラフ準同型 g : X/α → Y/β

に対し，偶なグラフ準同型 g̃ : X → Y であって，β ◦ g̃ = g̃ ◦αを満たすものがただ一つ存在する．gが同型な

らば g̃ も同型である．

補題 3.4. X をバイグラフ，αをその奇対合とすると，自然な写像

X
(εX ,π)−−−−→ K2 × (X/α)

は同型である．

注意 3.5. 圏の言葉を用いると，次のように簡略化して表現することができる．グラフの圏とは，対象をグラ

フとし，射をグラフ準同型とする圏のこととし，G で表す．G/K2
でバイグラフの圏，すなわち対象をバイグラ

フとし，射を偶なグラフ準同型とする圏とする．さらに圏 Go
/K2
を次のように定める．対象は三つ組 (X, ε, α)

であって，(X, ε)はバイグラフであり，αは (X, ε)の奇対合である．さらに二つの Go
/K2
の対象 (X, εX , αX)

と (Y, εY , αY )の間の射とは，偶なグラフ準同型 f : X → Y であって，αY ◦ f = f ◦αX を満たすものとする．

このとき Kronecker 二重被覆は G から Go
/K2
への関手を満たすが，上の主張は Kronecker 被覆が与える関手

K2 × (−) : G → Go
/K2

は， quasi-inverse を商 (X, ε, α) 7→ X/αとする圏同値であるということである（詳しくは [14]を参照せよ）．

これらの主張から次がしたがう：

系 3.6. X をバイグラフとし，αと β を X の奇対合とする．このとき以下は同値である：

(1) X/α ∼= X/β

(2) αと β は Aut(X)で共役である．すなわち f ∈ Aut(X)であって fα = βf を満たすものが存在する．

(3) 偶な f ∈ Aut(X)であって，fα = βf を満たすものが存在する．
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Proof. (3) ⇒ (2)は明らか．(2) ⇒ (1)および (1) ⇒ (3)はそれぞれ補題 3.2と補題 3.3からわかる．

系 3.7. (X, ε)をバイグラフ，αをその奇対合とすると，

Aut(X/α) ∼= {f ∈ Aut(X) | f は偶で α ◦ f = f ◦ α}.

Proof. 右辺を Γとする．Aut(X/α) → Γは f ∈ Aut(X/α)に対し補題 3.3で構成されるリフト f̃ : X → X．

Γ → Aut(X/α) は補題 3.2 が誘導するグラフ準同型 X/α → X/α．これらの対応が逆になっていることは，

補題 3.2と補題 3.3における一意性からわかる．

それでは定理 2.3と定理 2.4の証明の概略を書く．まず Mirafzal による H(n, k)の自己同型群について述

べる．Sn は [n]に作用するが，それにより同型 Sn

∼=−→ Aut(K(n, k))が得られることが Erdős-Ko-Rado の定

理からわかる．これを用いると，H(n, k)の自己同型群は次のように書くことができる．

定理 3.8 (Mirafzal [16]). 自然な写像

Z2 × Sn

∼=−→ Aut(K2)×Aut(K(n, k)) → Aut(H(n, k))

は同型である．

Z2 の生成元を αK2
とすると，Aut(H(n, k))の奇対合は位数 2の元 β ∈ Sn と αK2

の対 αK2
× β と書くこ

とができる．αK2
× β と αK2

× β′ が Z2 × Sn で共役であることと，β と β′ が Sn で共役であることは同値で

ある．0 ≤ i ≤ ⌊n/2⌋に対し βi を
βi = (1, 2)(3, 4) · · · (2i− 1, 2i)

と書かれる Sn の元とすると，H(n, k)の奇対合は何らかの αK2
× βi と共役であり，i ̸= j のとき αK2

× βi

と αK2
× βj は共役でない．そこで

Gi(n, k) = H(n, k)/(αK2
× βi)

と置く．i ≥ k のとき，

(αK2
× βi)(1, {1, 3, 5, · · · 2k − 1}) = (2, {2, 4, 6, · · · , 2k}) ∼ (1, {1, 3, 5, · · · , 2k − 1})

が成立するので，注意 3.1より Gi(n, k)は単純でないが，一方で i ≤ k の時に Gi(n, k)は単純になる．これ

により定理 2.3が成立する．

また αK2
× βi と可換な Z2 × Sn の元全体が Aut(Gi(n, k))に同型であるが，これは βi と可換な Sn の元全

体に同型である．それが (Zi
2 ⋊ Si)× Sn−2i に同型になることも単純計算によりわかる．これが定理 2.4の証

明の概略である．
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4 定理 2.6の証明

Gをグラフとする．v ∈ V (G)に対し，N(v) = {w ∈ V (G) | (v, w) ∈ E(G)}のことを v の近傍というの

であった（第 1節参照）．

定義 4.1 (Lovász 1978). グラフ Gの近傍複体 N(G)を底集合を V (G)とし，単体のなす集合を

N(G) = {σ ⊂ V (G) | σ ⊂ N(v)を満たす頂点 v ∈ V (G)が存在する }

により定義する．

近傍複体のある位相的不変量が，彩色数と関係があることが知られている．その位相的不変量を定式化する

ため，まず記号として
Dn = {(x1, · · · , xn) ∈ Rn | x2

1 + · · ·+ x2
n ≤ 1},

Sn = {(x0, · · · , xn) ∈ Rn+1 | x2
0 + · · ·+ x2

n = 1}

と定義し，Dn を n次元単位球体，Sn を n次元単位球面と呼ぶことにする．ただしD0 は一点空間，S−1 = ∅

とし，n < 0のとき Dn や Sn−1 は定義しないものとする．

定義 4.2. X を位相空間，nを整数とする．X が n-連結であるとは，−1 ≤ iかつ i ≤ nを満たす全ての整数

iと連続写像 f : Si−1 → X に対し，連続写像 g : Di → X で g|Si−1 = f を満たすものが存在することをいう．

例 4.3. 位相空間の n-連結性のいくつかの性質をまとめておく（詳しくは [4]）．

n ≤ mとすると，m-連結な空間は n-連結でもある．n ≤ −2ならば全ての位相空間は n-連結である．(−1)-

連結であることは，空でないことと同値である．0-連結であることは，弧状連結であるということと同値であ

る．一般に n ≥ 1に対しては，n-連結であるということは，弧状連結でありかつ全ての 1 ≤ i ≤ nに対し i次

ホモトピー群 πi(X)が自明群になることと同値である．なおグラフの n-連結性とは特に関係はない．

Lovász は Kneser 予想の解決の中で，次の二つの定理を証明している：

定理 4.4 (Lovász [11]). N(G)が n-連結ならば，χ(G) ≥ n+ 3である．

定理 4.5 (Lovász [11]). N(K(n, k))は (n− 2k − 1)-連結である．

上の二つの定理から χ(K(n, k)) = n− 2k + 2がしたがう．

次の命題はK2 ×Gと N(G)の定義から簡単に示すことができる．例えば本質的に [1]にも書かれている：

命題 4.6. K2 ×G ∼= K2 ×H ならば N(G) ∼= N(H)である．

注意 4.7. 一般には N(G) ∼= N(H)であるからと言って，K2 ×G ∼= K2 ×H であるとは限らない．例えば G

として 4頂点からなる道のグラフ P4，H として C4 を考えると，N(P4) ∼= N(C4)だがK2 ×P4 = P4 ⊔P4 ̸∼=

C4 ⊔ C4
∼= K2 × C4 となる．
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ただし Gと H が次の stiff という性質を満たしているとき，N(G) ∼= N(H)となることから G ∼= H が成

立する．グラフ Gが stiff であるとは，任意の相異なる Gの 2頂点 v と w に対し，N(v) ̸⊂ N(w)が成立す

ることをいう．Gと H がともに stiff であり，さらに N(G) ∼= N(H)ならば G ∼= H が成立する．

これらの準備の下で，定理 2.6，すなわち χ(Gi(n, k)) = n− 2k + 2となることは次のように示される：

定理 2.6の証明. まず K2 × Gi(n, k) ∼= H(n, k) = K2 ×K(n, k)であるから，命題 4.6より N(Gi(n, k)) ∼=

N(K(n, k)) である．すなわち定理 4.5 より N(Gi(n, k)) は (n − 2k − 1)-連結であり，定理 4.4 より

χ(Gi(n, k)) ≥ n− 2k + 2となる．

次に χ(Gi(n, k)) ≤ n− 2k + 2を示すために，(n− 2k + 2)-彩色を具体的に構成する．写像

f : V (H(n, k)) = {1, 2} ×
(
[n]

k

)
→ {2k − 1, 2k, · · · , n}

を
f(i, σ) = max{σ ∪ {2k − 1}}

により定義すると，Gi(n, k)の構成から f は写像

f : V (Gi(n, k)) → {2k − 1, 2k, · · · , n}

を誘導し，さらに (σ, τ) ∈ E(Gi(n, k)) ならば f(σ) ̸= f(τ) を満たすことがわかる．すなわち Gi(n, k) は

(n− 2k + 2)-彩色を持ち，χ(Gi(n, k)) ≤ n− 2k + 2が成立する．
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TVERBERG’S THEOREM FOR CELL COMPLEXES

SHO HASUI, DAISUKE KISHIMOTO, MASAHIRO TAKEDA, AND MITSUNOBU TSUTAYA

Abstract. The topological Tverberg theorem states that given any continuous map f : ∆(d+1)(r−1) →
Rd, there are pairwise disjoint faces σ1, . . . , σr of ∆(d+1)(r−1) such that f(σ1)∩· · ·∩f(σr) ̸= ∅ when-
ever r is a prime power. We generalize this theorem to a continuous map from a certain CW complex
into a Euclidean space.

1. Introduction

Let d ≥ 1 and r ≥ 2 be integers. Tverberg’s theorem states that for any given (d+ 1)(r − 1) + 1

points in Rd, there is a partition of points into r subsets whose convex hulls intersect. This theorem

has been of great interest in combinatorics for more than 50 years. Clearly, Tverberg’s theorem

can be restated in terms of an affine map from a (d + 1)(r − 1)-simplex into Rd. The topological

Tverberg theorem replaces an affine map in Tverberg’s theorem by a continuous maps: for any

continuous map f : ∆(d+1)(r−1) → Rd, there are pairwise disjoint faces σ1, . . . , σr of the simplex

∆(d+1)(r−1) such that

f(σ1) ∩ · · · ∩ f(σr) 6= ∅
whenever r is a prime power. This was first proved by Bárány, Shlosman and Szűcs [2] when r is

a prime, and later by Özaydin [12] and Volovikov [13], independently, when r is a prime power.

Remark that Frick [6] proved that the result does not hold unless we assume r is a prime power.

We will consider:

Problem 1.1. Can we replace a simplex in the topological Tverberg theorem by other CW com-

plexes?

There was a relevant problem posed by Tverberg [7]: can we replace a simplex by a polytope

in the topological Tverberg theorem? This is affirmatively solved because the boundary of any

d-polytope is a refinement of the boundary of a d-simplex as proved by Grünbaum [8, p. 200].

So this is not an essential generalization of the topological Tverberg theorem. The problem was

also studied by Bárány, Kalai and Meshulam[1] and Blagojević, Haase and Ziegler [3] for matroid

complexes.

A face of a CW complex will mean a closed cell. For pairwise disjoint faces σ1, . . . , σk of a CW

complex X, let X(σ1, . . . , σk) denote a subcomplex of X consisting of faces disjoint from σ1, . . . , σk.

2010 Mathematics Subject Classification. 52A37, 55R80.
Key words and phrases. topological Tverberg theorem, discretized configuration space, homotopy colimit.
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A space Y is called n-acyclic if Y is non-empty and H̃∗(Y ) = 0 for ∗ ≤ n, where n ≥ 0. Clearly,

n-connected spaces are n-acyclic. A non-empty space is called a (−1)-acyclic.

Definition 1.2. We say that a regular CW complexX is r-complementary n-acyclic ifX(σ1, . . . , σk)

is non-empty and (n− dimσ1 − · · · − dimσk)-acyclic for each pairwise disjoint faces σ1, . . . , σk with

dimσ1 + · · ·+ dimσk ≤ n+ 1, where k = 0, 1, . . . , r.

Now we state the main theorem.

Theorem 1.3. Let r be a prime power. If X is an (r − 1)-complementary (d(r − 1) − 1)-acyclic

regular CW complex, then for any continuous map f : X → Rd, there are pairwise disjoint faces

σ1, . . . , σr of X such that

f(σ1) ∩ · · · ∩ f(σr) 6= ∅.

We can easily see that every simplicial d-sphere is 1-complementary (d − 1)-acyclic. Then we

obtain a generalization of the topological Radon theorem, i.e. the topological Tverberg theorem

for r = 2, which is interesting because neither convexity nor antipodality of a simplicial sphere is

demanded.

Corollary 1.4. Let X be a simplicial d-sphere. Then for any continuous map f : X → Rd there

are disjoint faces σ1, σ2 of X such that

f(σ1) ∩ f(σ2) 6= ∅.

Grünbaum and Sreedharan [9] gave a simplicial sphere which is not polytopal, the boundary of

a polytope, and now most simplicial spheres in higher dimensions are known to be non-polytopal.

Thus Corollary 1.4 does not follow from the topological Radon theorem, so Theorem 1.3 is a proper

generalization of the topological Tverberg theorem.

Acknowledgement. The authors were partly supported by JSPS KAKENHI No. 18K13414 (Ha-

sui), No. 17K05248 (Kishimoto), and No. 19K14535 (Tsutaya).

2. Proof of Theorem 1.3

2.1. Topological method. We will apply the so-called topological method in combinatorics. Let

X be a regular CW complex. For a positive integers r, we define the discrete configuration space

Confr(X) as a subcomplex of the direct product Xr consisting of faces σ1 × · · · × σr of Xr, where

σ1, . . . , σr are pairwise disjoint faces of X. Note that the canonical action of the symmetric group

Σr on Xr restricts to Confr(X).

Let the symmetric group Σr act on (Rd)r by permutation of Rd. Then the fixed point set of this

action is the diagonal set

∆ = {(x1, . . . , xr) ∈ (Rd)r | x1 = · · · = xr}.
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Clearly, (Rd)r − ∆ is homotopy equivalent to Sd(r−1)−1. The following lemma is immediate from

the definition of Confr(X).

Lemma 2.1. Let X be a regular CW complex. If there is a map f : X → Rd such that f(σ1)∩ · · · ∩
f(σr) = ∅ for every pairwise disjoint faces σ1, . . . , σr of X, then there is a Σr-equivariant map

f̄ : Confr(X) → (Rd)r −∆.

Let r = pn for a prime p. The action of (Z/p)n on (Z/p)n itself given by

(Z/p)n × (Z/p)n → (Z/p)n, (x, y) 7→ x+ y

is faithful, so we get an embedding (Z/p)n → Σr. In particular, we get actions of (Z/p)n on

Confr(X) and (Rd)r. The following Borsuk-Ulam type result is proved by Blagojević and Ziegler

[4, Proof of Theorem 3.11] when Y is of the homotopy type of a d(r− 1)-sphere. We can easily see

that the proof of Blagojević and Ziegler works verbatim when Y is (d(r − 1)− 1)-acyclic.

Proposition 2.2. If Y is a (d(r − 1) − 1)-acyclic (Z/p)n-space where r = pn, then there is no

(Z/p)n-equivariant map Y → (Rd)r −∆.

By Lemma 2.1 and Proposition 2.2, we get:

Corollary 2.3. Let X be a regular CW complex such that Confr(X) is (d(r−1)−1)-acyclic. Then

there are pairwise disjoint faces σ1, . . . , σr of X such that

f(σ1) ∩ · · · ∩ f(σr) 6= ∅.

Then for proving Theorem 1.3, it remains to show that Confr(X) is non-empty and n-acyclic

whenever X is (r− 1)-complementary n-acyclic. To this end, we describe Confr(X) as a homotopy

colimit by modifying the description of Confr(∆
n) in [10, Theorem 15]. We will construct a spectral

sequence computing the homology of a homotopy colimit from a poset, which is essentially the same

as the Bousfield-Kan spectral sequence if the underlying poset is the face poset of a regular CW

complex. Then we compute the acyclicity of Confr(X) by this spectral sequence.

2.2. Homotopy colimit. First, we recall from [14] the definition of the homotopy colimit of a

functor from a poset. Let P be a poset and F : P → Top be a functor, where we understand a

poset P as a category such that x ≥ y in P is the unique morphism x → y. Let ∆(P ) denote the

order complex of a poset P . For x < y ∈ P , let ιx,y : ∆(P≤x) → ∆(P≤y) denote the inclusion. The

homotopy colimit hocolimF is defined as the coequalizer of the maps

f, g :
∐

x<y∈P
∆(P≤x)× F (y) →

∐
x∈P

∆(P≤x)× F (x)

where

f =
∐

x<y∈P
1∆(P≤x) × F (y > x) and g =

∐
x<y∈P

ιx,y × 1F (y).

Next, we describe Confr(X) as a homotopy colimit. We will use the following property of regular

CW complexes. See [11, Chapter III, Theorem 1.6] for the proof.
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Lemma 2.4. Let X be a regular CW complex and let P denote the face poset of X. Then there is

a homeomorphism

∆(P )
∼=−→ X

which restricts to ∆(P≤σ)
∼=−→ σ for each face σ of X.

Let X be a regular CW complex, and let P denote the face poset of X. For σ < τ ∈ P , let

θσ,τ : Confr−1(X(τ)) → Confr−1(X(σ)) and ισ,τ : σ → τ

denote the inclusions. Then Confr(X) is given by the coequalizer of the two maps

f, g :
∐

σ<τ∈P
σ × Confr−1(X(τ)) →

∐
σ∈P

σ × Confr−1(X(σ))

where

f =
∐

σ<τ∈P
1σ × θσ,τ and g =

∐
σ<τ∈P

ισ,τ × 1Confr−1(X(τ)).

Define a functor F : P → Top by

F (σ) = Confr−1(X(σ)) and F (σ > τ) = θσ,τ .

Then by Lemma 2.4 we get:

Proposition 2.5. Confr(X) = hocolimF .

We can construct the following spectral sequence, which is essentially the same as the Bousfield-

Kan spectral sequence [5, XII 4.5].

Theorem 2.6. Let F : P → Top be a functor where P is the face poset of a regular CW complex.

Then there is a spectral sequence

E1
p,q

∼=
⊕

dimσ=p

Hq(F (σ)) ⇒ Hp+q(hocolimF ).

Applying the above spectral sequence, we get:

Lemma 2.7. Let P be the face poset of a regular CW complex X, and let F : P → Top be a

functor. If F (σ) is (n− dimσ)-acyclic for each face σ ∈ P of dimension ≤ n+ 1, then there is an

isomorphism for ∗ ≤ n

H∗(hocolimF ) ∼= H∗(X).

We calculate the acyclicity of Confr(X).

Proposition 2.8. If X is an (r−1)-complementary n-acyclic regular CW complex, then Confr(X)

is n-acyclic.
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Proof. We prove Confr(X) is n-acyclic by induction on r. For r = 1, Conf1(X) = X, which is

n-acyclic by assumption. Assume that Confr−1(Y ) is n-acyclic for any (r − 2)-complementary n-

acyclic space Y . Consider the functor F in Proposition 2.5. Then F is a functor from the face poset

of X and

F (σ) = Confr−1(X(σ))

for each face σ of X. Since X(σ) is (r − 2)-complementary (n − dimσ)-acyclic for dimσ ≤ n + 1,

it follows from the induction assumption that F (σ) is (n− dimσ)-acyclic for dimσ ≤ n+ 1. Then

by Lemmas 2.4, 2.7 and Proposition 2.5, Confr(X) is non-empty and there is an isomorphism

H∗(Confr(X)) ∼= H∗(X)

for ∗ ≤ n. Thus since X is n-acyclic, Confr(X) is n-acyclic, completing the proof. □

Now we are ready to prove Theorem 1.3.

Proof of Theorem 1.3. Combine Corollary 2.3 and Proposition 2.8. □

3. Index of a free group action

Discretized configuration spaces are of particular interest, and they have a lot of applications in

topology, geometric group theory, combinatorics, and applied mathematics. Here, we pose a possible

future direction of the study of discretized configuration spaces along the line of the topological

method.

Let G be a discrete group, and let EnG =

n+1︷ ︸︸ ︷
G ∗ · · · ∗G. Then G acts freely on EnG, and we let

BnG = EnG/G. There are filtrations

E1G ⊂ · · · ⊂ EnG ⊂ En+1G ⊂ · · · and B1G ⊂ · · · ⊂ BnG ⊂ Bn+1G ⊂ · · · .

Let EG =
⋃

n≥1EnG and BG =
⋃

n≥1BnG. Recall that the space BG is called the classifying

space of G, and the principal bundle G → EG → BG is called the universal G-bundle. Let X be a

free G-complex. Then there is a pullback diagram

X //

��

EG

��

X/G // BG

such that the map X/G → BG is unique, up to homotopy. Then the map X → EG is unique, up

to G-homotopy. We recall the index of a free G-action.

Definition 3.1. Let G be a finite group, and let X be a free G-complex. The index of X, denoted

ind(X), is defined to be the least integer n such that the map X → EG factors through EnG, up

to G-homotopy.

The following properties of the index are fundamental.
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Lemma 3.2. Let G be a finite group, and let X,Y be free G-complexes.

(1) If there is a G-map X → Y , then

ind(X) ≤ ind(Y ).

(2) There is an inequality

acyc(X) < ind(X) ≤ hodim(X).

where acyc(X) and hodim(X) denote the acyclicity and the homotopy dimension of X,

respectively.

The above lemma implies that the index of a free G-space is an invariant better than the acyclicity

when we apply the topological method as in Section 2. Moreover, the index is of independent interest

in topology and transformation group theory. So we pose:

Problem 3.3. Compute the index of Confr(X) acted upon freely by Z/r for r prime.

The index of a free G complex X is equal to the LS category of the map X/G → BG. So we

also pose the following problem, which is of particular interest in algebraic topology and applied

topology.

Problem 3.4. Compute the LS category and the topological complexity of Confr(X)
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ユークリッド空間上の距離集合の分類問題について
–R8 上の最良な 2-距離集合の一意性–

篠原雅史（滋賀大学教育学部）1

1 はじめに
Rd の有限部分集合 X に対し，X の相違なる 2 点間の距離がちょうど s 種類であるときに，X
を s-距離集合という．つまり，

A(X) = {d(x, y) | x, y ∈ X,x ̸= y}

と定め，|A(X)| = s のとき，X を s-距離集合という．ここで，d(x, y) は二点 x, y のユークリッ
ド距離を表す．次元 d と距離の種類 s に対して，大きな頂点数を持つ s-距離集合X ⊂ Rd を特徴
付けたいというのが距離集合における主な研究目標である．ここで，相似変換で移りあう 2 つの
距離集合を同型とし，同一視して考える．

Rd 上の s-距離集合の頂点数の最大値を gs(d) で表すことにする．また，その最大値を達成す
る s-距離集合を最良な s-距離集合という．

Kelly[6], Croft[4], Lisoněk[8] らにより次の Table 1 のように最大値が求められている．

d 1 2 3 4 5 6 7 8

g2(d) 3 5 6 10 16 27 29 45
最良なものの個数 1 1 6 1 1 1 1 ≥ 1

Table 1: 知られている最大値 g2(d) の値と最良なものの個数

Rd 上の s-距離集合の頂点数の上界について次の定理が知られている.

Theorem 1.1 (Bannai-Bannai-Stanton[1], Blokhuis[3]). Rd 上の s-距離集合 X に対し次が成り
立つ.

|X| ≤
(
d+ s

s

)
d = 1 のときには等間隔に並んだ s+ 1 点が，s = 1 のときには Rd 上の正単体の d+ 1 点が

それぞれこの上界を満たす例となっている．一方，d ≥ 2, s ≥ 2 に対し，この上界を達成するも
ので知られているものは，Lisoněk により構成された R8 上の 45 点 2-距離集合ただ 1 つのみであ
る．本稿では R8 上で 45 点 2-距離集合がこの 1 つに限られることを示す．なお，本研究は須田
庄氏（防衛大），野崎寛氏（愛知教育大）との共同研究に基づいている．

2 Lisoněk の 2-距離集合
異なる実数 a, b と自然数 k に対し，座標の中に a が k 個，b が n− k 個ある Rn の元全体の集
合を (ak, bn−k)P で表す．特に，(ak, bn−k)P は (

n
k

) 個の元を持つ．
一方，

J(n, s) := {Y ⊂ {1, 2, . . . , n} | |Y | = s}

1supported by JSPS KAKENHI Grant-in-Aid for Scientific Research (C) 18K03396
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とおくと，(as, bn−s)P と J(n, s) の間の自然な 1 対 1 対応がある．本稿における幾つかの例に対
し，この対応を意識して距離考えると計算しやすい．
ここで，R9 の 2 つの部分集合 X1, X2 を

X1 =
(
11, 08

)P
, X2 =

((
−2

3

)2

,

(
1

3

)7
)P

とする．このとき，L45 = X1 ∪X2 とすると |L45| = 9 + 36 = 45 となる．また，L45 の各点は成
分和が 1 となる R9 の超平面上にあるので，R8 の部分集合とみなせる．
ここで，先ほどの 1 対 1 対応を考えると，X1, X2 はそれぞれ，

X1 = {pi | 1 ≤ i ≤ 9}, X2 = {pj,k | 1 ≤ j < k ≤ 9}

と表すことができる．このとき，i ̸= j に対し d(pi, pj) =
√
2 となる．また，

d(pi, pj,k) =

{√
2 (i ∈ {j, k})

2 (i /∈ {j, k})
, d(qi,j , qk,l) =


0 (|{i, j} ∩ {k, l}| = 2)√
2 (|{i, j} ∩ {k, l}| = 1)

2 (|{i, j} ∩ {k, l}| = 0)

より
A(L45) = {

√
2, 2}

となるので，L45 は R8 上の 45 点 2-距離集合となる．これが Lisoněk の 2-距離集合である．
Lisoněk の 2-距離集合は，Rd 上の s-距離集合の頂点数の上界 (

d+s
s

) を達成する例となってい
るが，はじめに述べたように，これは非自明な例としてただ一つ知られているものである．Lisoněk
の 2-距離集合にならって，Bannai-Sato-Shigezumi[2] や Nozaki-Shinohara[11] などにより，よい
s-距離集合の構成が試みられてているが，Lisoněk の 2-距離集合の他に上界を達成するものがあ
るかは，興味を持たれている未解決問題である．
次の定理は，本稿の主結果である．

Theorem 2.1 (Nozaki-Shinohara-Suda). R8 上の 45 点 2-距離集合は L45 に限られる．

3 グラフと距離集合
X = {p1, p2, . . . , pn} ⊂ Rd に対し，X の 2 点間の距離を成分に持つ行列を

DX = (d(pi, pj))1≤i,j≤n

で定め，X の距離行列という．また，距離行列 D = (di,j)1≤i,j≤n に対して，

CD =

(
d2i,n + d2j,n − d2i,j

2

)
1≤i,j≤n−1

とする．
Theorem 3.1 ([9, 12]). M を対角成分が 0 で他の成分が非負であるような実対称行列とする.
M = DX となる X ⊂ Rd が存在するための必要十分条件はCM が半正定値で rankCM ≤ d とな
ることである.
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Example 3.2. d(p1, p2) = d(p2, p3) = d(p3, p4) = d(p1, p2) = 1, d(p1, p3) = d(p2, p4) =
√
α を満

たす 4 点集合 X = {p1, p2, p3, p4} について考える．

M =


0 1

√
α 1

1 0 1
√
α√

α 1 0 1
1

√
α 1 0

 , C =
1

2

 2 α 2− α
α 2α α

2− α α 2


より，

|C| = 2α2(α− 2)

となる.

• α = 0 のとき，rankC = 1 となる．このとき，4 点がつぶれて 2 点 p1(= p3), p2(= p4) が
R1 上にある．

• α = 2 のとき，rankC = 2 となる．このとき，4 点が R2 上で正方形となる．
• 0 < α < 2 のとき，X は R3 上にある（α の変化に応じて，X が連続変形する）．

α = 0 α = 2 0 < α < 2

Figure 1: 距離行列とその実現

Theorem 3.1 より，距離行列が与えられたら，その距離行列を持つ点配置がどの次元に実現で
きるかを知ることができる．また，Example 3.2 のように，2-距離集合に対して 1 つの距離を 1
にすることで，グラフと距離の比 α が分かると距離行列が定まり，実現される次元が確定する．

2-距離集合を特徴づける際，次の Larman-Rogers-Seidel の定理は非常に効果的である．
Theorem 3.3 ([7, 9]). X ⊂ Rd を 2d+2 点以上の 2-距離集合とし，A(X) = {α, β} とする．こ
のとき，ある整数 k ≤ 1/2 +

√
d/2 が存在して， α2/β2 = (k − 1)/k となる．

特に，d = 8 のとき |X| ≥ 18 ならば，α2/β2 = 2 となる．このことより，R8 上の 45-点 2-距
離集合を分類する際，グラフのみを動かして，どのような 45 頂点のグラフが R8 に実現できるか
を考えればよいことが分かる．当然，45 頂点のグラフ全てに対してその判定を行う訳にはいかな
いので，何かしらの工夫が必要になってくる．次節以降でその詳細について考えていく．

4 ラムゼー数と 2-距離集合
ここでは，ラムゼー数を定義して，45点 2-距離集合の構造をグラフ的観点からみてみる．G = (V,E)
を単純グラフとする．W (⊂ V ) の任意の 2 頂点が隣接しているとき（resp. 隣接していないとき）
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W をクリーク（resp. 独立集合）という．G のクリーク（resp. 独立集合）の頂点数の最大値を
ω(G) （resp. α(G)）で表す．2 つの自然数 s, t に対し，任意の n 頂点のグラフが α(G) ≥ s また
は ω(G) ≥ t となるような n の最小値を R(s, t) で表しラムゼー数とよばれる．ラムゼー数につい
ては，R(3,m) については次の Table 4 のようになることが知られている．

m 3 4 5 6 7 8 9

R(3,m) 6 9 14 18 23 28 36

Table 2: ラムゼー数 R(3,m) の値

Lemma 4.1. G を位数 45 の単純グラフとするとき，G は K9 を含むか K3,3,3 の全域部分グラ
フを含む．
Proof. 位数 45 グラフ G = (V,E) が K9 を含まないとして，G が K3,3,3 の部分グラフを含む
ことを示す．G は K9 を含まないので R(3, 9) = 36 < 45 より G の 3 点独立集合 W1 が存在す
る．G1 = (V1, E1) を V \W1 で誘導される G の部分グラフとする．G1 は K9 を含まないので
R(3, 9) = 36 < 42 より G1 の 3 点独立集合 W2 が存在する．G2 = (V2, E2) を V1 \W2 で誘導さ
れる G1 の部分グラフとする．G2 は K9 を含まないので R(3, 9) = 36 < 39 より G2 の 3 点独立
集合 W3 が存在する．このとき，W1 ∪W2 ∪W3 で誘導される G の部分グラフは K3,3,3 の部分
グラフとなる．

Larman-Rogers-Seidel の定理により，ここでの 2-距離集合 X は A(X) = {
√
2, 2} としてよ

い．ここで，X に対応する単純グラフ G(X) = (V,E) を次で定義し，X の表現グラフという．{
V = X

{x, y} ∈ E ⇐⇒ d(x, y) =
√
2

X の表現グラフに Lemma 4.1 を適用すると，G(X) は K9 を含むかK3,3,3 の全域部分グラフ
を含む．このことを用いて分類を進めていく．ここで，L45 の 9 点部分集合で非同型なものがた
くさんあることから，これらのグラフの中には 45 頂点まで増やせるグラフがたくさん含まれてい
ることに注意する．
次節では G(X) が K9 を含む場合について考える．

5 正単体を含む 2-距離集合
Nozaki-Shinohara[11] は，Rd において，正単体を含む 2-距離集合の特徴付けを行った．特に，R8

上の 2-距離集合 X で |X| ≥ 18(= 2d+ 2) となるとき，次の捕題がなりたつ．
Lemma 5.1. R9 上の超平面 π : {(x1, x2, . . . , x9) ∈ R9 | x1 + x2 + · · · + x9 = 1} 上に正単体
X0 =

(
11, 08

)P を取り，π 上の 2-距離集合 X が X0 を含むとする．|X| ≥ 18 とするとき，次の
いずれかが成り立つ．
(i) A(X) = {1,

√
2} となり，

X \X0 ⊂

((
−1

3

)1

,

(
1

6

)8
)P

∪

((
−1

6

)4

,

(
1

3

)5
)P

.
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(ii) A(X) = {
√
2, 2} となり，

X \X0 ⊂

((
−2

3

)2

,

(
1

3

)7
)P

∪

((
−1

3

)5

,

(
2

3

)4
)P

.

(i) のときは |X| ≤ 24 となることが確認できるので，ここでは (ii) の場合について考える．（実
際は，短い距離の K9 が含まれることを確認すればよいのでこの部分を省略できる．）
捕題より，X = X0 ∪X1 ∪X2 が 2-距離集合となるような

X1 ⊂

((
−2

3

)2

,

(
1

3

)7
)P

, X2 ⊂

((
−1

3

)5

,

(
2

3

)4
)P

で，|X1|+ |X2| = 36 となるものを見つければよい．ここで，1 対 1 対応
X1 ↔ F1 ⊂ J(9, 2), X2 ↔ F2 ⊂ J(9, 5)

を考える．S ∈ F1 と T ∈ F2 に対し，{
d(pS , pT ) =

√
2 ⇐⇒ |S ∩ T | = 2,

d(pS , pT ) = 2 ⇐⇒ |S ∩ T | = 1

となるので，|S ∩ T | ∈ {1, 2} となる必要がある．他の場合も同様にして，|S ∩ T | は次の Table 5
のようになる必要がある．ここで，青色は距離 √

2, 赤色は距離 2 にそれぞれ対応している．
F0 = J(9, 1) F1 ⊂ J(9, 2) F2 ⊂ J(9, 5)

F0 0 0, 1 0, 1

F1 0, 1 1, 2

F2 3, 4

Table 3: X が 2-距離集合になるための |S ∩ T | の条件

上記の条件を満たす F1, F2 として次の 2 つの例がある．
Example 5.2.

(i) |F1| = 36, |F2| = 0 となる例．
F2 = J(9, 2), F3 = ∅.

(ii) |F1| = 3 + 18 = 21, |F2| = 15 となる例．
F2 = {{i, j} | 1 ≤ i < j ≤ 3} ∪ {{i, j} | 1 ≤ i ≤ 3, 4 ≤ j ≤ 9},

F3 = {{1, 2, 3, i, j} | 4 ≤ i < j ≤ 9}.

計算機により，同値なものを除いて上の 2 つに限られることが確認できる．(i) については，明
らかに Lisoněk の 2-距離集合 L45 に対応する．(ii) について，新しいものが出てくると嬉しかっ
たのだが，残念ながら対応する X = X0 ∪X1 ∪X2 は L45 と同型である．

以上より次の定理が成り立つ．
Theorem 5.3. 45 点からなる 2-距離集合 X ⊂ R8 が 9 頂点の正単体を含むとき，X は L45 と
同型である．
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6 計算
この節では，X ⊂ R8 を 45-点 2-距離集合で A(X) = {

√
2, 2} として，G(X) が K3,3,3 の全域部

分グラフを含む状況を考えていく．
位数 9 の単純グラフは 274668 個, K3,3,3 の全域部分グラフは 62116 個，このうち 8 次元以下

に実現可能なグラフは 2312 個となっている．この 2312 個からスタートして，45 頂点まで増や
していくことを考える．また，2312 個の内訳は，4 次元 1 個，5 次元 7 個，6 次元 124 個，7 次
元 786 個，8 次元 1394 個となっている．
初めに，8 次元の 1394 個に対する手法を紹介する．9 点 2-距離集合 Y が dim(Y ) = 8 を満

たし， A(Y ) = {
√
2, 2} であるとする．また，D を Y の距離行列とする．ここで，

L = {(x1, x2, . . . , x9) | xi ∈ {
√
2, 2}}

とする．このとき，Y に対応するグラフ G∗ = (V,E) を次で定義する．

V := {v ∈ L | rank(MD(v)) = 8}

ここで，

MD(v) :=

D tv

v 0

 .

また，v, w ∈ V に対し，rank(MA(v,w; c)) = 8となる c ∈ {
√
2, 2}が存在するとき，{v,w} ∈ E

とする．ここで，

MD(v,w; c) :=

 D
tv tw

v 0 c
w c 0

 .

R8 上の 2-距離集合という条件を保ったまま，Y に 36 点足せるためには， ω(G∗(Y )) ≥ 36 と
なる必要がある（実際は必要十分）．1394 個のグラフに対応するものに対しては，この方法で全
ての候補を列挙でき，全部で 57 個のグラフがあることが分かる．
次元 d が 7 以下のグラフに対しても，まずは次元が 8 になるまで次元を増やすような点を

8− d 点足してから，つまり位数 17− d のグラフを作りそのクリーク数を計算することで全ての
候補が列挙される．

rank 1 ∼ 3 4 5 6 7 8

グラフの個数 0 1 7 124 786 1394
次元 8 にしたグラフの個数 0 812 3611 8832 3057 1394

ω(G∗) = 28 + r となるグラフ 0 268 1207 2792 1080 57

Table 4: 45 点まで成長できるグラフの個数

最後に 45 頂点まで成長させた 2-距離集合の表現グラフの同型判定を行う事で，全てのグラフ
が L45 と同型であることが確認できた．これにより我々の主結果が証明された．
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7 おわりに
計算機の助けは必要になるが，ラムゼー型の定理や極値集合論的な議論を上手く用いる事により，
R8 上の最良な 2-距離集合は Lisoněk の 2-距離集合に限られることが証明された．ただ，その後
の考察により，この計算が上手く実現可能な範囲に収まったのは，ラムゼー型の定理の恩恵とい
うよりは，前の節の最後に少しだけ触れた，次元を 8 にするというところが鍵になったのではな
いかと思っている．もう少しこの部分を詳しくまとめておくと良いだろうが，今回はこの程度に
留めておく．

References

[1] E. Bannai, E. Bannai and D. Stanton, An upper bound for the cardinality of an s-distance
subset in real Euclidean space, II, Combinatorica 3 (1983), 147–152.

[2] E. Bannai, T. Sato and J. Shigezumi, Maximalm-distance sets containing the representation
of the Johnson graph J(n,m), Discrete Math. 312 (2012), 3283–3292.

[3] A. Blokhuis, Few-distance sets, Ph. D. thesis, Eindhoven Univ. of Technology (1983), (CWI
Tract (7) 1984).

[4] H. T. Croft, 9-point and 7-point configuration in 3-space, Proc. London. Math. Soc. (3), 12
(1962), 400–424.

[5] S.J. Einhorn and I.J. Schoenberg, On euclidean sets having only two distances between
points. I. II. Nederl. Akad. Wetensch. Proc. Ser. A 69=Indag. Math. 28 (1966), 479–488,
489–504.

[6] L. M. Kelly, Elementary Problems and Solutions. Isosceles n-points, Amer. Math. Monthly,
54 (1947), 227–229.

[7] D.G. Larman, C.A. Rogers and J.J. Seidel, On 2-distance sets in Euclidean space, Bull.
London Math. Soc. 9 (1977), 261–267.
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A base-p Sprague-Grundy type theorem: Maya game and
representations of generalized symmetric groups

入江佑樹（Yuki Irie）

東北大学数理科学連携研究センター
Research Alliance Center for Mathematical Sciences, Tohoku University

組合せゲーム理論における古典的な結果である Sprague-Grundy の定理の p 進法における類似物をあたえ
る．さらにこの結果を用いてマヤゲームと一般化対称群の表現を結びつける．本稿は [8]の解説である．

1 序論
本稿の出発点は，佐藤幹雄による予想にある．1970年代に佐藤は，表現とゲームの間には内部的なつながり
があると予想した [12–15]．その主な根拠は，対称群のフック公式とマヤゲームの Sprague-Grundy関数（必
勝法をあたえる関数）の公式の形が似ているなど，両者の間には様々な類似があったためである．二つの間
のつながりが [6]であたえられている．具体的には，対称群の表現の分岐に関する，p1 成分定理という定理が
示され，この結果を使い，p飽和マヤゲームというゲームの Sprague-Grundy関数の公式が導かれた．すなわ
ち，p1 成分定理によって対称群の表現とマヤゲームが結びつく．本研究の動機は，p1 成分定理を拡張し，表
現とゲームのつながりを広げることにある．
まず元々の p1 成分定理を述べよう．ここでは結果を大まかに述べ，用語の説明は次節以降で行う．以下 p

は素数とし，Nは非負整数全体の集合を表す．分割と対応するヤング図形を同一視し，ヤング図形 Y に対し
て，ρY で対応する対称群の（C上の）既約表現を表す．ψppqpY qを次で定義する:

ψppqpY q “
ÿ

LPN
wppq

L pY qpL．

ここで wppq

L pY qは Y の pL-weight（長さが pL で割り切れるフックの個数）であり，wppq

L pY qは wppq

L pY qを p

で割った余りを表す．例えば p “ 2で Y “ の場合，フック長の多重集合は t1,1,1,2,3,3,4,5,6uである．
よって wp2q

0 pY q “ 9, wp2q

1 pY q “ 3, wp2q

2 pY q “ 1, wp2q

L pY q “ 0 (L ě 3)であり，ψp2qpY q “ 1 ` 2 ` 22 “ 7である．

定理 1.1 (p1 成分定理 [6]). 制限 ρY |SympψppqpY qq
の既約成分には次数が pと素なものが存在する．

この定理を用いるとゲームに関する次の公式が導ける．

定理 1.2 ([6]). p飽和マヤゲーム rΓの Sprague-Grundy関数 sg
rΓ は ψppq に等しい．すなわち，Y が rΓの局面

（ヤング図形と思える）のとき
sg

rΓpY q “ ψppqpY q.

また局面 Y が fullであることと表現 ρY の次数が pと素なことは同値である．
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以上が，[6]で得られた表現とゲームのつながりである．本稿の目的は，これらのつながりを一般化対称群
pZ{kZq ≀Sympnqとマヤゲームの和へと拡張することにある．定理 1.1と pZ{kZq ≀Sympnqの表現について知ら
れている結果（例えば [10, 11, 17]を参照）を使えば表現側は容易であり，次のようにできる．一般化対称群
pZ{kZq ≀Sympnqの既約表現はヤング図形の k 組で添字付けできる．ヤング図形の k 組 YYY “ pY 1, . . . ,Y kqに対
して，ρYYY で対応する pZ{kZq ≀Sympnqの表現を表す．ψppqpYYY qを次で定義する:

ψppqpYYY q “
ÿ

LPN
wppq

L pYYY qpL.

ここで wppq

L pYYY q “
ř

i wppq

L pY iqであり，wppq

L pYYY qは wppq

L pYYY qを pで割った余りを表す．

定理 1.3 (p1 成分定理の拡張 [8]). 制限 ρYYY |
pZ{kZq≀SympψppqpYYY qq

の既約成分には次数が pと素なものが存在する．

さて，元々の p1成分定理ではここからゲームの公式を導くことができ，p飽和マヤゲームの Sprague-Grundy

関数は ψppqpY q で表せた．それでは拡張した p1 成分定理についても，対応するようなゲームがあるのだろ
うか？すなわち Sprague-Grundy 関数が ψppqpYYY q で表せるゲームは存在するのだろうか？次の Sprague と
Grundyによる定理から，pが 2の場合は，そのようなゲームを簡単に作ることができる．二つのゲーム Γ1 と
Γ2 に対し，Γ1 ` Γ2 でその和（disjunctive sum）を表す．また ‘p で p進法で繰り上がりのない足し算（pニ
ム和）を表す．例えば 1 ‘3 2 “ 0であり，また 5 ‘3 8 “ p2 ` 3q ‘3 p2 ` 2 ¨ 3q “ 1である．

定理 1.4 (Sprague [16], Grundy [5]). ゲーム Γ1と Γ2の和の Sprague-Grundy関数はそれぞれの Sprague-Grundy

関数の 2ニム和と等しい．すなわち A1 と A2 が Γ1 と Γ2 の局面のとき

sgΓ1`Γ2pA1,A2q “ sgΓ1pA1q ‘2 sgΓ2pA2q.

定理 1.4を使うと p “ 2の場合は，対応するゲームが得られる．ヤング図形の k組YYY に対して

ψppqpYYY q “ ψppqpY 1q ‘p ¨ ¨ ¨ ‘p ψppqpY kq

が成立することに注意する．定理 1.4と定理 1.2から次が従う．

系 1.5. rΓを 2飽和マヤゲーム k個の和とする．YYY が rΓの局面（ヤング図形の k組と思える）のとき

sg
rΓpYYY q “ ψp2qpY 1q ‘2 ¨ ¨ ¨ ‘2 ψp2qpY kq “ ψp2qpYYY q.

もし Sprague-Grundy の定理の p 進法における類似物があれば，一般の p に対しても対応するゲームを
構成できる．本稿では，p-calm subtraction ゲームという族を定義し，このゲームに対しては次のように
Sprague-Grundyの定理の p進法における類似が成立することを紹介する．

定理 1.6 ([8]). Γ1 と Γ2 を p-calm subtractionゲームとする．このとき Γ1 ` Γ2 の p飽和の Sprague-Grundy関
数はそれぞれの p飽和の Sprague-Grundy関数の pニム和と等しい．すなわち A1 と A2 が Γ1 と Γ2 の局面の
とき

sg
ČΓ1`Γ2pA1,A2q “ sg

ĂΓ1pA1q ‘p sg
ĂΓ2pA2q.

ここで rΓは Γの p飽和を表す．
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p-calm subtractionゲームの和も p-calmであることが証明でき，またマヤゲームは p-calmであるため，次
の結果を得る*1．

系 1.7. rΓをマヤゲーム k個の和の p飽和とする．YYY が rΓの局面のとき

sg
rΓpYYY q “ ψppqpY 1q ‘p ¨ ¨ ¨ ‘p ψppqpY kq “ ψppqpYYY q.

また局面YYY が fullであることと表現 ρYYY の次数が pと素なことは同値である．

本稿の構成は次である．2節にて subtractionゲーム，ゲームの和，Sprague-Grundy関数などの組合せゲー
ム理論に関する用語を定義する．3節にて p飽和と p-calmを紹介し，さらに，ゲームと表現の関係について
述べる．

2 subtraction ゲーム
組合せゲーム理論において，不偏ゲームと呼ばれる族に含まれる，subtractionゲームの周辺について基本事
項を述べる．なお，組合せゲーム理論に関する文献として [1, 3]等がある．
本稿では次のように有向グラフでゲームを表す．Γ を有向グラフ pPΓ,EΓq とする．すなわち PΓ は集合で

EΓ Ď P2
Γ である．本稿では Γが（不偏）ゲームであることを，各頂点 A P PΓ に対して，Aから始まる最長

walk の長さ lgΓpAq が有限であることで定義する．例えば pt1,2,3,4u ,tp1,2q,p2,3q,p1,4quq はゲームである
が，pt1,2u ,tp1,2q,p2,1quqは p1,2,1,2, . . .qという長さ無限の walkを持つためゲームではない．ゲーム Γに
対して PΓ を局面集合と呼び，pA,Bq P EΓ のとき Bを Aの optionと呼ぶ．また Aから Bへのパスがあると
き Bを Aの descendantと呼び，特に B ‰ Aのときは proper descendantと呼ぶ．

注 2.1. ゲーム Γ は次の二人対戦ゲームを表していると思うことができる．準備としてまず開始局面 A P PΓ

を選ぶ．二人のプレイヤーは交互に現在の局面から，その optionへ移動する．先に移動ができなくなった方
が負けである．例えば Γ “ pt1,2,3,4u ,tp1,2q,p2,3q,p1,4quqで，開始局面を 1とした場合で考えよう．先手
のプレイヤー P1 は 2か 4に移動できる．もし 2に移動した場合は，後手のプレイヤー P2 は 3に移動するこ
とができ，P1 は 3からは移動できないため，P2 の勝ちである．一方，P1 が 1から 4に移動した場合は，P2

が移動できないため，P1 の勝ちである．このように有向グラフ Γは二人対戦のゲームと思うことができる．

それでは subtractionゲームを定義する．PΓ を Nm の部分集合とし，C を Nmztp0, . . . ,0quの部分集合とす
る．このとき subtractionゲーム ΓpPΓ,C qを局面集合が PΓ で辺集合が

tpA,A ´Cq P P2
Γ : C P C u

のゲームとして定義する．
ここでは subtractionゲームの例を三つあげる（後で述べるようにこれらは全て p-calm性を満たす）．以下

Nm の元を大文字で表し，その i成分を上に添字が付いた小文字で表す．例えば A “ pa1, . . . ,amqである．

*1 p1-成分定理 1.1からゲームの公式をあたえる定理 1.2を導いたように，拡張した p1-成分定理 1.3から系 1.7を導くのが話の流れと
しては良く見える．が，系 1.7を証明するには，元々の p1-成分定理 1.1があれば十分である（系 1.7は m “ 1の場合，すなわち定
理 1.2さえ示せれば，あとは定理 1.6から直ちに従うため）．そのため本稿の本質（新しい部分）は，定理 1.3よりも定理 1.6にあ
り，今回の話は，対称群の表現とマヤゲームの関係と同様の関係が，一般化対称群の表現とマヤゲームの和の間にあることが定理
1.6からわかる，というものになっている．
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例 2.2. P “ Nm として
C1 “ tC P Nm : wtpCq “ 1 u

とする．ただし wtpCqはCの Hamming weight
∣∣t i P t1, . . . ,mu : ci ‰ 0u

∣∣を表す．このとき ΓpP,C1qを Nim
と呼び，Nm で表す．例えば m “ 2 で，開始局面を p1,1q とした場合で考えよう．先手のプレイヤー P1 は
p1,0qと p0,1qに移動でき，p1,0qに移動したとすると，後手のプレイヤー P2 は p0,0qに移動でき，P1 はこれ
以上移動できないため，P2 の勝ちである．

例 2.3. Mm “ ΓpNmztp0, . . . ,0qu ,C 1
mq とする．Mm を misère Nim と呼ぶ．例えば m “ 2 で，開始局面を

p1,1qとした場合で考えよう．先手のプレイヤー P1 は p1,0qと p0,1qに移動でき，p1,0qに移動したとすると，
後手のプレイヤー P2 は p0,0qに移動するしかないが，今 p0,0qは局面集合から除いているため，P2 は移動で
きず，P1 の勝ちである．このようにMm は p0,0qに移動してしまった方の負けというゲームと思える．通常
の Nimでは p0,0qに移動した方が勝ちだったので，misère Nimは勝ち負けを逆にした Nimになっている．

例 2.4.
P “ tA P Nm : ai ‰ a j for 1 ď i ă j ď mu

とする．ΓpP,C 1
mqをマヤゲーム（Welterゲーム）と呼び，Wm で表す．例えばW2 では p1,2qの optionは

p0,2q と p1,0q である．マヤゲームは次のようにヤング図形を使ったゲームと思うこともできる．A をマヤ
ゲームの局面 pa1, . . . ,amqとする．必要ならば順番を入れ替えて a1 ą ¨¨ ¨ ą am とする．このとき Aに対応する
ヤング図形（分割）を Y pAq “ pa1 ´m`1,a2 ´m`2, . . . ,amqで定義する．例えば Y pp3,6,4qq “ p4,3,3q “

である．このようにマヤゲームの局面にヤング図形を対応させたとき，マヤゲームで局面 Aからその option B

に移動することは，ヤング図形 Y pAqからフックを除くことに対応する．以上のようにしてマヤゲームはヤン
グ図形のフックを抜くゲームと思うことができる．このとき，例えば最長 walkの長さ lgWm

pAqは Y pAqの箱
の数 |Y pAq|に等しいことがわかる．

次にゲームの和を定義する．i P t1,2uに対して Γi をゲームとする．P i “ PΓi と E i “ EΓi とおく．このとき
Γ1 と Γ2 の和 Γ1 ` Γ2 を局面集合が P1 ˆP2 で辺集合が

tppA1,A2q,pB1,A2qq : pA1,B1q P E1, A2 P P2 u

YtppA1,A2q,pA1,B2qq : pA2,B2q P E2, A1 P P1 u

であるゲームとして定義する．例えば
Nm “ N1 ` ¨¨ ¨ `N1

loooooomoooooon

m

.

ここで subtractionゲームの和も subtractionゲームになることに注意しておく．
最後に Sprague-Grundy関数について述べる．Γをゲームとする．A P PΓ に対して，Aの Sprague-Grundy
数 sgΓpAqを次で再帰的に定義する:

sgΓpAq “ mext sgΓpBq : pA,Bq P EΓ u .

ただし mexS “ mintα P N : α R Suである．関数 sgΓ : PΓ Ñ Nを Γの Sprague-Grundy関数 と呼ぶ．簡単
な帰納法より，Aが開始局面であるとき，後手必勝である必要十分条件は sgΓpAq “ 0であることが示せる．1

節で述べた Spragueと Grundyの定理を再掲する．
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定理 2.5 (Sprague [16], Grundy [5]). Γ1 と Γ2 がゲームのとき

sgΓ1`Γ2 “ sgΓ1 ‘2 sgΓ2 .

すなわち，Ai が Γi の局面のとき

sgΓ1`Γ2pA1,A2q “ sgΓ1pA1q ‘2 sgΓ2
pA2q. (1)

例 2.6. Nm “ N1 ` ¨¨ ¨ `N1 だったので，定理 2.5より Aが Nm の局面のとき

sgNm
pAq “ a1 ‘2 ¨ ¨ ¨ ‘2 am. (2)

例えば sgN2
pp1,1qq “ 1 ‘2 1 “ 0より p1,1qは後手必勝の局面である．

定理 2.7 (Welter [18],佐藤 [12–14]). AがマヤゲームWm の局面のとき

sgWm
pAq “ a1 ‘2 ¨ ¨ ¨ ‘2 am ‘2

ˆ

à

iă j
2 2ord2pai´a jq`1 ´ 1

˙

“ ψp2qpY pAqq “
à

hPH pY pAqq

2 Np2qphq.
(3)

ただし，ord2paqは aの 2-adic orderを表す．すなわち

ord2paq “

#

maxtL P N : 2L | au if a ‰ 0,
8 if a “ 0.

またH pY pAqqは Y pAqのフック長の多重集合を表し，Np2qphq “
řord2phq

L“0 2L である．

例 2.8. Aをマヤゲームの局面 p7,5,3qとすると，定理 2.7より

sgW3
pAq “ 7 ‘2 5 ‘2 3 ‘2 p2ord2p7´5q`1 ´ 1q ‘2 p2ord2p7´3q`1 ´ 1q ‘2 p2ord2p5´3q`1 ´ 1q

“ 7 ‘2 5 ‘2 3 ‘2 3 ‘2 7 ‘2 3 “ 6.

また Y pAq “ であり，Y pAqのフック長の多重集合は t1,1,1,2,3,3,3,4,5,5,6,7uのため，

sgW3
pAq “

à

hPH pY pAqq

2 Np2qphq

“ Np2qp1q ‘2 N
p2qp1q ‘2 N

p2qp1q ‘2 N
p2qp3q ‘2 N

p2qp3q ‘2 N
p2qp3q

‘2 N
p2qp5q ‘2 N

p2qp5q ‘2 N
p2qp7q

‘2 N
p2qp2q ‘2 N

p2qp6q ‘2 N
p2qp4q

“ 1 ‘2 1 ‘2 1 ‘2 1 ‘2 1 ‘2 1 ‘2 1 ‘2 1 ‘2 1 ‘2 3 ‘2 3 ‘2 7
“ 6.

注 2.9. 以上のように Nimとマヤゲームについては Sprague-Grundy関数の明示公式が知られている．しかし，
これらのように明示公式が知られている例は珍しく，例えば misère Nimの Sprague-Grundy関数の公式は知
られていない．なお，misère Sprague-Grundy関数と呼ばれるものがあり，この関数の明示公式は知られてい
る [3]．
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注 2.10. ゲーム Γとその局面 Aに対して，Aの Sprague-Grundy数は Aから始まる walkの最大長で上から抑
えられる．すなわち

sgΓpAq ď lgΓpAq. (4)

例えばマヤゲームの場合は，lgWm
pAq “ |Y pAq|だったので sgWm

pAq ď |Y pAq|である．局面 Aがこの boundを
達成するとき，すなわち sgΓpAq “ lgΓpAqとなるとき，本稿では Aを fullと呼ぶことにしよう．次節で述べる
ように，（p飽和マヤゲームの）fullな局面は次数が pと素な表現に対応しており，この事実からゲームと表現
が結びつく．

3 p-calm subtraction ゲーム
本節ではまず p飽和を紹介する．そして p-calm subtractionゲームを定義し，p-calm subtractionゲームに対
しては Spragueと Grundyの定理の p進法における類似物が成立することを紹介する．また最後に p1 成分定
理をゲームの言葉で言い換える．なお本節で述べるゲームに関する結果は，pが 2以上の整数であれば，素数
でなくても成立する．

3.1 p 飽和

前節で見たゲームは 2進法と関係していた．本節で見るように p飽和を使うと p進法と関係するゲームを
得ることができる．

a P Nに対して ordppaqで aの p-adic orderを表す．すなわち

ordppaq “

#

maxtL P N : pL | au if a ‰ 0,
8 if a “ 0.

次の集合を定義する．

C ppq
m “

#

C P Nmztp0, . . . ,0qu : ordp

´

ÿ

i

ci
¯

“ mordppCq

+

.

ただし mordppCq “ mintordppciq : 1 ď i ď mu．例えば

p1,0q,p1,3q P C
p3q

2 , p1,2q R C
p3q

2 .

実際

ord3p1 ` 0q “ 0 “ mintord3p1q,ord3p0qu “ mint0,8u ,

ord3p1 ` 3q “ 0 “ mintord3p1q,ord3p3qu “ mint0,1u ,

ord3p1 ` 2q “ 1 ą 0 “ mintord3p1q,ord3p2qu “ mint0,0u .

C 1
m Ď C

ppq
m であることに注意する（C 1

m は Hamming weightが 1となる Nm の元全体であった）．Γ “ ΓpP,C q

と rΓ “ ΓpP, rC qとしよう．ゲーム rΓが Γの p飽和であることを rΓが ΓpP,C YC
ppq
m qと同じ Sprague-Grundy

関数を持つことで定義する．すなわち全ての A P P に対して次が成立するとき p飽和と呼ぶ:

sg
rΓpAq “ sg

ΓpP,C YC
ppq
m q

pAq. (5)

明らかに ΓpP,C YC
ppq
m qは Γの p飽和である．本稿では，次の条件を満たす subtractionゲーム ΓpP,C qのみ

を考える．
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(˚) C Ď C
ppq
m .

もし Γが (˚)を満たすならば rΓが Γの p飽和である必要十分条件は，sg
rΓ “ sg

ΓpP,C
ppq
m q
である．条件 (˚)は

和で閉じていることに注意する．すなわち，もし二つの subtractionゲーム Γ1 と Γ2 が (˚)を満たすならば，
Γ1 ` Γ2 も (˚)を満たす．

p飽和を使うことにより，以下のように p進法版のゲームが得られる場合がある．

例 3.1 ([6]). rΓ “ ΓpN2,C
p3q

2 qとする．表 1は rΓの一部の局面の Sprague-Grundy数を表す．簡単に sg
rΓpa,0q “

sg
rΓp0,aq “ a であることが確かめられる．p1,1q P C

p3q

2 のため， p0,0q は p1,1q の option である．よって
sg

rΓp1,1q “ 2．また，p0,0qは p1,2qの optionでないため sg
rΓp1,2q “ 0がわかる．

0 1 2 3

0 0 1 2 3

1 1 2 0 4

2 2 0 1 5

3 3 4 5 6

表 1 ΓpN2,C
p3q
2 qの Sprague-Grundy数．

一般に rΓが Nim Nm の p飽和で，Aが rΓの局面ならば次が成立する（ここから Nimは自分自身の 2飽和であ
ることがわかる）．

sg
rΓpAq “ a1 ‘p ¨ ¨ ¨ ‘p am. (6)

そのため p飽和 Nimは p進法版の Nimといえるゲームになっている．なお p進法版の Nimは J. A. Flanigan

の未出版論文 “Nim, Trim and Rim”にて Rimp と呼ばれるゲームとして初めて発見された．Rimp は（無限に
ある）p飽和 Nimの一つになっている．

注 3.2. 上述のように Nim Nm は自分自身の 2 飽和である．これは C P C
p2q
m に対して pA,A ´Cq という辺を

Nm に加えても，Sprague-Grundy関数が変化しないことを意味する．なお，ΓpNm,C qが Nm の 2飽和である
必要十分条件は，C 1

m Ď C Ď C
p2q
m であることが知られている [2]．

定理 3.3 ([7]). rΓを misère Nim Mm の p飽和とする．Aが rΓの局面のとき

sg
rΓpAq “ a1 ‘p ¨ ¨ ¨ ‘p am ‘p ppmordppAq`1 ´ 1q. (7)

定理 3.4 ([6]). rΓをマヤゲームWm の p飽和とする．Aが rΓの局面のとき

sg
rΓpAq “ a1 ‘p ¨ ¨ ¨ ‘p am ‘p

ˆ

à

iă j
p pordppai´a jq`1 ´ 1

˙

“ ψppqpY pAqq “
à

hPH pY pAqq

p Nppqphq.
(8)

ただし，Nppqphq “
řordpphq

L“0 pL．特にWm は自分自身の 2飽和である．

例 3.5. rΓをW3 の 5飽和とし，Aを局面 p7,5,3qとする．定理 3.4より

sg
rΓpAq “ 7 ‘5 5 ‘5 3 ‘5 p5ord5p7´5q`1 ´ 1q ‘5 p5ord5p7´3q`1 ´ 1q ‘5 p5ord5p5´3q`1 ´ 1q

“ 7 ‘5 5 ‘5 3 ‘5 4 ‘5 4 ‘5 4 “ 12.
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3.2 p-calm subtraction ゲーム

Γを条件 (˚)を満たす subtractionゲームとする．すなわち C Ď C
ppq
m となる C を使って Γ “ ΓpP,C qと書

けるとする．Γが p-calmであることを，全ての局面 Aとその proper descendant Bに対して次が成立すること
で定義する．

sg
rΓpAq ´ sg

rΓpBq ”
ÿ

i

ai ´ bi pmod pN`1q.

ただし，rΓは Γの p飽和であり N “ mordppA ´ Bqである．本稿の主結果である，Spragueと Grundyの定理
の p進法における類似物を再掲する．

定理 3.6 ([8]). Γ1 と Γ2 を p-calm subtractionゲームとする．このとき Γ1 ` Γ2 も p-calm subtractionゲームで
ある．さらに，

sg
ČΓ1`Γ2pA1,A2q “ sg

ĂΓ1pA1q ‘p sg
ĂΓ2pA2q. (9)

ただし rΓは Γの p飽和を表す．

例 3.7. 今までに紹介した，Nimと misère Nimとマヤゲームは全て p-calmである．

注 3.8. Γ1 を (˚)を満たす subtractionゲームとする．実は Γ2 が Nimのとき，Γ1 が定理 3.6の (9)を満たせ
ば，Γ1 は p-calmになることが示せる．すなわち，Γ1 が Nimと (9)を満たす必要十分条件は，Γ1 が p-calm

であることである．一般に，Nimの代わりに Γ2 として p-calmで sg
rΓ2 : P

rΓ2 Ñ Nが全射となるものを考えて
も以上のことが成立する．

3.3 ゲームと表現

p1 成分定理のゲームの言葉による言い換えをあたえる．
まずは元々の p1 成分定理を言い換える．そのために対称群についてよく知られている事実からはじめる．
ヤング図形 Y に対して ρY で対応する対称群 Sympnqの既約表現を表した．表現 ρY の Sympn ´ 1qへの制限
は，分岐則により

À

f Z と表せる．ここで Z は Y から長さ 1のフック（1個の箱）を除いて得られるヤング
図形全体を走る．また f Y で ρY の次数を表すと，フック公式 [4]より

deg f Y “
n!

ś

hPH pY q h
.

さて，Macdonald [9] によって f Y が p と素になる Y の特徴付けがあたえられている．また [6] において，
Macdonaldの特徴付けを用いると， f Y が pと素であることと ψppqpY q “ |Y |が同値であることが観察された．
ここで p飽和マヤゲームの局面 Aに対して次が成立したことを思い出そう:

sg
rΓpAq “ ψppqpY pAqq, lg

rΓpAq “ |Y pAq| .

また局面 Aは sg
rΓpAq “ lg

rΓpAqのとき fullと呼んだ．よって Aが fullであることと f Y pAq が pと素であるこ
とが同値である．以上より，p1 成分定理 1.1は次のようにゲームの言葉で言い換えることができる．

命題 3.9 ([6]). p飽和マヤゲームの局面 Aに対して， fullな descendant Bで Aと同じ Sprague-Grundy数を持
つものが存在する．
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例 3.10. p “ 2 とし，rΓ を 2 飽和マヤゲームとする（例えばマヤゲーム自身を取れば良い）．A を rΓ の局面
p6,4,2qとし，Y “ Y pAq “ とする．1節で見たように ψp2qpY q “ 7だったので，p1 成分定理より ρY |Symp7q

は奇数次数の既約成分を持つ．すなわち Y に含まれる 7個の箱からなるヤング図形 Z で f Z が奇数のものが
存在する．実際，Z “ p3,2,2q “ とすると，Z は Y に含まれる 7個の箱からなるヤング図形であり

f Z “
7!

12 ¨ 22 ¨ 3 ¨ 4 ¨ 5
“ 21

より，f Z は奇数である．それでは，これらをゲームの側から見てみる．まず sg
rΓpAq “ ψp2qpY q “ 7．また Z に

対応するのは局面 B “ p5,3,2qであり，Bは full，すなわち，sg
rΓpBq “ lg

rΓpBqを満たす．実際，lg
rΓpBq “ |Z| “ 7

かつ

sg
rΓpBq “ 5 ‘2 3 ‘2 2 ‘2 p2ord2p5´3q`1 ´ 1q ‘2 p2ord2p5´2q`1 ´ 1q ‘2 p2ord2p3´2q`1 ´ 1q

“ 5 ‘2 3 ‘2 2 ‘2 3 ‘2 1 ‘2 1 “ 7.

よって Bは Aの fullな descendantであり，かつ，Aと同じ Sprague-Grundy数を持つ．

注 3.11. 1 節で述べたように，p1 成分定理 1.1 を用いると，p 飽和マヤゲーム rΓ の Sprague-Grundy 関数が
ψppq と一致することが示せる．このことをもう少し詳しく述べる．要点は p1 成分定理によって，次のよう
に証明を full な局面に帰着させる点にある．ただし，ここでは full な局面 A を ψppqpAq “ lg

rΓpAq を満たす
ものとして定義する（sg

rΓpAq “ ψppqpAq を示した後は，もちろん今までの定義と一致する）．まず full な局
面 A に対しては sg

rΓpAq “ ψppqpAq が比較的簡単に証明できる．また full でない局面 A に対しては，p1 成分
定理 1.1より，fullな descendant Bで ψppqpBq “ ψppqpAqを満たすものが存在する．ここで Bは fullなため
sg

rΓpBq “ ψppqpBqが成立し，このことから sg
rΓpAq “ ψppqpAqを証明できる．

最後に，上と同様の方法で，拡張した p1 成分定理もゲームの言葉で言い換えられることを紹介する．
ヤング図形の k 組 YYY に対して ρYYY で対応する対称群 pZ{kZq ≀ Sympnq の既約表現を表した．表現 ρYYY の
pZ{kZq ≀Sympn ´ 1qへの制限は，分岐則により

À

f ZZZ と表せる．ここで ZZZ はYYY から長さ 1のフックを除いて
得られるヤング図形の k組全体を走る．また fYYY で ρYYY の次数を表すと

deg fYYY “
n!

ś

hPH pYYY q h
.

例えばYYY “ pp4,4,2q,p2,1qq “

´

,
¯

とすると図 1に示すようにH pYYY q “ t1,1,1,1,2,2,2,3,3,4,5,5,6u．
よって

f
`

,
˘

“
13!

14 ¨ 23 ¨ 32 ¨ 4 ¨ 52 ¨ 6
“ 144144.

23
2

1
4
5

2
5
6

1
1

1
3

1
2

1
3
4 12

図 1 pp4,4,2q,p2,1qqと pp2,2,1q,p2qqのフック長．

Macdonaldによる次数が pと素な表現の特徴付けは一般化対称群へ直ちに拡張することができ [10]，対称
群のときと同様に，fYYY が pと素である必要十分条件は ψppqpYYY q “ |YYY |が成立することである．ここでマヤゲー
ムの和の p飽和 rΓの局面 AAAに対して次が成り立つ:

sg
rΓpAAAq “ ψppqpYYY pAAAqq, lg

rΓpAAAq “ |YYY pAAAq| .
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ただしYYY pAAAq “ pY pA1q, . . . ,Y pAkqqで AAA “ pA1, . . . ,Akqである．よって AAAが fullであることと fYYY pAAAq が pと素で
あることが同値である．以上より，拡張した p1 成分定理 1.3は次のようにゲームの言葉で言い換えることが
できる．

命題 3.12 ([8]). マヤゲームの和の p 飽和 rΓ の局面 AAA に対して， full な descendant BBB で AAA と同じ Sprague-

Grundy数を持つものが存在する．

例 3.13. p “ 2とし，rΓをマヤゲームの和W3 `W2 の 2飽和とする（例えばW3 `W2 を取れば良い）．AAAを rΓ
の局面 pp6,5,2q,p3,1qqとし，YYY “YYY pAAAq “ pp4,4,2q,p2,1qq “

´

,
¯

とする．上で見たように fYYY “ 144144

である．さらに
ψp2q

´

,
¯

“ ψp2q
´ ¯

‘2 ψp2q
´ ¯

“ 6 ‘2 1 “ 7.

拡張した p1 成分定理より ρYYY の Symp7qへの制限には奇数次数の既約成分が存在する．すなわち，YYY に含まれ
るヤング図形のペア ZZZ であり，計 7 個の箱からなり， f ZZZ が奇数のものがある．実際 ZZZ “ pp2,2,1q,p2qq とす
ると

f
`

,
˘

“
7!

13 ¨ 22 ¨ 3 ¨ 4
“ 105.

以上をゲームの言葉で言い換える．まず sg
rΓpAAAq “ ψp2qpYYY q “ 7．また，ZZZ に対応する局面 BBB として

pp4,3,1q,p3,0qqを取れば lg
rΓpBBBq “ |ZZZ| “ 7かつ

sg
rΓpBBBq “ ψp2q

´ ¯

‘2 ψp2q
´ ¯

“ 5 ‘2 2 “ 7.

よって BBBは AAAの fullな descendantであり，かつ，AAAと同じ Sprague-Grundy数を持つ．
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Iterative construction of Cayley-type

Ramanujan graphs and its cryptographic application

Hyungrok Jo∗

jo.hyungrok.gb@u.tsukuba.ac.jp

Abstract

It is an attempt to build a secure Cayley-based hash function by using combinatorial
method to weave the existing Ramanujan graphs. This study is still going on with Noboru
Kunihiro (University of Tsukuba) and Yoshinori Yamasaki (Ehime University).

1 Introduction

It has been developed the computational abilities of quantum computers in many aspects. Some
experts assume that it could be realized the practical use of the large-scale quantum computer
in approximately 15 to 30 years. These developments of quantum computer could derive the
cryptanalysis to international standardized public key encryptions (PKE) or digital signature
schemes (DS) using Shor’s algorithm. In this context, NIST (National Institute of Standards
and Technologies) suggested the standardizations of PQC (Post-Quantum Cryptography) which
based on the mathematical hard problems with anti-quantum-attacks in 2016.

We are interested in building a cryptographic hash function based on expander graphs as a
primitive of crypto-schemes in the era of PQC. In 2006, Charles, Goren, and Lauter[3] suggested
cryptographic hash function based on two families of Ramanujan graphs as optimal structures of
expander graphs. One of the families of Ramanujan graphs is constructed as Cayley graphs over
finite fields with special generating sets, suggested by Lubotzky, Phillips and Sarnak in 1988.
The other family of Ramanujan graph is represented by the relation between supersingular
elliptic curves and their isogenies, suggested by Pizer in 1990. Variants of cryptographic hash
functions based on Pizer’s graph are still remained secure, it became one of main candidates in
PQC standardization, named as Isogeny-based cryptography.

On the other hand, cryptographic hash functions based on LPS Ramanujan graphs are all
broken so far. We are trying to build cryptographic hash functions with some tweaks of the
existing Cayley-type Ramanujan graphs for mitigating insecurity of Cayley hash functions.

2 The families of LPS-type graphs

In this section, we describe how to construct the families of LPS-type graphs in [5]. First, we give
the definition of a Cayley graph. Let G be a group and S a generating set, which is symmetric
(i.e. S = S−1) and does not contain the identity of G. A Cayley graph over G with respect to
S is a |S|-regular graph with a vertex set V and an edge set E, where V = G and E consists of
(g1, g2) ∈ G×G such that g1 = g2s for some s ∈ S.

We recall basic facts and terminologies of quaternion algebras.

• F : a field (not of characteristic 2)

∗University of Tsukuba, Faculty of Engineering, Information and Systems
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• F×: the unit group of F

• A = AF (a, b) = {α = x+ yi+ zj + wk |x, y, z, w ∈ F}: quaternion algebra over F

For α = x+ yi+ zj + wk ∈ A,

• α = x− yi− zj − wk : conjugate

• T (α) = α+ α = 2x ∈ F : reduced trace

• N(α) = αα = αα = x2 − ay2 − bz2 + abw2 ∈ F : reduced norm

Throughout this report,

• P : the set of all prime numbers

• For a prime p ∈ P and d ∈ N, Fpd : the field of pd elements

•
! ·
·
"
: the Kronecker symbol

Let us fix q ∈ P \ {2}. When
!
a
q

"
=

!−b
q

"
= 1, that is,

√
a,
√
−b ∈ Fq, one has the following

isomorphism.

Lemma 1. Assume that
!
a
q

"
=

!−b
q

"
= 1. Then, the map ψq : A → M2(Fq) defined by

ψq(x+ yi+ zj + wk) =

#
x+ y

√
a

√
−b(z + w

√
a)

−
√
−b(z − w

√
a) x− y

√
a

$

is an isomorphism satisfying det(ψq(α)) = N(α) and ψq (α) = ψq(α) for α ∈ A. Here,

#
s t
u v

$
=

#
v −t
−u s

$
for

#
s t
u v

$
∈ M2(Fq).

For a ring R, we denote by R× the group of units of R. Let GL2(Fq) = M2(Fq)
× and

SL2(Fq) = {A ∈ GL2(Fq) | detA = 1}. Moreover, let PGL2(Fq) = GL2(Fq)/Z(GL2(Fq)) and
PSL2(Fq) = SL2(Fq)/Z(SL2(Fq)). Here, for a group G, we denote by Z(G) the center of G.
We can naturally see that PSL2(Fq) is a subgroup of PGL2(Fq) of index 2 because now q is

odd. Additionally, we remark that |PGL2(Fq)| = q(q2− 1) and |PSL2(Fq)| = q(q2−1)
2 . Since A ≃

M2(Fq), we have A× ≃ GL2(Fq) via (the restriction of) ψq and hence obtain the isomorphism
βq : A×/Z(A×) → PGL2(Fq).

We need the following lemma later.

Lemma 2. Assume that
!
a
q

"
=

!−b
q

"
= 1. Let α ∈ A with N(α) = p ∈ P \ {q}, which implies

that α ∈ A×. Then, βq(αF×
q ) ∈ PSL2(Fq) if and only if

!p
q

"
= 1.

Quaternion algebras over Q
Let a, b ∈ Z \ {0}. We consider A = AQ(a, b) a quaternion algebra over Q.
A place v of Q is said to be split in A if Av := A⊗Q Qv ≃ M2(Qv), where Qv is the v-adic

completion of Q and is said to be ramified if Av is a division algebra.

• Ram(A) : the set of all places which are ramified in A

• D, The product of all primes (= finite places) in Ram(A) : discriminant of A
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From now on, we assume that A is definite, that is, the infinite place ∞ is ramified in A,
whence there are an odd number of primes which are ramified in A. Notice that A = AQ(a, b)
is definite if and only if a < 0 and b < 0.

• I ⊂ A, a free Z-submodule of A of rank 4 : a lattice

• a lattice O ⊂ A if it is a ring with unity : an order

• an order O ⊂ A if it is not properly contained in any other order : maximal order

Notice that, if O is an order of A, then O⊗Z Zp is an order of Ap for p ∈ P. Here, Zp is the
ring of p-adic integers.

Let O be an order of A. We call a lattice I of A a left (resp. right) O-ideal if OL(I) = O
(resp. OR(I) = O), where OL(I) = {α ∈ A |αI ⊂ I} (resp. OR(I) = {α ∈ A | Iα ⊂ I}). We
say that two left (resp. right) O-ideals I and J are equivalent if there exists α ∈ A× such that
I = Jα (resp. I = αJ ).

This is an equivalence relation. We denote by h(O) the number of equivalence classes, which
is shown to be finite, independent on left or right. We call h(O) the class number of O.

Now, it is necessary to recall Ibukiyama’s construction of maximal orders of definite quater-
nion algebras over Q which is ramified at given primes.

Proposition 1. Let r be an odd positive integer and P1, P2, . . . , Pr distinct prime numbers. Set
M = P1P2 · · ·Pr. Take a prime number Q such that Q ≡ 3 (mod 8) and (−Q

Pi
) = −1 for

all i except for i with Pi = 2. Moreover, take an integer T such that T 2 ≡ −M (mod Q).
Then, AQ(−M,−Q) is a definite quaternion algebra which is ramified only at ∞, P1, P2, . . . , Pr.
Moreover, let

ω1 =
1 + j

2
, ω2 =

i+ k

2
and ω3 =

Tj + k

Q
.

Then, O−M,−Q = Z+ Zω1 + Zω2 + Zω3 is a maximal order of AQ(−M,−Q).

In [5] a recipe for constructing LPS-type graphs is presented, and is shown below:

1. Fix a p ∈ P.

2. Take P ∈ {2, 3, 5, 7, 13} such that P ∕= p.

3. We take a prime Q satisfying

Q ≡ 3 (mod 8),
%−Q

P

&
= −1 unless P = 2

and an integer T satisfying T 2 ≡ −P (mod Q). By Proposition 1, we have a definite
quaternion algebra AQ(−P,−Q) (i.e., i2 = −P, j2 = −Q, ij = −ji = k) and its maximal
order O = O−P,−Q = Z+ Zω1 + Zω2 + Zω3 with class number 1, where

ω1 =
1 + j

2
, ω2 =

i+ k

2
and ω3 =

Tj + k

Q
.

4. Find all elements in O× = {α ∈ O | N(α) = 1}.

5. Find all elements in {α ∈ O | N(α) = p}. Moreover, seek a suitable complete representa-
tive of {α ∈ O | N(α) = p}/O×. Define S by the suitable complete representative. Then
|S| is exactly equal to p+ 1, which follows by h = 1 condition.
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6. Take a q ∈ P \ {2} satisfying q ∕= p,
!−P

q

"
=

!Q
q

"
= 1 and

!p
q

"
= 1.

7. Via the isomorphism ψq in Lemma 1 and using Lemma 2, we realize S as a subset of
PSL2(Fq). Write SJSY for the subset.

8. We have a Cayley graph X
(p,q)
P,Q =Cay(PSL2(Fq), SJSY ).

3 Hash function

A hash function is a function that inputs a message as a bit string of arbitrary length and outputs
(or compresses) a hash value as a bit string of fixed length. It should be efficient to hash, because
of its primitivity. Such a function can be evaluated its security by certain properties, such as
collision resistant, second preimage resistant and preimage resistant.

Let n ∈ N and let H : {0, 1}∗ → {0, 1}n; m ,→ h = H(m), where {0, 1}∗ is the set of bit
strings of arbitrary length and {0, 1}n is the set of bit strings of a fixed length n. The function
H is said to be

• Collision resistant if it is computationally infeasible to find m,m′ ∈ {0, 1}∗,m ∕= m′,
such that H(m) = H(m′),

• Second preimage resistant if m ∈ {0, 1}∗ is given, it is computationally infeasible to
find m′ ∈ {0, 1}∗, m ∕= m′, such that H(m) = H(m′),

• Preimage resistant if h ∈ {0, 1}n is given, it is computationally infeasible to find m ∈
{0, 1}∗ such that h = H(m).

4 Cayley hash function

Let G be a non-commutative group and S = {s0, . . . , sp} ⊂ G be a generating set for the group
G, symmetric and not having the identity. Charles, Goren and Lauter[3] described a definition
of Cayley hash functions, by which the input to hash is used as directions for walking along a
path of a graph, and the ending vertex is the output of the hash function.

A message m is given as a string m1 · · ·mℓ, where mi ∈ {0, . . . , p}. Then the resulting
hashing value h of m will be obtained as a group product

h := H(m) = gST sm1sm2 · · · smℓ
,

where gST is a fixed starting element in G. (We usually put gST as the identity in G.) To
dispose a proper sequence of hashing bits inductively, we define a choice function π which
assigns a next hashing bit with the bit of the message m and the previous hashing bit, while
avoiding a back-tracking (i.e. ss−1 or s−1s ). We choose a function

π : {0, . . . , p}× S → S(1)

such that for any s ∈ S the set π({0, . . . , p}× {s}) is equal to S \ {s−1}.
The security of Cayley hash functions lies on the hardness of solving word problems for group

theory. Refer to [5] for more details.
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Figure 1: Cayley hash function-map.

5 Cayley hash function-map

In this section, we explain how to construct Cayley hash function-map which is presented in
CSS2019 (Computer Security Symposium 2019).

By following the recipe in Section 2, we set up n numbers of LPS-type Ramanujan graphs
(the case of P = 13) for constructing Cayley hash function-map. We construct n numbers of

X
(p,q)

13,Q(i) = Cay(PSL2(Fq), S
(i)
JSY ) for i ∈ {1, . . . , n}.

1. Fix p ∈ P, which determines the regularity (p + 1) of LPS-type Ramanujan graphs as
mentioned in Section 2.

2. Choose n numbers of distinct Q(i) ∈ P which satisfies Q(i) ≡ 3 (mod 8) and
%
−Q(i)

P

&
= −1.

3. Fix q ∈ P \ {2, p} which satisfies
!−13

q

"
=

!Q(i)

q

"
= 1 and

!p
q

"
= 1 for all i ∈ {1, . . . , n}.

Then we have the same group PSL2(Fq) of the size q(q2−1)
2 and n numbers of corresponding

generating sets S
(i)
JSY for each X

(p,q)

13,Q(i) .

Now we construct Cayley hash function-map H as {H(1), H(2), . . . , H(n)} with corresponding
individual consecutive choice function π(1),π(2), . . . ,π(n). We consider that a message m is given
as a string m1 · · ·mℓ, where mi ∈ {0, . . . , p} and ℓ > n. Then the resulting hashing value h of
m will be obtained as a group product

h := H(m)

= H(ℓ(n))(H(ℓ−1(n))(. . . , (H(1), gST ), . . . ),mℓ−1),mℓ)

= gST sm1sm2 · · · smℓ
,

where gST is a fixed starting element as the identity in G. To dispose a proper sequence of
hashing bits inductively, we define a choice function π(i) which assigns a next hashing bit with

the bit of the message m from S
(i−1)
JSY and the previous hashing bit from S

(i)
JSY , while avoiding a

back-tracking (i.e. si−1s
−1
i or s−1

i−1si ). We choose a function

π(i) : {0, . . . , p}× S
(i−1)
JSY → S

(i)
JSY(2)

such that for any s ∈ S
(i−1)
JSY the set π(i)({0, . . . , p}× {s}) is equal to S

(i)
JSY \ {s−1}.

5.1 Expected vurnerability of Cayley hash function-map

In this report, it is omitted about a lifting attack which is the most powerful existing attack to
Cayley hash function. Refer to [5] for more details.
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For the purpose of mitigating insecure parts against a lifting attack, we simply weave the
existing LPS-type graphs by only adjusting their parameters (size of graph, size of generating
sets, etc). However, there are some natural questions for requirements of hash functions.

Q1. Is it mixing well if we do random walk on this new graph?

Q2. Is it guarantee that the new graph has a large girth?

For Q1., we expect that it is mixing well enough for using hash function. Since the new graph
is also a regular graph, if we do random walk on the graph, it will derive uniform distribution.
Besides, even if it is not known the specific expansion measurements, it should be mixing well
because of the Ramanujan-ness of each graph.

For Q2., it is not known at all. It is less than the girth of the existing Ramanujan graphs.
However, these arguments are also related to the Ramanujan-ness of the graphs. It seems to be
better to find a way to weave each Ramanujan graph “well” without a loss of spectral goodness,
instead of simply putting graphs together.

6 Possible approaches by combinatorial methods

For answering the Q2. in Subsection 5.1, we consider the zig-zag product in graphs. It is
the method for taking two graphs X and Y and creating a larger graph whose spectral gap is
controlled by the spectra of X and Y .

Let X := (VX , EX) be a kX -regular graph and Y := (VY , EY ) be a kY -regular graph such
that kX = |Y |. For each vertex v ∈ VX , let Ev = {e ∈ EX | v is an endpoint of e}, and let
Lv : VY → Ev be a bijection. We call Lv, the labeling at v. Moreover, L = {Lv | v ∈ VY } is the
labeling from Y to X.

We define a zig-zag product X⊗Z Y with a labeling L if (x1, y1), (x2, y2) in X⊗Z Y then the
multiplicity of the edge between them equals the number of ordered pairs (z1, z2) ∈ EY × EY

such that y1 is an endpoint of z1, y2 is an endpoint of z2 and Lx1(z1(y1)) = Lx2(z2(y2)). Then,
it is known that X ⊗Z Y is k2Y -regular graph with a labeling L.

Under certain circumstances, the zig-zag product of two Cayley graphs on two groups G
and H equals a Cayley graph on the semi-direct product G ⋊ H. Then, it is also known that
Cay(G,Γ)⊗Z Cay(H,Λ) = Cay(G⋊θ H,Ω), where Ω is the multiset {σ1γσ2 | (σ1,σ2) ∈ Λ×Λ}.
Refer to [6] for more details.

From these facts, if we construct hash functions based on the zig-zag product of LPS-type
Ramanujan graphs, we have less sparse graphs and it can be also represented by semi-direct
product of Cayley graphs. In LPS-type case, the girth of graphs is larger than 2 logp q. We
expect to argue the girth of the zig-zag product of LPS-type Ramanujan graphs in a similar
manner of LPS-type graphs.

It is necessary to study the specific way to construct hash functions based on the zig-zag
product of graphs and their cryptographic properties.
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