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まえがき

令和元年 8月 24日に本報告集本欄の執筆依頼を受けた。過去の報告集をめくる
と、判で押したように形式的な文言が並び、

基盤研究 (B) 研究代表者：北詰正顕 (課題番号：24340002)

のように運営資金の援助者一覧が掲載されるのが常であった。今回はその前例を
踏襲することが出来なくなったのは悲痛の極みである。

令和元年 6月 17～19日の期間に長崎大学で開催された第 36回代数的組合せ論シ
ンポジウムの中日最終講演者は、胃と食道を摘出する大手術を経た後、食べ物の
十分な摂取ができず、就寝時の逆流を防ぐための可動式寝台を備えるホテルに宿
泊するほどの回復状況で、４０分間の講演を行い、誰よりも大きな拍手を浴びた。
彼を知る聴衆のほとんどは痩せこけた彼の容貌に戸惑いながらも、病状が回復に
向かうだろうと信じて疑わなかったはずである。それほどの力強い活舌と以前と
変わらぬ精緻な説明だったのだ。

その願いも空しく、8月 12日に彼はこの世を去った。長年にわたって本研究集会
の学術面と運営面においての彼の貢献そして尽力はこの共同体の誰もが知る所で
あり、もう二度と会えないという悲しみと喪失感もまたしかりである。

北詰先生、以前お会いした時に掛けていただいたお言葉が思い出されます。あれが
最後になるとは夢にも思いませんでした。肉体は滅べど、先生の数字的業績、数々
のご講演、そして気さくなお人柄は我々の心の中で生き続けるのです。天に召さ
れた先生にそのことをお知らせしようと思い、この報告集をしたためる次第です。
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Non 2-integrable lattices of dimension 12 and
discriminant 15

吉野聖人（東北大学）

1 はじめに
本稿は 2019年 6月 17日に行った講演の内容に加筆したものである．
格子に関連する基本的な用語を定義する．まずnを正の整数とする．このとき，格子

（lattice）とはRnの部分集合Lであり，ある正の整数 k ≤ nと一次独立な元 u1, . . . , uk
が存在して L = Zu1 ⊕ · · · ⊕ Zukを満たすものである．以下，格子は全て整格子と仮
定する．すなわち，格子の 2元の内積は常に整数とする．格子 L ⊂ Rnに対して，そ
の双対 L∗は任意の Lの元との内積が整数になるようなQLの元全体である．さらに，
格子 Lの discriminantとは，L∗/Lの濃度であり，discLと表される. 格子 Lの部分格
子M に対して，M に直交するLの部分格子とは，M の任意の元と直交するLの元全
体であり，M⊥と表される．
正の整数 sに対して，格子Lが s-integrableであるとは，ある正の整数 nが存在して√
sLがZnの部分格子と同形になることである．また，s-integrableでない格子の（Z-加
群としての）階数の最小値を ϕ(s)とする．Conway氏と Sloane氏によって，ϕ(1) = 6，
ϕ(2) = 12，ϕ(3) = 14 [2, Theorem 1]などが示されている．例えば，ϕ(1) = 6を与え
る non 1-integrableな階数 6の格子としては，E6ルート格子がある．しかし，一般には
ϕ(s)を決定することは難しく，s ≥ 4の時は決定されていない．彼らは ϕ(2) = 12を
決定するために，階数 11以下の格子は全て 2-integrable [2, Theorem 2]であることを示
し，階数 12の non 2-integrable格子を 2つ具体的に与えた．実際には，次の定義の下で
定理 2を証明した．

定義 1. 正の整数 nに対して，An := {x ∈ Zn+1 | (x, e) = 0}とする．ただし，eは成分
が全て 1のベクトルとする．また，A+

15 := ⟨A15, [4]⟩とする．ただし，

[4] :=
1

16
(4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4,−12,−12,−12,−12) ∈ R16.

定理 2 (Theorem 14 [2]). 格子 A+
15内で，（ある基底に対応する）グラム行列として3 2 2

2 3 2

2 2 3

 (1.1)

をもつ部分格子M を任意にとる．この格子M に直交する A+
15の部分格子M⊥は階数

12，discriminant 7かつ non 2-integrableである．

1

1



さらに定理 2における格子MはAut(A+
15)の作用を除いてちょうど 2つであり，それ

ぞれに直交する格子L12とL′
12は非同型であると述べられている．Conway氏と Sloane

氏は階数が 12の non 2-integrable格子はこの 2つだけかもしれないと述べていたが，新
たにもう 2つ階数 12の non 2-integrable格子を得た．これが主結果であり，定理 2に
対応して次のように述べる．

定理 3. 自己同型群Aut(A+
15)の作用を除いて，3 2 0

2 3 0

0 0 3

 (1.2)

をグラム行列にもつ A+
15の部分格子は ⟨a, b, c⟩と ⟨a, b, c′⟩のみである．ただし，

a :=
1

4
(−3,−3,−3,−3, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) ∈ A+

15,

b :=
1

4
(−3,−3,−3, 1,−3, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) ∈ A+

15,

c :=
1

4
(−3, 1, 1, 1, 1,−3,−3− 3, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) ∈ A+

15,

c′ :=
1

4
(1, 1, 1,−3,−3,−3,−3, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1) ∈ A+

15.

さらに，非同型な格子 ⟨a, b, c⟩⊥ と ⟨a, b, c′⟩⊥ は階数 12，discriminant 15かつ non 2-
integrableである．

どのようにして，新たな non 2-integrable格子を発見したかを説明する．まず [2]に
おいて，任意の階数 12の non 2-integrable格子は A+

15の部分格子であることが示され
ているため，A+

15の中から探した．もちろんA+
15の部分格子は多数あるため，定理 2の

方法の類似を考察した．まずノルム 3のベクトルから成る基底をもつ階数 3の部分格
子全体LをAut(A+

15)の作用を除いて構成する（2章）．そして，

L⊥ = {M⊥ ⊂ A+
15 |M ∈ L}

の中から non 2-integrableな格子を探し，主結果の格子を得た．特に，L⊥の元で non
2-integrableな格子は定理 2と定理 3に現れるもののみである．その際，non 2-integrable
であることはコンピュータによる判定（補題 10）と，証明（4章）をそれぞれ与えた．

注意 4. 講演時は階数 12の non 2-integrable格子は，Conway氏と Sloane氏の見つけた
ものと合わせても 4しか見つかっていなかった．しかし，以下に述べる方法で多数発
見した．ただし，それらは既に得られた階数 12の non 2-integrable格子から得られ，特
に Conway氏らの格子と主結果で得た格子はある意味で極小なものであることも明ら
かにした．
どのように新たな格子を構成したかを説明する．まず，階数 nの格子Lに対してグ
ラム行列G ∈Mn(Z)が取れる．正の整数 sとベクトル v1, . . . , vk ∈ Znに対して，

G+
1

s

k∑
i=1

viv
⊤
i

2

2



の成分が全て整数のとき，この行列をグラム行列に持つ格子M が存在する．Conway
氏と Sloane氏は，Lが s-integrableのときM もそうであることを示した [2]．従って，
このような方法で non s-integrableな格子Mを構成するためには，Lが non s-integrable
である必要がある．そこで，すでに発見していた 4つの格子を Lとしてとり，さら
に適当に v1, . . . , vkをとることで，non 2-integrableな格子を 104個以上得た．ただし，
2-integrabilityかの判定にはコンピュータを用いた．このようにして，non 2-integrable
格子の無限列が構成できると予想するが示せていない．

2 格子A+
15

第 1章で述べた格子の集合

L := {M ⊂ A+
15 |M はノルム 3のベクトルで生成される階数 3の格子 }/Aut(A+

15)

を具体的に決定する方法を説明する．まず 16次対称群 S16は自然に A+
15に作用する．

さらに，Aut(A+
15) = ⟨−1, S16⟩であることが分かる．また，相異なる整数 i1, . . . , i4 ∈

{1, . . . , 16}に対して，

ei1,i2,i3,i4 = e{i1,i2,i3,i4} =
1

4
e− ei1 − ei2 − ei3 − ei4

と定める．ただし，eは成分が全て 1のベクトル，ejは j番目の成分が 1かつ他の成分
が 0のベクトルを表す．単純な計算で，

T := {x ∈ A+
15 | (x, x) = 3} = {±eI | I ⊂ {1, . . . , 16}, |I| = 4}

であることが分かる．さらに，濃度 4の I, J ⊂ {1, . . . , 16}に対して

(eI , eJ) = −1 + |I ∩ J |

が成り立つ．以上のことから，Lを決定することが出来る．なぜならば，ノルム 3の
ベクトルから成る基底をもつ階数 3の格子のグラム行列は少数しかなく，そのグラム
行列を与えるベクトルは Aut(A+

15)の作用を除いて次の例のように決定できるためで
ある．

例 5. 行列 (1.2)をグラム行列に持つような格子はAut(A+
15)の作用を除いて，⟨a, b, c⟩と

⟨a, b, c′⟩であることを示す．行列 (1.2)をグラム行列として与えるベクトル x, y, z ∈ A+
15

を決定すればよい．まず，Aut(A+
15) ≃ ⟨−1, S16⟩はノルム3ベクトル全体の集合T ⊂ A+

15

に推移的に作用する．従って，x = e1,2,3,4 = aと仮定してよい．さらに (x, y) = 2より，
y = e1,2,3,5 = bとしてよい．最後に，(x, z) = (y, z) = 0なる zのとり方は，Aut(A+

15)

の作用を除いて

z = e1,6,7,8 = cと z = e4,5,6,7 = c′

の 2通りある．

例 5は定理 3の前半の主張である．また，2つの格子が非同型であることは，kissing
numberを数えることで従う．これより，その 2つに直交する A+

15 の部分格子が non
2-integrableであることを示せば主定理が従う．

3
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3 s-integrablityの同値条件
格子の s-integrabilityを証明するため，或いは計算機で判定するために同値条件を述

べる．

定義 6. 正の整数 sを固定する．正の整数 n ≤ mに対して，Rmからその n次元部分空
間への直交射影を pとおく．このとき，p(

√
s · e1), . . . , p(

√
s · em)からなる多重集合を

(n次元)スケール sの eutactic starという．

補題 7 (Theorem 3 [2]). 正の整数 sを固定する．階数 nの格子 Lが s-integrableである
ことの必要十分条件は，その双対L∗が n次元スケール sの eutactic starを含むことで
ある．

与えられたベクトルが eutactic starであるかは次の補題によって判別できる．

補題 8 (pp. 215–216 [2]). ベクトル s1, . . . , sm ∈ Rnが n次元スケール sの eutactic star
を成すことの必要十分条件は，任意のw ∈ Rnに対して

m∑
i=1

(w, si)
2 = s(w,w) (3.1)

が成り立つことである．

注意 9. Conway氏と Sloane氏は定理 2において格子の non 2-integrabilityを証明する
ために，補題 7，8を用いた．まず，補題 7によって，non 2-integrabilityをスケール 2

の eutactic starの非存在性に帰着した．その後，eutactic starが存在が存在すると仮定
すると，それらは (3.1)を満たさないことを適当なテストベクトル wをとることで証
明し，補題 8により矛盾を得た．その際，テストベクトルのとり方は自然であったが，
(3.1)が満たされないことは直ちには従わない．加えて，格子によって異なる議論が必
要であった．本稿では，定理 3における格子が non 2-integrableであることの証明の概
略を与えるが，まったく同様の方法でConway氏らの格子が non 2-integrableであるこ
とも証明できる．特に，後に与える補題 12によって，テストベクトルのとり方や方程
式を満たすかどうかという議論は不要になる．また補題 12は 3つの仮定を要請する
が，実際に確認が必要な 2つの仮定は Conway氏らの証明でも必要であり証明を複雑
にしない．

次に述べる補題によって，s-integrableかどうか判定する問題は線形方程式系の非負
整数解の有無に帰着される．従って，方程式系の変数が少ない場合はコンピュータで
判別することが出来る．実際に主定理が与える格子の non 2-integrabilityは，プログラ
ミング言語Magma [1]を用いて確かめた．一般に線形方程式系の変数が多くなる場合
は，整数計画問題ソルバーの SCIP [3]を用いることで計算が可能になる場合がある．
また次の補題の証明は補題 7，8を組み合わせることで直ちに得られる．

補題 10. 正の整数 sを固定する．ベクトルw1, . . . , wn.を基底に持つ格子Lをとる．さら
に，ベクトルu1, . . . , uNはノルム s以下の相異なるL∗の元全てを表す．このとき，Lが

4
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s-integrableであることの必要十分条件は，次の線形方程式系が非負整数解 (x1, . . . , xN)

を持つことである:

N∑
k=1

(wi + wj, uk)
2xk = s(wi + wj, wi + wj) (i, j = 1, . . . , n). (3.2)

4 主定理の証明の概略
第 2章で述べたように主定理を示すためには次を示せばよい．

命題 11. 格子 A+
15の部分格子 ⟨a, b, c⟩⊥と ⟨a, b, c′⟩⊥は non 2-integrableである

次の補題をその 2つの格子に適用することで命題 11を証明することが出来る．また
コンピュータを用いると補題 10によって s-integrabilityが判別できると述べていたが，
新たな補題を用いることでより少ない計算量で判別可能である．
補題の主張で必要な記号を導入する．まず，格子 A+

15のノルム 2の元全体から成る
集合を Rで表す．また，ベクトル u ∈ Rnに対して，そのサポートを

suppu := {i ∈ {1, . . . , n} | ui ̸= 0}

で定める．

補題 12. 集合 {1, . . . , 16}の部分集合をX，A+
15の部分格子をN， A+

15からQN への直
交射影を pとする. 次の条件を仮定する：

(1) N∗の非零元のノルムは 1より大きい.

(2) N∗のノルムが 2以下の非零元は p(R)に含まれる.

(3) |X| ≥ 3，かつN はサポートがXに含まれる Rの元を全て含む．

格子Nが 2-integrableならば,ある一次独立なRの元uと vが存在して，以下を満たす：

(4) suppu ∩ supp v ∩X ̸= ∅.

(5) p(u)と p(v)に対応するグラム行列Gに対して，2I −Gは半正値行列である．

この補題の証明は，補題 7を用いることで得られるがいくつかの準備が必要になる
ため省略する．

命題 11の証明の概略. まず

(N,X) = (⟨a, b, c⟩⊥, {9, . . . , 16}) or (⟨a, b, c′⟩⊥, {8, . . . , 16})

とする．いずれの場合も補題 12の 3つの仮定を満たすことが以下のように確かめられ
る．まず，条件 (3)は定義から直ちに従う．N = ⟨a, b, c⟩⊥の場合で，残り 2つの条件

5
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を確かめる．格子 ⟨a, b, c⟩をM とおく．このとき discM = 15は square-freeであるか
ら，M は primitiveである．そのため，

N∗ ⊥M∗ = (M⊥)∗ ⊥M∗ = A+
15 +M∗ =

⊕
u+M∈M∗/M

(
u+ A+

15

)
.

が成立する．ここで，M∗/Mの完全代表系をノルムが 0か 1未満になるように取れる．
格子A+

15の最小ノルムは 2であるから，N =M⊥の双対の最小ノルムは 1より大きい．
即ち，条件 (1)が満たされることが確かめられた．同様の理由から，条件 (2)も従い仮
定は確かめられる．残りのN = ⟨a, b, c′⟩⊥の場合も全く同じ議論で仮定が確かめられ
る．これにより，補題 12が (N,X)に適用できる．
格子N が non 2-integrableであることを示すためには，補題 12の条件 (4)，(5)を同

時に満たす一次独立な u, v ∈ Rが存在しないことを証明すればよい．即ち，任意の一
次独立な u, v ∈ Rが

suppu ∩ supp v ∩X ̸= ∅

を満たすとき，

2I −

[
(p(u), p(u)) (p(u), p(v))

(p(v), p(u)) (p(v), p(v))

]

が半正値でないことを証明すれば十分である．候補となる u, vのペアは多数あるが，
対称性を加味することで数パターンを確かめればよいと分かり結果が従う．
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On expansion properties of some Abelian Cayley
graphs

佐竹 翔平 (Shohei Satake)∗

概 要

　本稿では, 有限体のトレース関数で定義されるCayleyダイグラフの第 2固
有値を評価し, その応用として, 有限体のトレース関数に関するある整数論的
問題に対する結果を与える.

1. 序
群 Γとその部分集合Xに対して, CayleyダイグラフCay(Γ, X)は, 頂点集合に Γを持
ち, 2頂点u, vに対し, u− v ∈ Xであるときに限り (有向)辺 (u, v)を定義することで得
られるダイグラフである. 本稿では, 群Γが位数 qrの有限体Fqrの乗法群F∗

qrの場合を
考える. さらに, XとしてFqrからFqへのトレース関数T = Tqr/qとA ⊂ Fqで定義さ
れる以下のF∗

qrの部分集合TAを考える.

TA = {x ∈ F∗
qr | T(x) ∈ A}. (1)

ただし, T(x) = x + xq + xq
2
+ · · · + xq

r−1
である. 本稿では, Cayley ダイグラフ

Cay(F∗
qr , TA)の隣接行列の固有値 (の絶対値)を求め, その結果を用いてSwaenepoel [9]

によるある結果 (を一般化した形の定理)のグラフ理論的な証明を与える.

Swaenepoel [9]の結果を説明する前にその背景を以下で述べる. まず整数論において
は, 整数の b進表示におけるdigitの持つ情報から, 整数の性質を調べる研究が盛んに行
われてきた. 中でも, b進表示におけるdigitの総和から整数の性質を調べる研究に関し
ては, 多くの論文が出版されている (最も身近な例としては, 整数xの 10進表示におい
て, digitの総和が9の倍数である場合, xは9の倍数となる事実などが上げられる).

こうした研究を (有理)整数の世界から, 有限体上に初めて持ち込んだのが, Dartyge-

Sárközy [6]である. 彼らは “digit”を次のように定義した. まず, 有限体 Fqr は Fq上
の r次元ベクトル空間の構造を持つため, ある基底 B = {e1, e2, . . . , er}が取れ (以下
基底 Bは固定されるものとする), Fqr の元 xは一次結合 x = c1e1 + c2e2 + · · · + crer
(c1, c2, . . . , cr ∈ Fq)の形で表される. この c1, c2, . . . , crを xの digitとよぶ. Dartyge-

Sárközy [6]では, xのdigitの総和

sB(x) = c1 + c2 + · · ·+ cr (2)

を固定した状況で, xの持つ種々の性質に関して調べている. ここで, xの digitの総和
sB(x)は, Fq-線形形式であることに注意されたい. 有限体の場合, すべての Fq-線形形式
fは, ある a ∈ Fqrとトレース関数を用いて f(x) = Tr(ax)と表示できる. したがって,

sB(x)もトレース関数を用いて表現できる.

∗〒 657-8501 神戸市灘区六甲台町 1-1 神戸大学 大学院システム情報学研究科 情報科学専攻
e-mail: 155x601x@stu.kobe-u.ac.jp
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一方で, Rivat-Sárközy [8]は, 有理整数の設定で, 自然数の集合{1, 2, . . . , n}の大きな
2つの部分集合S, Tに対して, 2つの自然数s ∈ S, t ∈ Tの積stのdigitの総和の値は法
mにおいて均等に分布することを次の意味で示した.

定理 1.1 ([8]). 任意の自然数 b ≥ 2に対して, sb(x)を自然数xの b進展開におけるdigit

の総和とおく. このとき, あるCb > 0が存在し, 任意の自然数m ≥ 2, 0 ≤ a ≤ m − 1

に対して, 以下が成り立つ : 任意のS, T ⊂ {1, 2, . . . , n}に対して,∣∣∣#{(s, t) ∈ S × T | sb(st) ≡ a (mod m)} − |S||T |
m

∣∣∣≪ (
1− 1

m

)
n2(1−Cb) log n.

上の定理において, |S||T |/mという量は順序対 (s, t) ∈ S × Tを確率1/mで独立ラン
ダムに選んだ際の, sb(st) ≡ a (mod m)なる (s, t)の総数の期待値であることを注意し
ておく.

この定理の有限体類似が本稿で扱うSwaenepoel [9]による次の定理である.

定理 1.2 ([9]). 有限体F∗
qrの 2つの部分集合S, T および a ∈ Fqに対して, E{a}(S, T ) =

{(s, t) ∈ S × T | Tr(st) = a}とする. このとき,∣∣∣∣|E{a}(S, T )| − qr−1

qr − 1
· |S||T |

∣∣∣∣ ≤ q
r−1
2 ·

√
|S||T |

(
1− |S|

qr − 1

)(
1− |T |

qr − 1

)
. (3)

実は, 定理 1.2は, 先述したCay(F∗
qr , TA)の「第 2固有値」を上から評価することで,

グラフ理論的に証明できる. 第2固有値は, エクスパンダーダイグラフやダイグラフの
擬ランダムネスにおける重要な量であり, 定理 1.2は, Cay(F∗

qr , TA)のエクスパンダー
ダイグラフの良さまたはその擬ランダムネスを測ることで得られる. そこで, まず第 2

節で第2固有値を定義し, そこからエクスパンダーダイグラフの良さまたはその擬ラン
ダムネスを測れることを説明する. その上で, 第3節でCay(F∗

qr , TA)の隣接行列の固有
値を調べることで, 定理 1.2の一般形である定理 3.1の証明を与える. さらに, 特別なA

に対する結果も与える. 最後に第4節でいくつかの注意を述べて, 本稿を締めくくる.

2. ダイグラフの第2固有値
まず, n頂点ダイグラフDの隣接行列MDとは, 行と列ぞれぞれがDの頂点でラベル付
けされたn次0-1正方行列であり, その (u, v)-成分は (u, v)がDの辺となる場合に限り1

となる. 以下, Dをd-正則 (各頂点の入次数と出次数がともにd)であると仮定する. こ
のとき, dの固有ベクトルとしてオール1ベクトルが取れる事実と, Perron-Frobeniusの
定理から, dは絶対値が最大となるMDの固有値となる. いま, d = λ1, λ2, . . . , λnをMD

の固有値とおく. 一般にMDは対称ではないため, 固有値は複素数となる. そこで, 固
有値の絶対値の大小関係に着目し, Dの第2固有値をλ(D) = max2≤i≤n |λi|とおく.

次に, エクスパンダーダイグラフにおいて, 第 2固有値が重要な量であることを説明
する. まず, n頂点ダイグラフD = (V,E)において, サイズがn/2以下の任意の頂点部
分集合U に対し, |N−

D (U)| ≥ c|U |となるとき, Dを c-エクスパンダーとよぶ. ただし,

N−
D (U) = {v ∈ V \ U | ∃u ∈ U s.t. (u, v) ∈ E}とおく. この cの値が大きさが, エクス
パンダーダイグラフとしての良さを測る一つの尺度となる. さて, Dの隣接行列MDに
適切な条件を課すことで, Alon-Spencer [1]の9.2節と議論と全く同様にして, 次の定理
が証明される.
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定理 2.1 ([1]を参照). Dを n頂点 d-正則ダイグラフとし, 隣接行列MDは正規行列で
あると仮定する. このとき, Dは (d− λ(D))/2d-エクスパンダーとなる.

上の定理からλ(D)の値が小さいほど, Dはよいエクスパンダーダイグラフとなるこ
とが保証される. このことから, 第2固有値がエクスパンダーダイグラフのよさを示す
重要な量となる.

一方で, 第 2固有値の小ささは, そのダイグラフがいかにランダムダイグラフに「近
い」のかも示してくれる. この事実は, よいエクスパンダーダイグラフがランダムダ
イグラフに「近い」ことを示すものである. ここで, 辺確率 pのランダムダイグラフ
は, 大雑把に言えば, 異なる各 2頂点 u, vの順序対 (u, v)において, 辺 (u, v)を確率 pで
選ぶ試行を, 順序対ごとに独立に行うことで得られる. ダイグラフとランダムダイグ
ラフの「近さ」を与える尺度が, 擬ランダムネスとよばれるものであり, 次の jumbled

propertyで説明される. 任意のDの頂点部分集合S, Tに対して, 次を満たすとき, Dは
(p, α)-jumbledであるという.∣∣eD(S, T )− p|S||T |∣∣ ≤ α ·

√
|S||T |.

ここで, eD(S, T )はSからTに向かうDの辺の数であり, p|S||T |という量は, ランダム
ダイグラフにおいてAからBに向かうの辺の数の期待値を表す. よって, この性質にお
いて, pに応じてαをどこまで小さく抑えられるかで, いかに辺確率pのランダムダイグ
ラフに近いかを表現できる. さらに, 辺確率pのn頂点ランダムダイグラフは, Chernoff

の不等式から,高い確率で（p,O(
√
np))-jumbled (n→∞)となり, (p,O(

√
np))-jumbled

である n頂点ダイグラフの無限列は, ランダムダイグラフに近しいとみなせる. 次の
expander-mixing lemmaとよばれる補題は, 第2固有値と擬ランダムネスの関係を表す
重要な補題である.

補題 2.2 ([10], [1]). Dをn頂点 d-正則ダイグラフとし, 隣接行列MDは正規行列であ
ると仮定する. このとき, 任意のDの頂点部分集合S, Tに対して,∣∣∣eD(S, T )− d

n
|S||T |

∣∣∣ ≤ λ(D) ·
√
|S||T |

(
1− |S|

n

)(
1− |T |

n

)
.

3. 主結果
本節では, 以下の定理の証明の概略を説明する.

定理 3.1. 有限体F∗
qrの2つの部分集合S, TおよびA ⊂ F∗

qに対して, EA(S, T ) = {(s, t) ∈
S × T | Tr(st) ∈ A}とする. このとき,∣∣∣∣|EA(S, T )| − |A|qr−1

qr − 1
· |S||T |

∣∣∣∣ ≤max
{

max
χ∈F̂∗

qr ,χ|F∗q ̸=1

|χ(A)| · q
r−1
2 , |A| · q

r
2
−1
}

·

√
|S||T |

(
1− |S|

qr − 1

)(
1− |T |

qr − 1

)
.

(4)

ただし, 有限体Fqrの乗法指標χ (すなわち, 乗法群F∗
qrから複素数体の乗法群C∗への

群準同型 )の全体がなす群を F̂∗
qr (ただし, 単位元は自明な乗法指標 1)と記し, χ(A) =∑

x∈A χ(x)とおく.
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注意 3.2. Swaenepoelによる定理 1.2は, 上の定理の qが素数かつAが 1点集合の場合
である.

本稿冒頭でも述べたように, まずCay(F∗
qr , TA)の第2固有値を評価する.

補題 3.3. CayleyダイグラフCay(F∗
qr , TA)の隣接行列の各固有値は, あるχ ∈ F̂∗

qrに対
する指標和χ(TA) =

∑
x∈TA χ(x)の形で表される. 特に最大の固有値 (次数 )は, χが自

明な乗法指標1の場合の指標和1(TA) = |TA|に対応する.

証明. 隣接行列およびCayleyダイグラフそれぞれの定義から, χ(TA)は固有ベクトル
vχ = (χ(x))x∈F∗

qr
に対応する隣接行列の固有値である. 上の事実と指標の直交関係から,

補題の前半部分が示される. 後半部分は明らかである.

補題 3.4.

λ(Cay(F∗
qr , TA)) = max

{
max

χ∈F̂∗
qr ,χ|F∗q ̸=1

|χ(A)| · q
r−1
2 , |A| · q

r
2
−1
}
. (5)

証明. 補題 3.3より, χ(TA)を評価することで, 求めたい第 2固有値を評価することが
できる. まず, a ∈ F∗

qに対して, χ(T{a}) = χ(a) · χ(T{1})が成り立つ事実 (例えば, [2,

Chapter 12]などを参照)から, 本稿冒頭のTAの定義より,

χ(TA) =
∑
a∈A

χ(T{a}) =
∑
a∈A

χ(a)χ(T{1}) = χ(A)χ(T{1})

が成り立つ. 補題の主張は, 上の等式とGauss和を用いたχ(T{1})に関する以下の評価
(例えば, [2, Chapter 12])を組み合わせることで得られる.

|χ(T{1})| =


q

r−1
2 χおよびχ|F∗

q
は非自明;

q
r
2
−1 χは非自明だが, χ|F∗

q
は自明;

qr−1 χは自明.

以上で定理 3.1の証明の準備が整った.

定理 3.1の証明. 補題 3.4を用いて, D = Cay(F∗
qr , TA)として expander-mixing lemma

(補題 2.2)を適用する. (EA(S, T ) = eD(S, T
−1)であることに注意されたい. ただし,

T−1 = {t−1 | t ∈ T}とする.) ここで, MDが正規行列であることを調べる必要がある
が, DがAbel群上のCayleyダイグラフであることに着目してMDとその転置の積を計
算することで, 正規性を証明できる.

また, Swaenepoel [9]では, qが素数の場合に, Aとして1点集合だけでなく, k乗剰余
全体の集合およびF∗

qの生成元の集合などの乗法的な構造を持つ部分集合が考えられて
いる. これらの場合, maxχ∈F̂∗

qr ,χ|F∗q ̸=1 |χ(A)| = |A|となり, χ(A)に関しては, 自明な評価

しか得られない.

その一方で, Aとして加法的な構造を持つ部分集合を考えると, maxχ∈F̂∗
qr ,χ|F∗q ̸=1 |χ(A)| ≪

|A|という非自明な評価から, 定理 3.1の右辺をより小さく評価できる場合がある. 以下
の系はその一例である.
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系 3.5. qを素数とし, c, d ∈ F∗
qに対して, Aを (加法に関して )等差数列をなすF∗

qの元
の集合{c, c+ d, c+2d, . . . , c+ (|A| − 1)d}とする. また, S, TをF∗

qrの部分集合とする.

このとき, 任意の l ≥ 1に対して, ある (どのパラメータにも依存しない )定数K > 0が
あって ∣∣∣∣|EA(S, T )| − |A|qr−1

qr − 1
· |S||T |

∣∣∣∣ ≤K|A|1− 1
l+1 q

r−1
2

+ 1
4l log q

·

√
|S||T |

(
1− |S|

qr − 1

)(
1− |T |

qr − 1

)
.

(6)

上の系において, Aが |A| ≫ q
l+1
4l (log q)l+1のようにある程度大きい部分集合であれば,

maxχ∈F̂∗
qr ,χ|F∗q ̸=1 |χ(A)| ≪ |A|となり,非自明な評価となる. ここで, maxχ∈F̂∗

qr ,χ|F∗q ̸=1 |χ(A)|
の評価として, Burgess [4]の部分指標和の結果を用いた.

4. 諸注意
· Swaenepoel [9]の定理 1.2の原証明は, 本質的にはexpander-mixing lemmaの証明
における議論の特別な場合を用いている. (少なくともこの事実は言及されておら
ず,指標和の技術的な計算の形の証明になっている). 今回筆者は, (部分的に,固有
値の評価に関してSwaenepoelと同様に指標和の評価を用いるものの) Swaenepoel

の証明をグラフ理論の見地から与えた. これにより, Swaenepoelの整数論的な結
果が, エクスパンダーダイグラフまたは擬ランダムネスなどを通して組合せ論的
な見地から捉えられることを明らかにした.

· Abel群Γとその部分集合Xに対して, Cayley和グラフCayS(Γ, X)は, 頂点集合
に Γを持ち, 2頂点 u, vに対し, u + v ∈ Xであるときに限り辺 {u, v}を定義す
ることで得られるグラフである. 定理 3.1は, CayS(F∗

qr , TA)に対してグラフ版の
expander-mixing lemmaを用いることでも証明できる.

· Mattheus [7]は筆者とは別に, 定理 1.2の一般形の証明を与えている. 彼の証明
は, 今回用いた Cay(F∗

qr , TA)とは別のある 2部グラフに対して, 2部グラフ版の
expander-mixing lemmaを応用するものである. その 2部グラフの隣接行列の固
有値の評価では,指標和の評価を全く用いることなく組合せ論的な証明を行ってい
る. その一方で,定理 3.1とは異なり, Aが1点集合でない場合において, |EA(S, T )|
と |A|qr−1

qr−1
· |S||T |の誤差は, Aのいかなる構造に対しても一様にしか与えられない.

· 一般の素数べき qの場合の系 3.5に対応する結果も, Davenport-Lewis [5]の結果
を応用して得られる.

· Swaenepoel [9]では, 具体的な S, T ⊂ F∗
q を構成することで, 定理 1.2における

右辺の最適性も議論されている. 一方で, エクスパンダーグラフの構成に関する
Bilu-Linial [3]の仕事で証明された expander-mixing lemmaの「逆」の形の補題
を用いることで, 十分大な qとすべての互いに素な S, T ⊂ F∗

qrに対して, 右辺の
q

r−1
2 の項は, いかなるε > 0に対しても, q

r−1
2

−εの形には改良できないことも証明
できる.
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that the map from the harmonic polynomial P , which is invariant of
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an analogy of Moriyama’s conjecture for codes and we also show some
enumeration results of this conjecture.
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1 Introduction
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integral linear combinations of the vectors e1, · · · , en. The dual lattice Λ is
the lattice

Λ] := {y ∈ Rn | (y, x) ∈ Z, ∀x ∈ Λ},

where (x, y) is the standard inner product. In this paper, we assume that the
lattice Λ is integral, that is, (x, y) ∈ Z for all x, y ∈ Λ. An integral lattice Λ
is called even if (x, x) ∈ 2Z for all x ∈ Λ, and it is odd otherwise. An integral
lattice Λ is called unimodular if Λ] = Λ.

Let H := {z ∈ C | Im(z) > 0} be the upper half-plane. We denote by
Harmj(Rn) the set of homogeneous harmonic polynomials of degree j on Rn.

Definition 1.1. Let Λ be the lattice of Rn. Then for a polynomial P ∈
Harmj(Rn), the function

ϑΛ,P (z) :=
∑
x∈Λ

P (x)eiπz(x,x)

is called the theta series of Λ weighted by P .

The theta series of Λ weighted by P is a modular form for some subgroup
ΓL of SL2(R) with some character χL. For the detailed expression of modular
forms, see [3, 7, 8, 12, 13]. We denote by Mk(Γ, χ) (resp. Sk(Γ, χ)) the space
of modular forms (resp. cusp forms) with respect to Γ with the character χ.
The following Moriyama’s Conjecture is due to [16].

Conjecture 1.1. Let L be a integral lattice of rank n. Let Harmj(Rn)Aut(L)

be a set of harmonic polynomimals, which is an invariant polynomial of
Aut(L). Then the following map is injective:

Harmj(Rn)Aut(L) →Mn/2+j(ΓL, χL);P 7→ ϑL,P .

In [9], it is showed that for L = E8-lattice and deg(P ) < 20, the Conjec-
ture 1.1 is true. But in [17], it is showed for L = E8-lattice that if deg(P ) = 24
then

dim Harm24(R8)Aut(E8) 6= dimM24+4(ΓE8 , χE8).

Hence in general the Conjecture 1.1 is not true. The main purposes of the
present paper is to state an analogy of Moriyama’s conjecture in coding
theory and to show that some enumeration results of the conjecture.

2
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2 Harmonic Weight Enumerator

In this section, we review the concept of the harmonic weight enumerators.
Let C be a code of length n. The weight distribution of a code C is

the sequence {Ai | i = 0, 1, . . . , n}, where Ai is the number of codewords of
weight i. The polynomial

wC(x, y) =
n∑
i=0

Aix
n−iyi

is called the weight enumerator of C. The weight enumerator of a code C
and its dual C⊥ are related. The following theorem, due to MacWilliams, is
called the MacWilliams identity:

Theorem 2.1 ([14]). Let wC(x, y) be the weight enumerator of an [n, k] code
C over Fq and let wC⊥(x, y) be the weight enumerator of the dual code C⊥.
Then

wC⊥(x, y) = q−kWC(x+ (q − 1)y, x− y).

A striking generalization of the MacWilliams identity was obtained by
Bachoc [1], who gave the concept of harmonic weight enumerators and a gen-
eralization of the MacWilliams identity. The harmonic weight enumerators
have many applications; particularly, the relations between coding theory
and design theory are reinterpreted and progressed by the harmonic weight
enumerators [1, 2]. For the reader’s convenience, we quote the definitions
and properties of discrete harmonic functions from [1, 4].

Let Ω = {1, 2, . . . , n} be a finite set (which will be the set of coordinates
of the code) and let X be the set of its subsets, while, for all k = 0, 1, . . . , n,
Xk is the set of its k-subsets. We denote by RX, RXk the real vector spaces
spanned by the elements of X, Xk, respectively. An element of RXk is
denoted by

f =
∑
z∈Xk

f(z)z

and is identified with the real-valued function on Xk given by z 7→ f(z).

Such an element f ∈ RXk can be extended to an element f̃ ∈ RX by
setting, for all u ∈ X,

f̃(u) =
∑

z∈Xk,z⊂u

f(z).

3
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If an element g ∈ RX is equal to some f̃ , for f ∈ RXk, we say that g has
degree k. The differentiation γ is the operator defined by the linear form

γ(z) =
∑

y∈Xk−1,y⊂z

y

for all z ∈ Xk and for all k = 0, 1, . . . n, and Harmk is the kernel of γ:

Harmk = ker(γ|RXk
).

In [1], the harmonic weight enumerator associated with a binary linear
code C was defined as follows:

Definition 2.1. Let C be a binary code of length n and let f ∈ Harmk. The
harmonic weight enumerator associated with C and f is

wC,f (x, y) =
∑
c∈C

f̃(c)xn−wt(c)ywt(c).

Bachoc proved the following MacWilliams-type identity:

Theorem 2.2 ([1]). Let wC,f (x, y) be the harmonic weight enumerator asso-
ciated with the code C and the harmonic function f of degree k. Then

wC,f (x, y) = (xy)kZC,f (x, y)

where ZC,f is a homogeneous polynomial of degree n− 2k, and satisfies

ZC⊥,f (x, y) = (−1)k
2n/2

|C|
ZC,f

(
x+ y√

2
,
x− y√

2

)
.

Let Sn be the symmetric group of n positions. For a permutation σ ∈ Sn,
and f ∈ RXk, define fσ ∈ RXk by

fσ =
∑
z∈Xk

f(z)zσ

Now for a binary code C of length n, a code Cσ, which may or may not be
exactly the same code as C. If Cσ = C, we call Cσ an automorphism of C,
and in any case we refer to C and Cσ as equivalent codes. We call

Aut(C) = {σ ∈ Sn | C = Cσ}

the automorphism group of the code C. By Harm
Aut(C)
k we denotes the set

of elements in Harmk which are invariant under Aut(C), that is,

Harm
Aut(C)
k := {f ∈ Harmk | f = fσ for all σ ∈ Aut(C)}

4
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Conjecture 2.1. [16] Let C be a Fq-code of length n. Let Harmj(Rn)Aut(C)

be a set of harmonic polynomials, which is an invariant polynomial of Aut(C).
Then the following map is injective:

Harmj(Rn)Aut(C) → C[x, y]; f 7→ wC,f .

2.1 Method of Computation

In [11] the Hahn polynomials is defined in terms of the generalized hyperge-
ometric series:

3F2(a1, a2, a3; b1, b2; z) =
∞∑
i=0

(a1)i(a2)i(a3)i
(b1)i(b2)i

.
zi

i!

where (a)0 = 1 and (a)i = a(a+ 1)(a+ 2) . . . (a+ i− 1) for i ≥ 1. The series
terminates if one of the ai is zero or a negative integer. For real α, β and
for positive integer N , the Hahn polynomials Qm(x) ≡ Qm(x;α, β,N) are
defined by hypergeometric series as:

Qm(x) = 3F2(−m,−x,m+ α + β + 1;α + 1,−N + 1; 1)

for m = 0, 1, . . . , N−1. The explicit formula for the Hahn polynomials given
in [11] as follows:

Qm(x) ≡ Qm(x;α, β,N) =
m∑
i=0

(−m)i(−x)i(m+ α + β + 1)i
(α + 1)i(−N + 1)i

· 1i

i!
.

From the explicit formula it can be seen at once that Qm(x) is a polynomial
in the variable x with degree exactly m.

Theorem 2.3 ([1], Proposition 5.1). Let T be a t-subset of {1, 2, . . . , n}. For
all k, 1 ≤ k ≤ t ≤ n/2, let Hk,T ∈ RXt be given by:

Hk,T (u) = Qt
k(t− |u ∩ T |)

for all t-set u, where Qt
k(x) ≡ Qk(x; t − n − 1,−t − 1, t + 1) are orthogonal

Hahn polynomials. Then Hk,T ∈ Harmk.

By Theorem 2.3 we can form a square matrix of order

(
n

t

)
, say, H =

[Hk,T (u)] for t-subsets T and u . Using elementary row operations we compute

5
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Hk,T ∈ Harmk such that Hk,T is independent. Also compute the rank of
matrix H which is equal to

mk =

(
n

k

)
−
(

n

k − 1

)
, where k = 1, 2, . . . , n/2.

Now let BH be a basis of Harmk. Again let Hk,T ∈ BH for some t-subset, T .
Then Hk,T (u) for all t-subset u forms an independent row in the matrix H.
Therefore dim(Harmk) = mk.

Let Hk,Ti ∈ BH for i = 1, 2, . . . ,mk. Then an element f ∈ Harmk can be
written as follows

f =

mk∑
i=1

αiHk,Ti =

mk∑
i=1

αi

(∑
u∈Xt

Hk,Ti(u)u

)
=
∑
u∈Xt

(
mk∑
i=1

αiHk,Ti(u)

)
u.

where αi ∈ R and

fσ =

mk∑
i=1

αiH
σ
k,Ti

=

mk∑
i=1

αi

(∑
u∈Xt

Hk,Ti(u)uσ

)
=
∑
u∈Xt

(
mk∑
i=1

αiHk,Ti(u)

)
uσ

Now let f ∈ Harm
Aut(C)
k . Therefore for all u ∈ Xt we have,

mk∑
i=1

αiHk,Ti(u) =

mk∑
i=1

αiHk,Ti(v),

where u = vσ for some v ∈ Xt. Therefore the number of equations we have is
γ|Xt|, where γ denotes the number of generators of Aut(C). Applying matrix
row operations on γ|Xt| equations, we evaluate linearly independent equa-
tions with mk unknowns. Let the number of linearly independent equations
be me. Our computation shows that me ≤ mk. Therefore

dim
(

Harm
Aut(C)
k

)
= mc = mk −me

Now we have the following Theorem.

Theorem 2.4. Let C = Fn2 . Then Aut(C) = Sn. We have

Harmj(Rn)Aut(C) = {0}.

This means that Conjecture 2.1 is true for the case C = Fn2 .

Proof. For a symmetric polynomial f , we have that γ(f) 6= 0. The proof is
completed.

6
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2.2 Length 8

For n = 8 we have C = e8 with γ = 6, the number of generators of Aut(C).
Here we have the following observations:

n 1 ≤ k ≤ n/2 k ≤ t ≤ n/2 |Xt| mk me mc

8 1 1 8 7 7 0
2 2 28 20 20 0
3 3 56 28 28 0
4 4 70 14 13 1

Table 1: Data Table for Length 8

For k = 1, 2, 3 we compute wC,f = 0 for f ∈ Harm
Aut(C)
k .

For k = 4 we compute dim(Harm
Aut(C)
k ) = 1. This implies Harm

Aut(C)
k =

〈f1〉 for some f1 ∈ Harmk. That is,

Harm
Aut(C)
k 3 f = Af1 for A ∈ R.

The harmonic weight enumerator for k = 4, C = e8 and f ∈ Harm
Aut(C)
k is

wC,f =
14

3
Ax4y4.

Hence we have the following Theorem.

Theorem 2.5. For C = e8, Conjecture 2.1 is true. That is, the following
map is injective:

Harmj(Rn)Aut(e8) → C[x, y]; f 7→ we8,f .

2.3 Length 16

For n = 16 we have two cases

(i) C = d+
16 with γ = 8 and

(ii) C = e2
8 with γ = 13,

7
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n 1 ≤ k ≤ n/2 k ≤ t ≤ n/2 |Xt| mk me mc

16 1 1 16 15 15 0
2 2 120 104 103 1
3 3 560 440 440 0

Table 2: Data Table for Length 16

where γ is the number of generators of Aut(C). Here we have the following
observations for both the cases:

For k = 1, 3 we compute wC,f = 0 for f ∈ Harm
Aut(C)
k for both C = d+

16

and C = e2
8.

For k = 2 and both the codes, we compute dim(Harm
Aut(C)
k ) = 1. This

implies Harm
Aut(C)
k = 〈f1〉 for some f1 ∈ Harmk. That is,

Harm
Aut(C)
k 3 f = Af1 for A ∈ R.

The harmonic weight enumerator for k = 2 and f ∈ Harm
Aut(C)
k is

[C = d+
16] wC,f =

336

13
Ax12y4 − 672

13
Ax8y8 +

336

13
Ax4y12.

[C = e2
8] wC,f =

672

13
Ax12y4 − 1344

13
Ax8y8 +

672

13
Ax4y12.

Therefore the Conjecture 2.1 is true for n = 16 and k = 1, 2, 3. But
for n = 16, we need further computation to establish the Conjecture 2.1
true.
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「符号のサポートデザインについて」
On the support designs of codes

中空　大幸

(Hiroyuki Nakasora)　

神戸学院大学

(Kobe Gakuin University)

1 序文
本稿は講演の内容に加筆したものである。また，一連の論文 [7], [9],[10]を基に構成し
ている。
C を binary codeとする。c = (c1, c2, . . . , cn) ∈ C, (ci ∈ F2)に対して，supp(c) = {i :

ci ̸= 0}を cの supportと呼ぶ。X = {1, 2, . . . , n}，Bを weight w のコードワード全体の
supportとする。すると，結合構造Dw = (X,B)を Cのweight w の support designとい
う。この support designについて次のAssmus-Mattson の定理 [1]が重要である。

Theorem 1.1 ([1]). Let C be an [n, k, d] linear code over Fq and C⊥ be the dual [n, n−
k, d⊥] code. Denote by n0 the largest integer ≤ n such that n0 − n0+q−2

q−1
< d, and define

n⊥
0 similarly for the dual code C⊥. Suppose that for some integer t, 0 < t < d, there are

at most d− t non-zero weights w in C⊥ such that w ≤ n− t. Then:

(1) the support design for any weight u, d ≤ u ≤ n0 in C is a t-design;

(2) the support design for any weight w, d⊥ ≤ w ≤ min{n− t, n⊥
0 } in C⊥ is a t-design.

ある linear code C の support design Dw が Assmus-Mattson の定理によって t-design

(t > 0) となるならば，その符号を applicable to the Assmus–Mattson theoremと呼ぶ。
ここで，Dwについて次のような定義を与える。

δ(C) := max{t ∈ N | ∀w,Dw is a t-design}
s(C) := max{t ∈ N | ∃w, s.t. Dw is a t-design}

この定義から明らかに δ(C) ≤ s(C)である。2016年の我々の論文 [9] において次のよ
うな問題を提起した。

Problem 1.2. s(C)の上限を求めよ。

Problem 1.3. δ(C) < s(C)となる場合はどこで起こり得るか ?

Problem 1.2について，t ≥ 6の t-designの実例は現在知られていない。これら 2つの問
題に対して，まずは極めて重要な符号のクラスである extremal Type II codeについて調
べた。
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2 Extremal Type II codeのサポートデザイン
長さ nの extremal Type II codeを C とする。ここでCの minimum weight は d(C) =

4[n/24]+ 4 である。また，Zhang [14]より (i) n = 24m の場合 m ≥ 154, (ii) n = 24m+8

の場合 m ≥ 159, (iii) n = 24m+ 16 の場合 m ≥ 164 で非存在が知られている。
δ(C)と s(C)の値の可能性についてN. Horiguchi, T. Miezaki and H. Nakasora [7]とT.

Miezaki and H. Nakasora [9] から次の結果を得ている。

Theorem 2.1. Let C be an extremal Type II code of length n.

(1) If n = 24m, then δ(C) = s(C) = 5 or δ(C) = s(C) = 7.

(2) If n = 24m+ 8, then δ(C) = s(C) = 3 or 5 ≤ δ(C) ≤ s(C) ≤ 7.

(3) If n = 24m+ 16, then δ(C) = s(C) = 1 or 3 ≤ δ(C) ≤ s(C) ≤ 5.

Problem 1.2について，extremal Type II codeにおいて s(C) ≤ 7である。Problem 1.3

について，Theorem 2.1(1)の nが 24の倍数のときは δ(C) < s(C)となる場合が起きない
ことが分かる。次の命題で δ(C) < s(C)が起きる可能性がある場合について述べる。

Proposition 2.2. If the case δ(C) < s(C) occurs, then one of the following holds:

(1) n = 24m+ 8, m = 58, δ(C) = 6 and s(C) = 7 with w = n/2;

(2) n = 24m + 16, m ∈ {10, 23, 79, 93, 118, 120, 123, 125, 142}, δ(C) = 4 and

s(C) = 5 with w = n/2.

注意として extremal Type II codeにおいて，δ(C) < s(C)となる実例は知られていな
く未解決問題である。
δ(C) < s(C)の場合の重要性は，「符号とサポートデザインの関係」と次に述べる「格子

と spherical t-designの関係」との類似性によることが挙げられる。

Theorem 2.3 ([13]). Let L be an extremal Type II lattice of rank n and L2m := {x ∈ L :

(x, x) = 2m}. If L2m ̸= ϕ, then L2m is a spherical
11-design (n ≡ 0 (mod 24)),

7-design (n ≡ 8 (mod 24)),

3-design (n ≡ 16 (mod 24)).

例えば，(E8)2mは spherical 7-design である。そして，次の Ramanujan τ 函数との関
係がある。

Theorem 2.4 ([13]). (E8)2m is a spherical 8-design if and only if τ(m) = 0, where

q

∞∏
m=1

(1− qm)24 =
∞∑
m=0

τ(m)qm.

有名な Lehmer予想が関係している。
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Conjecture 2.5 ([8]). For all m,

τ(m) ̸= 0.

この Lehmer予想を extremal Type II codeとサポートデザインに言い換えると

δ(C) = s(C)

である。よって，δ(C) < s(C)はどこで起こっているのか? extremal Type II codeの枠
組を外して δ(C) < s(C) の起こる場合について探索を始めた。

3 長さ48の triply even codeのサポートデザイン
知られている δ(C) < s(C)の例は 1984年の Dillion-Schatz [6]がある。それは binary

[22m, 2m+ 2] code Cでそのweight enumeratorは

1 + 22mx2
2m−1−2m−1

+ (22m+1 − 2)x2
2m−1

+ 22mx2
2m−1+2m−1

+ x2m

である。weight 22m−1 ± 2m−1 に対しては support 2-designで，weight 22m−1に対しては
support 3-designとなっている。すなわち，2 = δ(C) < s(c) = 3である。我々はDillion-

Schatzの符号とは本質的に異なる例を長さ 48の triply even codes の中から見つけた。
長さ48の triply even codesは [4]で分類がされている。別宮先生のウェブサイト [3]で用い

られている記号 ⟨Dimension, Code Id, [ Generators ]⟩ を本稿では ⟨Dimension, [Code Id]⟩
で表す。

Proposition 3.1. If a triply even code of length 48 C is applicable to the Assmus–Mattson

theorem, then one of the following:

(A) ⟨7, [144]⟩, ⟨8, [129, 130, 131, 132, 133]⟩,
⟨9, [59, 60, 61, 62, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 1109, 1712, 1714, 1716, 1960]⟩,
⟨10, [16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 549, 550, 554, 1001, 1245, 1246, 1247]⟩,
⟨11, [6, 7, 154, 520]⟩, ⟨12, [3]⟩, ⟨13, [1]⟩.

(B) ⟨2, [1]⟩, ⟨3, [4]⟩, ⟨4, [7]⟩, ⟨5, [12]⟩

Proof. Assmus-Mattson の定理の条件 d⊥− t = |{wt(u) : u ∈ C,wt(u) ̸= 0, 48}|において，
(A)は 4− t = 3より，t = 1を得る。
(B)は 2− t = 1より，t = 1を得る。

主定理は次である。

Theorem 3.2. Let C be a triply even code length 48 in Proposition 3.1. Let Dw and D⊥
w

be the support t-design of weight w of C and C⊥.

(1) For all w, Dw and D⊥
w are 1-designs.

(2) If C is a code in Proposition 3.1 (A) except for ⟨13, [1]⟩, D⊥
6 (and also D⊥

42) is a

2-design but is not a 3-design. For the other cases, Dw and D⊥
w are not 2-designs.

3

25



この定理は最初はコンピュータ (MAGMA)の計算によって確認した。しかし，weight

6に起きている現象の原因が分かり，証明は理論的に行った。この証明の概要については
次節で述べる。この定理において重要な例を 2つ挙げる。

Example 3.3. Proposition 3.1 (A)の１つである ⟨7, [144]⟩の triply even code を Cとす
る。そのweight enumerator は

WC(x, y) = x48 + 3x32y16 + 120x24y24 + 3x16y32 + y48

である。Cの双対符号C⊥はMiyamoto’s moonshine code [12]と呼ばれる。
Proposition 3.1とTheorem 3.2から，すべてのweight wに対して，DwとD⊥

wは1-design

である。さらに，双対符号のweight 6は特別でD⊥
6 は 2-(48, 6, 2520) designとなっている。

(D⊥
42は 2-(48, 6, 2520) designの complementである。)

Example 3.4. Theorem 3.2 (2)で除いた ⟨13, [1]⟩の triply even codeは extended doubling

D(G24)である。また，AutD(G24) = 212.M24である。D(G24) = C ′とおく。その weight

enumerator は

WC′(x, y) = x48 + 759x32y16 + 6672x24y24 + 759x16y32 + y48

である。
MacWilliams 恒等式

WC′⊥(x, y) = 2−13WC′(x+ y, x− y)

から双対符号の C ′⊥のコードワードの個数を計算すると weight 6のコードワードの個数
がA⊥

6 = 0である。よって，D⊥
6 はブロックの集合が空集合である自明なデザインであるこ

とが分かる。双対符号のweight 6を除いたすべてのweight wに対して，Proposition 3.1

とTheorem 3.2から，DwとD⊥
w は 1-designである。

表 1にはTheorem 3.2で得られる双対符号のweight 6 の support 2-deignについてまと
めている。また，三枝崎氏のホームページにはこれらの符号とデザインに関するデータ
[11]が与えられている。

4 Theorem 3.2の証明概要
今節では Theorem 3.2の証明の概要について述べる。詳しい証明は [10]を参照頂きた

い。まず，準備として harmonic weight enumerator の定義から始める。

Definition 4.1. 長さnのbinary codeをC，f ∈ Harmkとする。Cとfに関するharmonic

weight enumeratorは

WC,f (x, y) =
∑
c∈C

f̃(c)xn−wt(c)ywt(c)

である。

次に harmonic weight enumeratorと t-designの関係は次のDelsarte [5]による。
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表 1: weight 6 の support 2-deignについて

次元 [Code Id] 2-(v, k, λ)

Weight distribution (i, Ai) for Ai ̸= 0 個数
7 [144] 2-(48, 6, 2520)

(0, 1), (16, 3), (24, 120), (32, 3), (48, 1) 1

8 [129,130,131,132,133] 2-(48, 6, 1240)

(0, 1), (16, 15), (24, 224), (32, 15), (48, 1) 5

9 [59,60,61,62,63,64,65,66,67,68,69,1109,1712,1714,1716,1960] 2-(48, 6, 600)

(0, 1), (16, 39), (24, 432), (32, 39), (48, 1) 16

10 [16,17,18,19,20,21,22,549,550,554,1001,1245,1246,1247] 2-(48, 6, 280)

(0, 1), (16, 87), (24, 848), (32, 87), (48, 1) 14

11 [6,7,154,520] 2-(48, 6, 120)

(0, 1), (16, 183), (24, 1680), (32, 183), (48, 1) 4

12 [3] 2-(48, 6, 40)

(0, 1), (16, 375), (24, 3344), (32, 375), (48, 1) 1

13 [1] -

(0, 1), (16, 759), (24, 6672), (32, 759), (48, 1) 0

Theorem 4.2 ([5]). Dwが t-designになることと，任意の f ∈ Harmk, 1 ≤ k ≤ tに対し
て
∑

b∈Dw
f̃(b) = 0を満たすことは同値である。

Bachoc [2]は次のようなMacWilliams型の恒等式を示した。

Theorem 4.3 ([2]). WC,f (x, y)を binary code Cと degree kの harmonic function f に関
する harmonic weight enumeratorとする。

WC,f (x, y) = (xy)kZC,f (x, y)

そこで，ZC,f は degree n− 2kの homogeneous polynomialである。すると，次を満たす。

ZC⊥,f (x, y) = (−1)k 2
n/2

|C|
ZC,f

(
x+ y√

2
,
x− y√

2

)
C を Proposition 3.1 (A) の triply even codeとする。ただし ⟨13, [1]⟩を除く。すると，

Assmus-Mattson の定理よりすべてのweight wに対して，DwとD⊥
w は 1-designである。

この時D⊥
6 が 2-designになることを示す。

WC,f (x, y)をCとdegree 2のharmonic function fに関するharmonic weight enumerator

とする。　

WC,f (x, y) =
∑
c∈C

f̃(c)x48−wt(c)ywt(c)

= ax32y16 + bx24y24 + ax16y32

= (xy)2(ax30y14 + bx22y22 + ax14y30)

= (xy)2ZC,f (x, y)

5
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ここで，a, b ̸= 0である。
Theorem 4.3より，つぎの等式をみたす係数 a′, b′が存在する。

ZC⊥,f (x, y) = (−1)2 2
24

|C|
ZC,f

(
x+ y√

2
,
x− y√

2

)
= a′(x+ y)30(x− y)14 + b′(x+ y)22(x− y)22 + a′(x+ y)14(x− y)30

C⊥はminimum weight 4より，ZC⊥,f の中の x44の係数は 0である。よって，b′ = −2a′を
得る。ゆえに，

WC⊥,f (x, y)

= (xy)2
(
a′(x+ y)30(x− y)14 − 2a′(x+ y)22(x− y)22 + a′(x+ y)14(x− y)30

)
すると，直接的な計算によりWC⊥,fの中のx42y6の係数は0であることを得る。Theorem

4.2より，D⊥
6 は 2-designである。
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Bordered complex Hadamard matrices and strongly
regular graphs

Takuya Ikuta (Kobe Gakuin University) and
Akihiro Munemasa (Tohoku University)

1 Introduction

We classify bordered complex Hadamard matrices whose core is contained in the
Bose-Mesner algebra of a strongly regular graph. We denote by r, s the nontrivial
eigenvalues of a strongly regular graph with parameter (k, λ, µ), where r > 0, s ≤ −1.
As a consequence of our classification, we have the following: (i) If the core is a
conference graph, then there are two kinds of complex Hadamard matrices. One
is of Butson-type whose entries are 4-th roots of unity, and the other is a complex
Hadamard matrix whose entries contain a complex number which is not a root of
unity. (ii) If the core is a strongly regular graph with parameters (2r2, r2, r2), where
r is an integer with r ≥ 2, then we have a (real) Hadamard matrix. (iii) If neither (i)
nor (ii) occurs, then we have k = −2rs±1+h

2
, where h =

√
4r(r + 1)s(s+ 1) + 1 ∈ Z.

No example is known for this case. In this report, we mainly consider the essential
case (iii).

A complex Hadamard matrix is a square matrix W of order n which satisfies

WW
⊤
= nI and all of whose entries are complex numbers of absolute value 1. In

this paper, we consider a complex Hadamard matrix of the form:

W =

(
1 e
e⊤ W1

)
, (1)

where e is the all 1’s row vector of size n. The submatrix W1 is said to be a core
of W . In [5] J. Seberry constructed a complex Hadamard matrix W whose entries
are 4-th roots of unity, and the core W1 is contained in the Bose–Mesner algebra of
a conference graph. And, in [4] S. N. Singh and Om Prakash Dubey constructed
a Hadamard matrix W whore core W1 is contained in the Bose–Mesner algebra of
strongly regular graph with parameters (2r2, r2, r2). As a natural problem, assuming
W1 is contained in the Bose–Mesner algebra of a strongly regular graph, we are
interested in whether other complex Hadamard matrices arise or not.

Let X be a finite set with n elements, and let X = (X, {Ri}2i=0) be a symmetric

1
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2-class association scheme with the first eigenmatrix P = (Pi,j)0≤i≤2
0≤j≤2

:1 k1 k2
1 r −(r + 1)
1 s −(s+ 1)

 , (2)

where r, s ∈ R, r ≥ 0, and s ≤ −1. We let A denote the Bose–Mesner algebra
spanned by the adjacency matrices A0, A1, A2 of X. A strongly regular graph Γ with
parameters (k, λ, µ) is equivalent to X, via the correspondence R1 equal to the set of
edges and R2 equal to the set of non-edges. In this paper, by exchanging R1 and R2,
we may assume that r + s ≥ −1 without loss of generality.

Let
W1 = w0A0 + w1A1 + w2A2 ∈ A. (3)

and w0, w1, w2 (w1 ̸= w2) are complex numbers of absolute value 1. Then we have
the following.

Theorem 1. Suppose that r, s ∈ R, r ≥ 0, s ≤ −1, and r + s ≥ −1. Let W1 be the
matrix defined in (3). If the matrix W defined by (1) is a complex Hadamard matrix,
then one of the following holds.

(i) Γ is a conference graph on (2r + 1)2 vertices, and

(a) (w0, w1, w2) = (−1,±i,∓i), or
(b) (w0, w1, w2) = (1, −1±i

√
4r4+8r3+4r2−1
2r(r+1)

, −1∓i
√
4r4+8r3+4r2−1
2r(r+1)

).

(ii) (k1, s) = (2r2,−r), and (w0, w1, w2) = (1,−1, 1).

(iii) r + s > 0, h =
√

4r(r + 1)s(s+ 1) + 1 ∈ Z, and k1 = (−2rs± 1 + h)/2.

Conversely, if (i) or (ii) hold, then the matrix (1) is a complex Hadamard matrix.

Remark 1. Strongly regular graphs having parameter (ii) in Theorem 1 are given
by (k, λ, µ) = (2r2, r2, r2). These strongly regular graphs were already considered in
[4]. The list of strongly regular graphs up to 1, 300 vertices are given in Brouwer’s
database [2]. According to that, strongly regular graphs with parameters (2r2, r2, r2)
exist for r = 2, . . . , 10, 12, . . . , 16, 18, are unknown for r = 11, 17. No example is
known for strongly regular graph with parameter (iii) in Theorem 1.

2 Preliminaries

Let (X, {Ri}di=0) be a symmetric d-class association scheme with the first eigenmatrix
P = (Pi,j)0≤i≤d

0≤j≤d
. (For more general and detailed theory of association schemes, see

[1].) We let A denote the Bose–Mesner algebra spanned by the adjacency matrices
A0, A1, . . . , Ad of X. Then the adjacency matrices are expressed as

Aj =
d∑
i=0

Pi,jEi (j = 0, 1, . . . , d), (4)

2

31



where E0 =
1
n
J,E1, . . . , Ed are the primitive idempotents of A.

In (1), let

W1 =
d∑
j=0

wjAj ∈ A (5)

and w0, . . . , wd are complex numbers of absolute value 1.
Define

βk =
d∑
j=0

wjPk,j (k = 0, 1, . . . , d). (6)

By (4), (5) and (6) we have

W1 =
d∑

k=0

βkEk. (7)

Let Xj (0 ≤ j ≤ d) be indeterminates. For k = 1, 2, . . . , d, let ek be the polynomial
defined by

ek =
d∏

h=0

Xh

(
d∑
j=0

P 2
k,j +

∑
0≤j1<j2≤d

Pk,j1Pk,j2

(
Xj1

Xj2

+
Xj2

Xj1

)
− (n+ 1)

)
, (8)

and e0 be the polynomial defined by

e0 = 1 +
d∑
j=0

kjXj. (9)

Then we have the following.

Lemma 1. The following statements are equivalent:

(i) the matrix W defined by (1) is a complex Hadamard matrix,

(ii) βkβk = n+ 1 for k = 1, . . . , d, and 1 +
∑d

j=0 kjwj = 0,

(iii) (wj)0≤j≤d is a common zero of ek (k = 0, . . . , d).

Let W1 be the matrix defined by (3), and let W be the matrix defined by (1).
Consider the polynomial ring

R = C[X0, X1, X2].

Then by (8) and (9) we have

e0 =1 +X0 + k1X1 + k2X2, (10)

e1 =− ((r + 1)X1 − rX2)X
2
0 −

(
r(r + 1)(X1 −X2)

2 + (k1 + k2)X1X2

)
X0

+ (rX1 − (r + 1)X2)X1X2, (11)

e2 =− ((s+ 1)X1 − sX2)X
2
0 −

(
s(s+ 1)(X1 −X2)

2 + (k1 + k2)X1X2

)
X0

+ (sX1 − (s+ 1)X2)X1X2. (12)

3
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Let I be the ideal of R generated by (10), (11), and (12). We write

w = (w0, w1, w2) (13)

for brevity. Let
wj = aj + bji (14)

for j = 0, 1, 2, where aj, bj ∈ R, a2j + b2j = 1, and i2 = −1. We write

w′ = (a0 + b0i, a1 + b1i, a2 + b2i) (15)

for brevity.

Lemma 2. Let W1 be the matrix defined by (3), and let W be the matrix defined by
(1). Then the matrix W is a complex Hadamard matrix if and only if w is a common
zero of the polynomials ek (k = 0, 1, 2).

3 Strongly regular graphs

In this section, we consider a symmetric 2-class association scheme and a strongly
regular graph. Let X = (X, {Ri}2i=0) be a symmetric 2-class association scheme with
the first eigenmatrix (2). We have the following three cases in (2): (a) r + s ≥ 0,
(b) r + s = −1, (c) r + s ≤ −2. Suppose that (c) holds. Then the eigenvalues of
R2 satisfy −(r + 1) − (s + 1) ≥ 0. By exchanging R1 and R2, we may assume that
r + s ≥ −1 without loss of generality. Therefore we only consider the two cases (a)
and (b). Under this assumption, we have

k2 ≥ 2. (16)

Indeed, if k2 = 1, then R2 is a matching, and hence the eigenvalues satisfy−r−1 = −1
and −s− 1 = 1. This implies r + s = −2, contrary to our assumption.

A strongly regular graph Γ with parameters (k, λ, µ) is equivalent to X, via the
correspondence R1 equal to the set of edges and R2 equal to the set of non-edges.
The complement of a strongly regular graph is also a strongly regular graph. The
three parameters of Γ are k(= k1) = p01,1, λ = p11,1, and µ = p21,1. Then we have

µ = k1 + rs, (17)

λ = r + s+ µ, (18)

k2µ = k1(k1 − λ− 1), (19)

n = 1 + k + k(k − λ− 1)/µ. (20)

A conference graph is a strongly regular graph Γ satisfying one of the following
two equivalence conditions:

(i) k1 = 2r(r + 1), r + s = −1,

(ii) m1 = m2.

4
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We remark that the eigenvalues r, s of a strongly regular graph Γ are integers unless
Γ is a conference graph. If Γ is a conference graph, then r = −1+

√
2k1+1
2

and s =
−1−

√
2k1+1
2

. In any case,
rs ∈ Z. (21)

By (17), (18) and (19), we have

k2µ

k1
= −(r + 1)(s+ 1). (22)

This shows that s = −1 is equivalent to µ = 0. In fact this occurs precisely when Γ
is a disjoint union of complete graphs.

4 Properties of the polynomials L(X), M(X), and

S(X)

Throughout this section, suppose that r, s ∈ R, r ≥ 0, s < −1, and r + s ≥ −1.
Define the polynomials L(X), M(X), and S(X) as follows:

L(X) = X3 +
4rs− r − s+ 3

2
X2 +

−4rs(r + s− 1) + 1

2
X

+
rs(r2 + 2(3s+ 1)r + s2 + 2s+ 2)

2
, (23)

M(X) = L(X)− 4(X + rs)2, (24)

S(X) = s4X
4 + s3X

3 + s2X
2 + s1X + s0, (25)

where

s4 = (r + s+ 1)2,

s3 = 4sr3 + 8s(s+ 1)r2 + (4s3 + 8s2 + 8s+ 2)r + 2s+ 2,

s2 = 2s(2s− 1)r4 + 2s(s+ 1)(4s− 3)r3 + 2s(2s3 + s2 + 6s+ 4)r2

− 2s(s+ 1)(s2 + 2s− 6)r + 1,

s1 = −2rs(2sr4 + 6s(s+ 1)r3 + (6s3 − 4s2 − 8s− 1)r2

+ 2(s+ 1)(s3 + 2s2 − 6s− 1)r − s2 − 2s− 2),

s0 = r2s2(r4 + 4(s+ 1)r3 + (22s2 + 28s+ 8)r2

+ 4(s+ 1)(s2 + 6s+ 2)r + (s2 + 2s+ 2)2).

We put

α± =
r + s− 1

2
±
√

(s− 1)2 − 6rs+ r(r − 2)

2
, (26)

β± = −rs− 1

2
±
√

4r(r + 1)s(s+ 1) + 1

2
, (27)

γ± =
r + s+ 3

2
±
√
r2 + 2(5s+ 3)r + (s+ 3)2

2
, (28)

δ = −rs+
√
r(r + 1)s(s+ 1). (29)
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Then α±, β±, δ ∈ R. By (23), (24), and (25) we have

L(X)2 − S(X)

4
= (X − α−)(X − α+)(X − β−)2(X − β+)2, (30)

M(X)2 − S(X)

4
= (X − γ−)(X − γ+)(X − (β− + 1))2(X − (β+ + 1))2. (31)

Lemma 3. We have the following:

(i) α±, β− + 1 < −rs.

(ii) −rs < β+ < δ < β+ + 1.

(iii) If γ± ∈ R then γ± < −rs.

Lemma 4. We have

(i) L(−rs) =M(−rs) = r(r+1)s(s+1)((2s+1)r+s+1)
2

< 0,

(ii)
√
S(−rs) = r(r + 1)s(s+ 1)(r + s+ 1).

5 The case r + s ≥ 0

In this section, we suppose that r, s ∈ Z, r ≥ 2, s ≤ −2, and r + s ≥ 0. We consider
properties of the polynomials (23), (24), and (25).

Lemma 5. We have the following:

(i) L(X) has exactly one real root ζ in (−rs,∞), and β+ ≤ ζ < δ,

(ii) L(x) < 0 for −rs < x < ζ, and L(x) ≥ 0 for ζ ≤ x.

Lemma 6. We have the following:

(i) M(X) has exactly one real root η in (−rs,∞), and δ < η ≤ β+ + 1,

(ii) M(x) ≤ 0 for −rs < x ≤ η, and M(x) > 0 for η < x.

5.1 The case r + s > 0

Throughout this subsection, we suppose that r ≥ 3, s ≤ −2, and r + s > 0. Let
u = r + s. Then u ∈ Z and

1 ≤ u ≤ r − 2. (32)

Let h =
√

4r(r + 1)(r − u)(r − u− 1) + 1.

6
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Lemma 7. The polynomial S ′′(X) has two distinct real roots:

τ± =
c1 ±

√
c2

6(u+ 1)2
, (33)

where

c1 = 3(u+ 1)2(2r(r − u)− 1) + 3(r(r + 1) + (r − u)(r − u− 1)), (34)

c2 = 12r(r + 1)u(u+ 2)(u2 + 2u− 2)(r − u)(r − u− 1) + 3(u+ 1)2. (35)

Lemma 8. Let τ± be the real number defined by (33). Then τ± < β+.

Define

g1 = 4u(u+ 2)(u(u+ 2)− 2)r(r + 1)(r − u)(r − u− 1) + (u+ 1)2,

g2 = 2r(r + 1)(r − u)(r − u− 1)

× (8u(u+ 2)r(r + 1)(r − u)(r − u− 1) + 7u(u+ 2)− 1)− 1,

g3 = 16u(u+ 2)r(r + 1)(r − u)(r − u− 1)− 1.

Lemma 9. We have g1 > 0, g2 > 0, and g3 > 0.

Lemma 10. The polynomial S(X) has exactly two real roots, say, ξ1, ξ2, and β+ <
ξ1 < δ < ξ2 < β+ + 1. Moreover, both ξ1 and ξ2 are simple.

Lemma 11. We have L(β+) ≤ 0 and M(β+ + 1) ≥ 0.

Lemma 12. We have ξ1 < ζ < η < ξ2.

Lemma 13. Let A = (−rs, ξ1] and B = [ξ2,∞). Then we have the following:

(i) S(x) ≥ 0 for x ∈ R holds if and only if x ∈ A ∪B.

(ii) For x ∈ A ∪B,

(a) M(x) ≤
√
S(x)

2
≤ L(x) holds if and only if x = β+ + 1,

(b) M(x) ≤ −
√
S(x)

2
≤ L(x) holds if and only if x = β+.

6 Proof of Theorem 1

In this section, we prove (iii) in Theorem 1. We assume that r, s ∈ R, r ≥ 1, s ≤ −1,
and r+ s ≥ 0. Let W1 be the matrix defined by (3), and W be the matrix defined by
(1). We suppose that the matrix W defined by (1) is a complex Hadamard matrix.

Recall that I is the ideal of R generated by (10), (11), and (12).

Lemma 14. We have s < −1 and k1 + rs > 0.
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Lemma 15. Let aj be the real numbers defined by (14) for j = 0, 1, 2. Then a0, a1,
and a2 satisfy the following:

(L(k1)−M(k1))
2a21 + 2(L(k1)

2 −M(k1)
2)a1 + (L(k1) +M(k1))

2 − S(k1) = 0, (36)

2(k1 + rs)2rsa0 − 2k21(k1 + rs)2a1 + h0 = 0, (37)

2(k1 + rs)3a1 − 2(k1 + rs)r(r + 1)s(s+ 1)a2 + ℓ0 = 0, (38)

where

h0 = −k51 + (r + s− 2rs+ 1)k41 + 3rs(r + s+ 1)k31
− rs((r + s)2 + 2(r + s)− 1)k21 + 4r2s2k1 + 2r3s3,

ℓ0 = k1(k1 − r − s− 1)(k21 + 2rsk1 − rs(r + s+ 1)).

Lemma 16. We have the following:

(i) S(k1) ≥ 0,

(ii) M(k1) ≤
√
S(k1)

2
≤ L(k1) or M(k1) ≤

−
√
S(k1)

2
≤ L(k1).

Lemma 17. Suppose that r + s > 0. Then we have (iii) in Theorem 1.

Proof. By (i) in Lemma 14 and Lemma 17 we have k1 ∈ A ∪ B. By (ii) (a) and (b)
in Lemma 14 and (ii) in Lemma 17 we have k1 ∈ {β+, β++1}. Then by (27) we have√

4r(r + 1)s(s+ 1) + 1 ∈ Z.

Therefore we have (iii) in Theorem 1.
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Vertex operator algebras and modular linear

differential equations

有家 雄介 ∗

鹿児島大学教育学部

1 はじめに

C2-cofinite かつ有理的な頂点作用素代数 (VOA) の既約加群の指標の生成する空間が

SL2(Z) の作用で不変になることはよく知られている ([12])．この定理の証明の過程で，

Zhu は，頂点作用素代数の既約加群の指標はある種の微分方程式を満たすことを証明し

ている．この微分方程式が本稿で扱うモジュラー微分方程式 (modular linear differential

equation, MLDE)である．モジュラー微分方程式とは，セール微分

ϑk(f(τ)) = q
d

dq
f(τ)− k

12
E2(τ)f(τ), ϑi0 = ϑ2(i−1) ◦ ϑi−1

0

とウエイト 2(d− i)のモジュラー形式 Pi(τ)を用いて

ϑd0(f(τ)) +
d−1∑
i=0

Pi(τ)ϑi0(f(τ)) = 0

と表せる微分方程式である．ここで，H = {τ ∈ C | Im τ > 0}, q = e2πiτ で，E2k(τ)は

定数項が 1になるように正規化したウエイト 2k のアイゼンシュタイン級数である．

以下では，頂点作用素代数 V は CFT 型のもののみ考える．つまり，V =
⊕∞

n=0 Vn

かつ dimV0 = 1 を仮定する．正整数 d に対して，その指標が d 階のモジュラー微分方

程式の解となるような頂点作用素代数はどのくらい存在するか，という問題を考える．

d = 1のときは，解は定数しかないので，対応する頂点作用素代数は自明なものに限る．

d = 2の場合には，対応する頂点作用素代数は，中心電荷 −22/5の単純 Virasoro VOA

∗ arike@edu.kagoshima-u.ac.jp
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L(−22/5, 0)と単純リー代数 A1, A2, G2, D4, F4, E6, E7, E8に付随するレベル 1のアフィ

ン頂点作用素代数であることが [8, 9]において示されている．

d = 3の場合には対応する頂点作用素代数は無限個現れることが知られている ([1])．そ

こで，ウエイト 1 の空間が自明であるようなものだけを考えると，中心電荷の候補は表

1 のように有限個であることがわかる ([6, 10, 11, 3, 5])．さらに，中心電荷が 164/5 と

236/7の場合を除いて対応する頂点作用素代数の候補も見つかっている ([6, 10, 11])．

No. 中心電荷 VOA

1 −68/7 L(−68/7, 0)

2 1/2 L(1/2, 0)

3 −44/5 L(−22/5, 0)⊗ L(−22/5, 0)

4 8 V +√
2E8

5 16 V +
BW16

6 47/2 V B♮
Z

7 24 V ♮

8 32 V +
L ⊕ (VL)+T (L: extremal)

9 164/5 ?

10 236/7 ?

11 40 V +
L ⊕ (VL)+T (L: extremal)

表 1 中心電荷と対応する VOA

本稿では，永友清和氏との共同研究により得られた以下の定理について報告する．

Theorem 1 ([2]). No.9と No. 10に対応する C2-cofiniteかつ有理的な頂点作用素代数

は存在しない．

2 階数 3のMLDEと中心電荷

まず，表 1の中心電荷を得る方法を説明する．詳しい計算や証明などは [3]を参照され

たい．

階数 3のMLDEは，ウエイト 4のモジュラー形式はE4(τ)の定数倍，ウエイト 6のモジ

ュラー形式はE6(τ)の定数倍であることを用いると ϑ30(f)+xE4(τ)ϑ0(f)+yE6(τ)f = 0

となる．頂点作用素代数 V の指標 ZV (τ) = q−c/24(1 + 0 · q+mq2 + · · · )がこのMLDE

2

39



の解になることを仮定する．ここで，V の中心電荷 cは有理数であると仮定する．また，

m = dimV2 である．このとき，ZV (τ)をMLDEに代入して最初の 3つの項の係数を比

べると，

576cx− 13824y + c3 + 12c2 = 0, (1)

480cx+ 24192y − c2 − 24c = 0 (2)

および，

c3m− 132c2m− 864c2 + 576cmx+ 5760cm

+ 1244160cx− 41472c− 27648y − c2 − 24c = 0 (3)

となる．(1)と (2)から

x =
−7c2 − 80c+ 96

5952
, y =

5c3 + 66c2 + 144c

214272
(4)

となる．これを (3)に代入して整理すると，有理数 cと正整数mの関係式

70c3 − 1496m− c2(2m− 955) + 2c(55m+ 1195) = 0 (5)

が得られる．この方程式を満たす組 (c,m) ∈ Q × Z>0 は 41 個あることがわかる ([3,

§4])．それぞれの cに対して (4)を用いて対応するMLDEを決定し，その ZV に対応す

る解の係数を求め，高い次数の係数として分数や負の数が現れるものを除外すると表 1の

cのリストが得られる．

3 解の表示

中心電荷が 164/5と 236/7の場合に現れるMLDEはそれぞれ

ϑ30(f)− 169

100
E4(τ)ϑ0(f) +

1271

1080
E6(τ)f = 0, (6)

ϑ30(f)− 149

64
E4(τ)ϑ0(f) +

93869

74088
E6(τ)f = 0 (7)

である．フロベニウスの方法を用いて，例えば (6)の解の係数を求めると，

f1(τ) = q−41/30(1 + 90118q2 + 53459408q3 + · · · ),

f2(τ) = q5/6(10168 + 3704965q + 338289360q2 + · · · ),

f3(τ) = q31/30(615164 + 152560672q + 11717226984q2 + · · · )

(8)

となる．
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Proposition 2 ([3]). 82次の斉次多項式 k1(x, y)と k2(x, y)が存在して，

f1(τ) = k1 (ϕ, ψ) , f2(τ) = k2 (ϕ, ψ) , f3(τ) = k1 (ψ,−ϕ)

となる．ここで，

ϕ(τ) = q−1/60
∞∏

n=0

1

(1− q5n+1) (1− q5n+4)
, ψ(τ) = q11/60

∞∏
n=0

1

(1− q5n+2) (1− q5n+3)
.

この命題に現れる関数 ψ は，中心電荷 −22/5の単純 Virasoro VOA L(−22/5, 0)の指

標であり，ϕは L(−22/5, 0)の最低ウエイト −1/5の既約加群の指標である．この関数の

S 変換はよく知られているように，

(
ψ(−1/τ)
ϕ(−1/τ)

)
=

 −2

√
1
5

(√
5
8 + 5

8

)
2

√
1
5

(
5
8 −

√
5
8

)
2

√
1
5

(
5
8 −

√
5
8

)
2

√
1
5

(√
5
8 + 5

8

)
(ψ(τ)

ϕ(τ)

)
. (9)

である (例えば [7]等を参照)．そこで，k1(x, y)と k2(x, y)の具体形と (9)を組み合わせ

ることにより，f1(−1/τ)
f2(−1/τ)
f3(−1/τ)

 =

 (√
5 + 5

)
/10 10

√
5

(
5−
√

5
)
/10

1/25
√

5 −1/
√

5 −1/25
√

5(
5−
√

5
)
/10 −10

√
5
(√

5 + 5
)
/10

f1(τ)
f2(τ)
f3(τ)

 (10)

となることがわかる．

中心電荷が 236/7の場合，すなわちMLDEが (7)の場合も，解を中心電荷 −68/7の

単純 Virasoro VOA の既約加群の指標の多項式として表すことができる．この多項式に

よる表示を用いて S 変換を求めることができる ([3])．

4 Theomre 1の証明

ここでは，中心電荷が 164/5の場合の証明を解説する．中心電荷が 236/7の場合も同

様である．

まず，証明に用いる quantum dimension と global dimension について述べる．V を

頂点作用素代数とし，M をその既約加群とする．V の指標 ZV (τ) とM の指標 ZM (τ)

がともに H上の正則関数であると仮定する．このとき，

qdimV M = lim
y→0

ZM (
√
−1y)

ZV (
√
−1y)
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を M の quantum dimension という．さらに，V の既約加群が有限個であるとし，

M0, . . . ,Md を既約加群の完全代表系であるとする．このとき，

glob(V ) =
d∑

i=0

(qdimV M
i)2

を V の global dimensionという．

Proposition 3 ([4]). V を CFT型の単純，C2-cofiniteで有理的な頂点作用素代数とし，

M0 = V, M1, . . . , Md を既約加群の完全代表系とする．M1, . . . ,Md の最低ウエイトが

すべて正であるとすると，以下が成り立つ．

(a) qdimV M
i ≥ 1.

(b) glob(V ) = 1/(S00)2. ここで，S00 は ZV (−1/τ)を ZMi(τ)の線形結合で表したとき

の ZV (τ)の係数である．

Theorem 1は，C2-cofiniteかつ有理的で，指標が f1 であるような V が存在すること

を仮定して，(10)と Proposition 3を用いて glob(V )を 2通りに計算することで矛盾を

導き出すことにより示される．実際，そのような V が存在すれば，V は Proposition 3の

仮定を満たすことが簡単に証明できる (詳しくは [2]を参照してください). このとき (10)

と Proposition 3 (b)より

glob(V ) =

(
10√
5 + 5

)2

= 1.90983...

となることがわかる．一方，やはり (10)より V は 3つ以上既約加群を持つことがわかる

ので，Proposition 3 (a)より
glob(V ) ≥ 3

となって矛盾を得る．
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On automorphism groups of the holomorphic VOAs associated

with Niemeier lattices and the −1-isometries

島倉 裕樹 (Hiroki Shimakura)

東北大学大学院 情報科学研究科

純粋・応用数学研究センター

Research Center for Pure and Applied Mathematics,
Graduate School of Information Sciences, Tohoku University

e-mail: shimakura@tohoku.ac.jp

本稿では Niemeier 格子 VOA と −1-自己同型の持ち上げに Z2-軌道体構成法を適用し

て得られる中心電荷 24 の正則頂点作用素代数 (VOA) の自己同型群に関する最近の結果

[Sh19+] について述べる. 講演で述べた中心電荷 24 の正則 VOA の分類に関する解説は

[LS19] や [Sh18] にあるため, 本稿では省略する.

1 背景

概ね完成した中心電荷 24 の正則 VOA の分類注 1を用いて次の問題に取り組んでいる.

• (共形重み 1 の空間が 0 でない)中心電荷 24 の正則 VOA 注 2の自己同型群を決定

せよ.

中心電荷 24 の正則 VOA V が V1 ̸= 0 を満たすとする. このとき, V1 は 0-積でリー代

数構造を持ち, V1 の内部自己同型群 Inn(V1) は VOA の内部自己同型群 Inn(V ) に自然に

拡張される. 一方で, V1 のリー代数構造は分かっているため, Inn(V1) も分かっている. し

たがって, Aut(V ) における Inn(V1) 以外の構造を決定したい. そこで, 次の群構造を決定

することを目標とする:

• K(V ) := {g ∈ Aut(V ) | g = id on V1};

• Out(V ) := Aut(V )/(K(V )Inn(V )).

ここで Inn(V )/(K(V ) ∩ Inn(V )) ∼= Inn(V1) を満たし, φ : Aut(V )→ Aut(V1) を制限写像

とすると, K(V ) = Ker φ, Out(V ) ∼= Im φ/Inn(V1) であることを注意しておく.
注 1共形重み 1 の空間 V1 が 0 である中心電荷 24 の正則 VOA はムーンシャイン VOA と同型, という予
想 ([FLM88]) だけが未解決である.
注 2本稿で扱う正則 VOA は有理的 (表現が完全可約), C2-有限 ( V/⟨u(−2)v | u, v ∈ V ⟩ が有限次元), CFT
型 (V0 が一次元), 自己双対 (V の contragredient 加群が V と同型)を仮定している.

1

44



2 Niemeier 格子 VOA

N をルートを持つ Niemeier 格子とし, VN を付随する正則格子 VOA とする. Q を N

のルート格子とする. (VN)1 = (VQ)1 であり, (VN)1 が生成する部分 VOA は VQ となる.

さらに, VN は VQ の N/Q で次数付けされた単純カレント拡大である. g ∈ K(VN) とす

ると, VQ 上 g = 1 となる. よって, g は VN の既約 VQ-部分加群上にスカラーで作用し,

N/Q 上の既約指標と見なせる. したがって, K(VN) ⊂ (N/Q)∗ となる. ここで (N/Q)∗ は

既約指標のなすアーベル群であり, (N/Q)∗ ∼= N/Q である. 明らかに (N/Q)∗ ⊂ K(VN)

であるため,

K(VN) ∼= (N/Q)∗ ∼= N/Q

となる. 特に, K(VN) ⊂ Inn(VN) である.注 3

VN の自己同型群は [DN99] において計算されている.

命題 2.1. Aut(VN) = Inn(VN)O(N̂). ただし O(N̂) ∼= Z24
2 .O(N).

O(N̂) の正規部分群 Z24
2 は Inn(VN) の部分群である. さらに Q の Weyl 群 W (Q) の元

の持ち上げは Inn(VN) の元で実現できる. したがって,

Out(VN) ∼= Aut(VN)/Inn(VN) ∼= O(N)/W (Q) ∼= Aut(N/Q).

ここで Aut(N/Q) は glue code N/Q の自己同型群である.

N がリーチ格子 Λ の場合は, (VΛ)1 は 24 次元の abelian Lie algebra であり, Inn(VΛ) ⊂
K(VΛ) である. さらに Aut(VΛ) ∼= (C×)24.O(Λ) であり, K(VΛ) = Inn(VΛ) ∼= (C×)24 かつ

Out(VΛ) ∼= O(Λ) である.

3 VN の Z2-軌道体構成法と主結果

VN を Niemeier 格子 N に付随する格子 VOA とする. θ ∈ Aut(VN) を −1 ∈ O(N) の

持ち上げとする. V +
N = {v ∈ VN | θ(v) = v} は VN の部分 VOA となる. VN(θ) を既約

θ-twisted VN -加群とし, VN(θ)Z で VN(θ) の整数重みの部分空間とする. すると VN(θ)Z は

既約 V +
N -加群となる.

定理 3.1 ([FLM88, DGM96, EMS19+]). V +
N -加群 V = V +

N ⊕ VN(θ)Z は Z2-次数付けを持

つ V +
N の単純カレント拡大としての正則 VOA 構造を持つ.

N が長さ 24の自己双対重偶二元符号から構成法 Aで得られている場合は V は Niemeier

格子 VOA と同型になる.注 4 このような N が 9 通りある. また, N = Λ の時は V はムー

注 3V が中心電荷 24 の正則 VOA の時は K(V ) ⊂ Inn(V ) と予想している.
注 4V はその自己双対重偶二元符号からリーチ格子を作る方法で作った Niemeier 格子に付随する VOA と
同型. 対応の詳細は [DGM96] にある.
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ンシャイン VOA である. したがって, このように構成される正則 VOA の中で, 自己同型

群が調べられていないものが 14(= 24− 9− 1) 個ある.

[Sh19+] の主結果は, これら 14 個の正則 VOA について K(V ) と Out(V ) を決定した

ことである. 実際には (VN)1 =
⊕s

i=1 gi を既約分解とし, Out(V ) の代わりに

Out(V )1 = {g ∈ Out(V ) | g(gi) = gi 1 ≤ ∀i ≤ s}, Out2(V ) = Out(V )/Out(V )1

を決定している. 詳細は表 1 にある. 以後, どのように決定したかについて解説していく.

表 1: K(V ), Out1(V ) and Out2(V )

No. Q V1 K(V ) Out1(V ) Out2(V )

2 A12
2 A12

1,4 Z2 1 M12

5 A8
3 A16

1,2 Z5
2 1 Z4

2 : L4(2)

12 A6
4 B6

2,2 Z2 1 Sym5

16 A4
5D4 A4

3,2A
4
1,1 Z4 × Z3

2 Z2 Z4
2 : Sym3

23 A4
6 B4

3,2 Z2 1 Alt4

25 A2
7D

2
5 D2

4,2B
4
2,1 Z3

2 1 Sym2 × Sym4

29 A3
8 B3

4,2 Z2 1 Sym3

31 A2
9D6 D2

5,2A
2
3,1 Z2

4 Z2 Sym2 × Sym2

38 E4
6 C4

4,1 Z2 1 Sym4

39 A11D7E6 D6,2B
2
3,1C4,1 Z2

2 1 Sym2

41 A2
12 B2

6,2 Z2 1 Sym2

47 A15D9 D8,2B
2
4,1 Z2

2 1 Sym2

50 A17E7 D9,2A7,1 Z8 Z2 1

57 A24 B12,2 Z2 1 1

4 既約ルート格子 R に付随する V +
R

次の定理は既知の可能性があるが, [Sh19+] では証明をつけた.

定理 4.1. R を既約ルート格子とし, R ̸∼= A1 とする. このとき, V +
R はある半単純リー代

数 (V +
R )1 に付随する正整数レベルの simple affine VOA と同型である.

[DM06] によって, (V +
R )1 の生成する部分 VOA は正整数レベルの simple affine VOA と

同型となる. そこで, [FLM88] の V +
Λ の生成系を求める方法を用いて, (V +

R )1 が V +
R を生

成することを確認した.

具体的な対応とレベルは表 2 にある.
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表 2: (V +
R )1 のリー代数構造と V +

R のレベル kR

R (V +
R )1 level

A2 A1 4

A2n (n ≥ 2) Bn 2

A2n−1 (n ≥ 2) Dn 2

D2n (n ≥ 2) Dn ⊕Dn 1

D2n+1 (n ≥ 2) Bn ⊕Bn 1

E6 C4 1

E7 A7 1

E8 D8 1

注意 4.2. (V +
A1
)1 は 1 次元の abelian リー代数である. そして, ⟨(V +

A1
)1⟩ は Heisenberg

VOA となり, V +
A1
を生成しない.

5 主定理の概略

N を 3 章で考えた 14 個の Niemeier 格子のいずれかとする. Q を N のルート格子

とし, N =
⊕t

i=1Qi を既約ルート格子の直和への分解とする. V = V +
N ⊕ VN(θ)Z とし,

V1 = g =
⊕s

i=1 gi を単純イデアルの直和とする. U を V1(= (V +
N )1) で生成された部分

VOA とする.

5.1 K(V )

g の Cartan subalgebra をとり, P∨ を coweight 格子とする. x ∈ P∨ に対して, σx =

exp(2π
√
−1x(0)) とおく. 明らかに, σx ∈ K(V ) である.

g ∈ K(V ) とする. U ∼=
⊗t

i=1(V
+
Qi
) となり, V +

N は既約 U -加群の有限個の直和となる.

U 上 g = id なので, 既約 U -加群 M に対して, g-共役 M ◦ g は M と同型である. ま

た, V +
N と VN(θ)Z にはそれぞれ unwisted 型と twisted 型の既約 V +

Qi
-加群しか現れない

ので, g(V +
N ) = V +

N , g(VN(θ)Z) = VN(θ)Z となる. conformal weight を見ることで, 他の二

つの既約 V +
N -加群も g-共役で保たれる. g0 = g|V +

N
とすると, V −

N ◦ g0 ∼= V −
N より, g0 は

VN の自己同型に持ち上がる. さらに, VN の自己同型群の構造 ([DN99]) を見ることで,

g0 ∈ O(N̂)/⟨θ⟩ がわかる. さらに, O(N̂)/⟨θ⟩ の部分群として K(V )/⟨z⟩ の構造を具体的
に調べることで, K(V ) の元は {σx | x ∈ P∨} で生成されることがわかる. 結論として次

を得る.

命題 5.1. K(V ) = {σx | x ∈ P∨}.

さらに, K(V ) の群構造を調べることで, 表 1 を得る. この計算では, N/Q を用いた V

の U -加群構造の記述を用いる.
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5.2 Out(V )

• Out1(V ) := {g ∈ Out(V ) | g(gi) = gi 1 ≤ ∀i ≤ s}.

• Out2(V ) := Out(V )/Out1(V ) ⊂ Syms.

• G1(N) := {g ∈ Aut(N/Q) | g(Qi) = Qi 1 ≤ ∀i ≤ t}.

• G2(N) := Aut(N/Q)/G1(N).

と定義する. Out1(V )が giの diagram automorphismで生成されており, G1(N)と G2(N)

は [CS99] で Aut(N/Q) の記述に用いられている. Out1(V ) と Out2(V ) を記述すること

で, Out(V ) が大まかに分かる.

まず, 表 2 から, 全ての 1 ≤ i ≤ t に対して, Qi ̸∈ {A2n−1, D2n, E7, E8 | n ≥ 3} ならば,

gi の diagram automorphism は自明なので, Out1(V ) = 1. また, O(N) が Aut(V ) に持ち

上がるので, G2(N) ⊂ Out2(V ) である. さらに, 全ての i に対して, Qi /∈ {A3, Dn | n ≥ 4}
ならば, 各 (V +

Qi
)1 が単純イデアルとなり, s = t と Out2(V ) ∼= G2(N) を得る. 以上から,

次を得る.

命題 5.2. Q ∼= A12
2 , A6

4, A
4
6, A

3
8, E

4
6 , A

2
12 または A24 ならば, Out1(V ) = 1かつ Out2(V ) ∼=

G2(N).

残りの 7 個の関しては別の方法を用いる. N0 = N ∩ (Q/2) とすると, V +
N0
は V +

N の

単純カレント U -部分加群の直和である. ここに現れる単純カレント U -加群の集合を CN
とする. すると, フュージョン積によって, CN はアーベル群をなす. さらに, Irr(gi)sc を

単純カレント ⟨gi⟩-加群の集合とすると, CN はアーベル群
∏s

i=1 Irr(gi)sc の部分群となる.

Aut(
∏s

i=1 Irr(gi)sc) を置換と, gi の diagram automorphism で生成される群とする. そこ

で, CN を環上の符号と見なし, Aut(CN) を CN を保つ Aut(
∏s

i=1 Irr(gi)sc) の部分群とす

る. 明らかに Out(V ) ⊂ Aut(CN) である. また, Aut(CN) は具体的に計算でき, その生

成元を Out(V ) から見つけることができる. 実際には Aut(V +
N ) の持ち上げ ([Sh06])と,

[FLM88] で記述された例外的な自己同型で Aut(CN) が生成されることを証明する. した

がって, 次を得る.

命題 5.3. Qが A8
3, A

4
5D4, A

2
7D

2
5, A

2
9D6, A11D7E6, A15D9 または A17E7 ならば Out(V ) =

Aut(CN).

具体的に Aut(CN) を計算することで, 表 1 を得る.

注意 5.4. 一般には Out(V ) と Aut(CN) は異なる. 例えば, Q = A12
2 のときは, Out(V ) ∼=

M12 だが, Aut(CN) ∼= Sym12 となる.

これら結果から, Q ̸∼= A8
3, A

2
7D

2
5 のときは, Aut(V )/⟨z⟩ ∼= Aut(V +

N ) となり, Q ∼= A8
3,

A2
7D

2
5 のときは, Aut(V ) は Aut(V +

N ) の持ち上げと [FLM88] の例外型の自己同型で生成

される.

注意 5.5. Q ∼= A8
3, A

2
7D

2
5 の時, N は自己双対重偶符号 d46, d10e

2
7 からリーチ格子の構成と

同様な方法で構成される. この場合に [FLM88] の例外的な自己同型の構成が適用できる.
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6 今後の課題

現時点で自己同型群が調べられていない中心電荷 24の正則 VOAは 32(= 70−24−14)

個ある. 本稿で述べた [Sh19+] の手法を使うことで計算可能な場合もあるが, 全てを決定

することは難しい. 別宮氏と Lam 氏と共同で, [Hö] を用いた (ある程度)統一的な手法で

の計算を試みている.
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非退化偶格子に付随する頂点代数の不変部分代数の

既約弱加群

(Irreducible weak modules for some fixed point
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non-degenerate even lattice)

田辺顕一朗 (北海道大学大学院理学研究院数学部門)

e-mail : ktanabe@math.sci.hokudai.ac.jp

1 はじめに

VL を非退化偶格子 (L, 〈 , 〉) に付随する頂点代数とする．格子の自己同型 L 3 α 7→
−α ∈ Lから誘導される VLの位数 2の自己同型 θに対して，θで固定される元全体からな

る部分代数 V +
L = V θ

L = {a ∈ VL | θa = a}を考える．頂点代数の研究において VLや V +
L

は重要な役割を担ってきた．例えば，Leech格子Λに対して，V +
Λ とその既約加群を用いて

ムーンシャイン頂点代数 V ♮ が構成されている [10]．あるいは，〈α1, α1〉 = 〈α2, α2〉 = 0,

〈α1, α2〉 = −1 で定められる 2 次元ローレンツ格子 Λ1,1 = Zα1 ⊕ Zα2 を考えたとき，

V ♮ と VΛ1,1 とのテンソル積 V ♮ ⊗C VΛ1,1 から構成された一般 Kac–Moody Lie 環は，

Borcherdsによるムーンシャイン予想の解決に決定的な役割を果たした．

頂点代数 VL と V +
L の表現についてみていく．ここで考える頂点代数 V の表現は 2種

類であり，一つは V 加群，もう一つは弱 V 加群である．正確な定義は後で述べるが，大

雑把にいって頂点代数 V が作用している Cベクトル空間M で，N次数付きを課してい
るものを V 加群 (M = ⊕∞

i=0M(i))，課していないものを弱 V 加群という．V 加群は弱

V 加群になる．V が Z次数付きである場合，特に V が頂点作用素代数である場合には，

V に付随する Zhu代数 A(V )の既約加群と，既約 N次数付き弱 V 加群とは 1対 1に対
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応することが Zhuによって示されている [21, Theorem 2.2.1]．既約 V 加群は既約 N次
数付き弱 V 加群で各斉次空間が有限次元のものであるから，Zhu代数は既約 V 加群を分

類する際の強力な道具となっている．しかし，弱 V 加群についてはそのようなものは知

られていない．VL や V +
L は Z次数付きの頂点代数であり，特に Lが正定値の場合には頂

点作用素代数になる．

Dong [4]によって任意の弱 VL 加群は完全可約であること，既約弱 VL 加群の完全代表

系は {Vλ+L | λ+L ∈ L⊥/L} で与えられることが示されている．ここで L⊥ は Lの双対

格子である．V +
L 加群については以下のことが知られている．まず，既約 V +

L 加群は分類

されている [3, 8, 12, 19]．さらに，任意の V +
L 加群は完全可約であること [1, 6, 20]，およ

び V +
L は C2 余有限であること [2, 18, 11]が示されている．V +

L 加群の研究には，V
+
L の

部分代数であるハイゼンベルグ頂点作用素代数M(1)+ の加群の研究が有用であるため，

既約M(1)+ 加群の分類が [7, 9]においてなされている．

次に弱 V +
L 加群について考える．Lが正定値の場合，V

+
L は頂点作用素代数となること

から，C2 余有限性と合わせて [2, Theorem 4.5]により，任意の弱 V +
L 加群は完全可約で

あること，および任意の既約弱加群は既約加群になることが分かる．したがって，Lが正

定値でない場合が問題となる．この場合，VL と V +
L は頂点作用素代数にならないことは

すぐに分かる．V +
L 自身が加群ではない既約弱 V +

L 加群となることから，弱加群を研究す

ることは自然である．しかし，Zhu代数のような強力な道具がないため，VL 以外の頂点

代数について，その弱加群のことはこれまでほとんど何も分かっていなかった．V +
L につ

いては既約弱加群が分類できたということが今回の結果である：

定理 1.1. [17, Theorem 1.1] Lを階数が有限の非退化偶格子とする．V +
L の既約弱加群

は次のいずれかと同型である．

(1) V ±
λ+L, λ+ L ∈ L⊥/L で 2λ ∈ L.

(2) Vλ+L
∼= V−λ+L, λ+ L ∈ L⊥/L で 2λ 6∈ L.

(3) {(既約 θ-twisted VL 加群)±}．

θ-twisted 加群については説明を省略する．定理にある各弱加群が既約であることは，

以前から知られていたことであり，また簡単に証明できる．(3)は V +
L 加群になっている

が，Lが正定値でない場合は (1),(2)はそうではない．Lが正定値の場合には，当然のこ

とであるが，この結果は [3, 8]の結果に一致する．

証明は非常に長いため，この文章内で述べることは出来ないが，4節で一番重要な補題

とその証明を述べる．計算機の援用なしには無理だと思われるほど膨大な計算を必要とす
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るが，核心のアイディアは単純であり強力である．この手法は他の頂点 (作用素)代数の

(弱)加群の研究にも有用であると思う．

2 頂点 (作用素)代数とその加群

頂点代数や弱加群の定義を書いておく．

定義 2.1. 次の条件を満たす (V, Y,1)を頂点代数という:

(1) V は C上のベクトル空間.

(2) xを形式的変数として，Y は線形写像

Y ( , x) : V ⊗C V //
∈

V ((x))

∈

a⊗ b � // Y (a, x)b

である．Y (a, x)b =
∑
i∈Z

aibx
−i−1 と展開を書く．

(3) 1 ∈ V で Y (1, x) = idV (V 上の恒等写像). つまり，1−1 = idV と 1i = 0 (i 6= −1).

また，a ∈ V に対して，Y (a, x)1 = a+
∑

i≤−2 ai1x
−i−1 ∈ V [[x]].

(4) a, b, c ∈ V に対して，Y (a, b, c|x, y) ∈ V [[x, y]][x−1, y−1, (x− y)−1]が存在して

ιx,yY (a, b, c|x, y) = Y (a, x)Y (b, y)c ∈ V ((x))((y)),

ιy,xY (a, b, c|x, y) = Y (b, y)Y (a, x)c ∈ V ((y))((x)),

ιy,x−yY (a, b, c|x, y) = Y (Y (a, x− y)b, y)c ∈ V ((y))((x− y)).

ここで

V [[x]] = {
∞∑
i=0

v(i)x
i | vi ∈ V (i = 0, 1, . . .)},

V [[x, y]] =
∞∑

i,j=0

v(i,j)x
iyj | v(i,j) ∈ V (i, j = 0, 1, . . .)},

V ((x)) = {
∑
i∈Z

v(i)x
i | v(i) ∈ V (i ∈ Z) で v(i) = 0(i� 0)},

V ((x))((y)) = (V ((x)))((y))

等である．ιx,yf は，f を |x| > |y|と思って形式的に展開したものである．ιy,x, ιx,y−x も

同様に定める．つまり，a ∈ V に対して ιx,y(a) = ιy,x(a) = ιy,x−y(a) = aで，j, k, l ∈ Z
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に対して二項展開を用いて

ιx,y
(
xjyk(x− y)l

)
=

∞∑
i=0

(
l

i

)
(−1)ixj+l−iyk+i ∈ C((x))((y)),

ιy,x
(
xjyk(x− y)l

)
=

∞∑
i=0

(
l

i

)
(−1)l−iyk+l−ixj+i ∈ C((y))((x)),

ιx,y−x

(
xjyk(x− y)l

)
=

∞∑
i=0

(
k

i

)
yj+k−i(−1)l(y − x)l+i ∈ C((y))((x− y)) (2.1)

と定める．頂点代数 V に対して共形元 (Virasoro元) ω の存在を課し，いくつかの条件を

追加したものを頂点作用素代数 (cf. [10],[13])という:

定義 2.2. (V, Y,1)を頂点代数で，ω ∈ V とする．次の条件を満たすとき，(V, Y,1, ω)を

頂点作用素代数という．

(1) cV ∈ Cが存在して，i, j ∈ Zに対して

[ωi, ωj ] = (i− j)ωi+j−1 + δi+j−2,0
i(i− 1)(i− 2))

12
cV (2.2)

を満たす．さらに a ∈ V に対して ω0a = a−21となる．

(2) i ∈ Zに対して，Vi = {a ∈ V | ω1a = ia}とおくと，V = ⊕i∈ZVi と直和分解す

る. さらに各 iに対して dimC Vi <∞で Vi = 0 (i� 0).

以下 V は頂点代数とし，定義 2.2 の (1) の条件を満たす ω を持つことを仮定する

(以下で扱う格子頂点代数 VL やその部分代数 V +
L は，(2) の最後の条件「各 i に対して

dimC Vi <∞で Vi = 0 (i� 0)」を除いて定義 2.2の条件を全て満たしている)．その条

件の下で V の弱加群を次のように定める*1．

定義 2.3. 次の条件を全て満たす組 (M,YM )を弱 V 加群という．

(1) M は C上のベクトル空間.

(2) YM ( , x) : V ⊗C M //

∈

M((x))

∈

a⊗ u � // YM (a, x)u

は C 線形写像．YM (a, x)u =
∑
i∈Z

aiux
−i−1

と展開を書く．

*1 ω の存在を仮定せずに弱加群の定義を述べることは出来るが，自然な定義を与えるためには少し準備が必
要であるため省略する．
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(3) YM (1, x) = idM .

(4) a, b ∈ V, u ∈ M に対して，YM (a, b, u|x, y) ∈ M [[x, y]][x−1, y−1, (x − y)−1]が存

在して

ιx,yYM (a, b, u|x, y) = YM (a, x)YM (b, y)u ∈M((x))((y)),

ιy,xYM (a, b, u|x, y) = YM (b, y)YM (a, x)u ∈M((y))((x)),

ιy,x−yYM (a, b, u|x, y) = YM (Y (a, x− y)b, y)u ∈M((y))((x− y))

となる．

次に V 加群の定義を紹介する．

定義 2.4. M を弱 V 加群とする．M がM =
⊕
i∈C

Mi,Mi = {u ∈ M | ω1u = iu}と ω1

の固有空間に分解し

(1) 任意の i ∈ Cに対して dimCMi <∞である．
(2) 任意の λ ∈ Cに対して，Mλ+n = 0,Z 3 n� 0 となっている．

とき，M を V 加群という．

3 ハイゼンベルグ頂点作用素代数と格子頂点代数

ここでは，格子頂点代数とその部分代数であるハイゼンベルグ頂点作用素代数，およびそ

れらの不変部分代数を紹介する．hを非退化双線形形式 〈−,−〉 : h× h→ Cを持つ有限次
元 Cベクトル空間とする．K を記号として C上のベクトル空間 ĥ = h⊗CC[t, t−1]⊕CK
に，リー環の構造を

[α(i), β(j)] = δi+j,0〈α, β〉K, [ĥ,K] = 0 (3.1)

で定める．ここで α(i) = α ⊗ ti (α ∈ h, i ∈ Z) とおいている．ĥ の 2 つの部分リー環

ĥ≥0 = ⊕∞
i=0h⊗ ti ⊕CK と ĥ<0 = ⊕i<0h⊗ ti をとる．α ∈ hに対して，一次元 ĥ≥0 加群

Ceα を

β(i)eα =

{
〈β, α〉eα, i = 0,
0, i ≥ 1,

(β ∈ h), Keα = eα (3.2)

で定め，ĥへの誘導加群

M(1, α) = U (ĥ)⊗U (ĥ≥0) Ce
α ∼= U (ĥ<0)⊗C e

α
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を取る．ここで U (ĥ)は，ĥの包絡環を表している．α = 0のとき，1⊗ e0 ∈M(1, 0)を

1 と書いて，M(1, 0) の元 α1(−j1) · · ·αk(−jk) ⊗ e0 (α1, . . . , αk ∈ h, j1, . . . , jk ∈ Z>0)

を，α1(−j1) · · ·αk(−jk)1と表すことにする．

α1, . . . , αk ∈ hとする．i1, . . . , ik ∈ Z に対して写像

◦
◦α1(i1) · · ·α1(ik)◦◦ : M(1, α)→M(1, α)

を帰納的に

◦
◦α1(i1)◦◦ = α1(i1),

◦
◦α1(i1) · · ·α1(ik)◦◦ =

{
α1(i1)◦◦α2(i2) · · ·α1(ik)◦◦, i1 < 0,
◦
◦α2(i2) · · ·α1(ik)◦◦α1(i1), i1 ≥ 0

(k ≥ 2)

で定め，α1(−j1) . . . αk(−jk)1 ∈M(1,Ce0), (j1, . . . , jk ∈ Z>0)に対して

YM(1,α)(α1(−j1) . . . αk(−jk)1, x)

= ◦
◦

( 1

(j1 − 1)!

dj1−1

dxj1−1

∑
m1∈Z

α1(m1)x−m1−1
)
· · ·
( 1

(jk − 1)!

djk−1

dxjk−1

∑
mk∈Z

αk(mk)x−mk−1
)
◦
◦

とおく．例えば

YM(1,α)(α1(−1)1, x) =
∑
m∈Z

α1(m)x−m−1,

YM(1,α)(α1(−1)α2(−1)1, x) =
∑

m1,m2∈Z

◦
◦α1(m1)α1(m2)◦◦x

−m1−m2−2

=
∑
m2∈Z

∑
m1<0

α1(m1)α2(m2)x−m1−m2−2 +
∑
m2∈Z

∑
m1≥0

α2(m2)α1(m1)x−m1−m2−2

(3.3)

となる．h[1], . . . , h[d] を hの正規直交基底として

ω =
1

2

d∑
i=1

h[i](−1)21 ∈M(1, 0) (3.4)

とおく．(3.1), (3.2), (3.3)から

ω1(α1(−j1) . . . αk(−jk)eα)

= (j1 + · · ·+ jk +
〈α, α〉

2
)α1(−j1) . . . αk(−jk)eα (3.5)

となる．次のことはよく知られている:
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定理 3.1. (1) (M(1, 0), YM(1,0),1, ω) は頂点作用素代数となる．頂点作用素代数

M(1, 0)を (ランク dの)ハイゼンベルグ頂点作用素代数といい，M(1)で表す．

(2) 任意の α ∈ h に対して，(M(1, α), YM(1,α)) は既約 M(1) 加群となる．また

{M(1, α) | α ∈ h}は既約M(1)加群の同型類の完全代表系となっている．

(L, 〈 , 〉)を階数 dの非退化偶格子とする．h = C⊗Z Lに対して，ハイゼンベルグ頂点

作用素代数M(1)を考える．λ ∈ hに対して，Vλ+L = ⊕β∈λ+LM(1, β)とおく．

定理 3.2. (1) VL には，ω を共形元としてM(1)加群構造と両立する頂点作用素代数

の構造が一意的に入る．VL を Lに付随する頂点代数 (格子頂点代数)という．

(2) 任意の弱 VL 加群は完全可約であり，{Vλ+L | λ+L ∈ L⊥/L}は既約弱 VL 加群の

同型類の完全代表系となっている [4, Theorem 3.1]．

n ∈ Zに対して (VL)n = {a ∈ VL | ω1a = na}であったから 3.5より

• L が正定値ならば，任意の n ∈ Z に対して dimC(VL)n < +∞ で，n < 0 ならば

dimC(VL)n = 0.

• Lが正定値でないならば，任意の n ∈ Zに対して dimC(VL)n = +∞.

となる．これより VL が頂点作用素代数となるためには，Lが正定値であることが必要十

分であることが分かる．

θ : VL → VL を，格子の自己同型 L 3 α 7→ −α ∈ Lから誘導される VL の位数 2の自

己同型とする．α1, . . . , αk ∈ h, α ∈ Lに対して

θ(α1(−j1) . . . αk(−jk)1) = (−1)kα1(−j1) . . . αk(−jk)1,

θ(eα) ∈ Ce−α

が成り立っている．rankL = 1 の場合は，θ を θ(eα) = e−α (α ∈ L) と取ることが出

来る．

M(1)± = {a ∈M(1) | θa = ±a},
V ±
L = {a ∈ VL | θa = ±a} (3.6)

とおく．M(1)+ は頂点作用素代数，V +
L は頂点代数となる．
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4 定理の証明について

定理 1.1の証明は rankL = 1の場合に限っても長いため，ここで紹介することは出来

ない．定理の証明で一番重要な補題 4.2を紹介することを目標とする．V を頂点代数，M

を弱 V 加群，a ∈ V \ {0}, u ∈M \ {0}として整数 ϵ(a, u)を

aϵ(a,u)u 6= 0, aiu = 0 (∀i > ϵ(a, u)) (4.1)

で定める．定理 1.1および補題 4.2の証明のアイデアは，M(1)+または V +
L の生成元に対

して計算機を用いて関係式R = 0を十分にたくさん見つけ，適当な n ∈ Zと u ∈M \{0}
に関して作用 Rnu = 0 をとることにより，各生成元 a に対して ϵ(a, u) の条件を得るこ

とである．この方法は，とにかく関係式をたくさん見つけさえすればよいので，他の頂点

(作用素)代数の (弱)加群の研究にも有効であると思う．

以降，rankL = 1，さらに L = Zα と表したとき，p = 〈α, α〉 ∈ 2Z \ {0, 2} を
仮定する．〈α, α〉 = 2 の場合は V +

L の生成元が違ってくるだけで，結果は同じであ

る．h = α/
√
〈α, α〉 とおくと，〈h, h〉 = 1 となる．頂点作用素代数 M(1)+ は共形元

ω = h(−1)21/2と

H =
1

3
h(−3)h(−1)1− 1

3
h(−2)21,

または

J = h(−1)41− 2h(−3)h(−1)1 +
3

2
h(−2)21

= −9H + 4ω2
−11− 3ω−31 (4.2)

で生成されており [5, Theorem 2.7 (2)]，さらに ω,H, J は次の関係式

[ωi, Jj ] = (3i− j)Ji+j−1,

[ωi,Hj ] = (3i− j)Hi+j−1 +
i(i− 1)(3i+ j − 6)

6
ωi+j−3

+
−1

3

(
i

5

)
δi+j−4,0,

[Ji, Jj ] = (−1392

5
ω−61−

2784

5
ω−4ω−11 + 120ω−3ω−21 +

1632

5
ω−2ω

2
−11

− 56

5
ω−2J−11−

56

5
ω−1J−21 +

6

5
J−41)i+j + · · · (4.3)
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を満たしている．V +
L はM(1)+ と E = eα + e−α から生成されており，

[ωi, Ej ] = ((−1 +
p

2
)i− j)Ei+j−1 (4.4)

が成り立っている．Risa/Asir[16]を用いて次の V +
L の元は全て 0となることが分かる．

P (8),H = −2376ω−2ω−2ω−11 + 3168ω−3ω−1ω−11− 6256ω−3ω−31− 11799ω−4ω−21

+ 30456ω−5ω−11 + 2310ω−71− 9504ω−1ω−1H−11− 6024ω−3H−11

− 13419ω−2H−21− 6516ω−1H−31 + 11868H−51 + 5040H2
−11, (4.5)

P (8),J = −29056ω4
−11− 118960ω2

−2ω−11 + 39040ω−3ω
2
−11− 39480ω2

−31

− 32120ω−4ω−21 + 497760ω−5ω−11 + 230360ω−71

+ 5024ω2
−1J−11− 8536ω−3J−11 + 8939ω−2J−21

− 2444ω−1J−31 + 1572J−5 + 560J2
−11, (4.6)

P (9) = 30J−61− 30ω−1J−41 + 27ω−2J−31− 39ω−3J−21

+ 16ω2
−1J−21 + 52ω−4J−11− 32ω−2ω−1J−11, (4.7)

P (10),H = 919328ω−91− 545856ω−5ω−1ω−11

− 529536ω−4ω−41 + 545352ω−4ω−2ω−11

+ 520160ω−3ω−3ω−11− 524968ω−3ω−2ω−21

− 10240ω−3ω−1ω−1ω−11 + 7680ω−2ω−2ω−1ω−11

+ 1937712ω−5H−11− 845376ω−3ω−1H−11

− 381048ω−2ω−2H−11 + 30720ω−1ω−1ω−1H−11

− 720081ω−4H−21− 128280ω−2ω−1H−21

− 435576ω−3H−31 + 234528ω−1ω−1H−31

+ 345849ω−2H−41− 1211160ω−1H−51

+ 2360970H−71 + 70875H−2H−21

+ 734184ω−7ω−11 + 898766ω−6ω−21, (4.8)
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P (10),J = 8192ω5
−11− 2048ω3

−1J−11

+ 758496ω−91− 1728ω−5ω−31

− 15232ω−5ω−1ω−11− 60848ω−4ω−41

− 134224ω−4ω−2ω−11− 6912ω−3ω−3ω−11

− 136872ω−3ω−2ω−21− 112640ω−3ω−1ω−1ω−11

− 69280ω−2ω−2ω−1ω−11− 6092ω−4J−21

+ 6272ω−3ω−1J−11 + 360ω−2ω−2J−11

+ 152ω−2ω−1J−21 + 1856ω−3J−31

+ 9408ω−1ω−1J−31 + 12656ω−2J−41

− 29968ω−1J−51 + 43320J−71

+ 525J−2J−21 + 1309248ω−7ω−11

+ 352992ω−6ω−21, (4.9)

Q(4) = 2(p− 2)(−27 + 54p− 44p2 + 40p3)ω−3E

− 12p(p− 2)(−3 + 4p)ω2
−1E

− 6p(p− 2)(−9 + 2p)(−1 + 2p)H−1E

+ (−72p3 − 96p2 + 210p− 90)ω0ω−2E

+ (120p2 − 48p+ 36)ω2
0ω−1E

+ (−48p− 9)ω4
0E. (4.10)

補題 4.1. M を零でない弱M(1)+ 加群で，任意の u ∈M \ {0}に対して ϵ(ω, u) ≥ 2と

なっているものとする．u をM の零でない元で ϵ(ω, u) が最小となるものとする．この

とき

ϵ(J, u) = 2ϵ(ω, u) + 1, Jϵ(J,u)u = 4ω2
ϵ(ω,u)u, かつ ϵ(H,u) ≤ 2ϵ(ω, u) (4.11)

が成り立つ．

Proof. 簡単に

r = ϵ(ω, u), s = ϵ(J, u) (4.12)

と書くことにする．等式 P
(9)
s+2r+3u = 0 を考える．例えば ω1J = 4J , ωiJ = 0 (i ≥ 2)
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から

(ω−1J−41)s+2r+3

=
∑
i<0

ωi

(
−s− 2r + i

3

)
Js+2r−i−1 +

∑
0≤i

(
−s− 2r + i

3

)
Js+2r−i−1ωi

=
∑
i≤r

ωi

(
−s− 2r + i

3

)
Js+2r−i−1 +

∑
r<i

(
−s− 2r + i

3

)
Js+2r−i−1ωi

−
∑

0≤i≤r

(
−s− 2r + i

3

)
[ωi, Js+2r−i−1]

=
∑
i≤r

ωi

(
−s− 2r + i

3

)
Js+2r−i−1 +

∑
r<i

(
−s− 2r + i

3

)
Js+2r−i−1ωi

−
∑

0≤i≤r

(
−s− 2r + i

3

) 1∑
j=0

(
i

j

)
(ωjJ)s+2r−1−j

=
∑
i≤r

ωi

(
−s− 2r + i

3

)
Js+2r−i−1 +

∑
r<i

(
−s− 2r + i

3

)
Js+2r−i−1ωi

−
∑

0≤i≤r

(
−s− 2r + i

3

)
(−(s+ 2r − 1) + 4i)Js+2r−2 (4.13)

と計算できる．したがって r ≥ 2と，r と sの定義から (ω−1J−41)s+2r+3u = 0となる．

同様の計算で

0 = (J−61)s+2r+3u = (ω−2J−31)s+2r+3u

= (ω−3J−21)s+2r+3u = (ω−4J−11)s+2r+3u (4.14)

および

(ω2
−1J−21)s+2r+3u = (−s− 1)Jsω

2
ru,

(ω−2ω−1J−11)s+2r+3u = (−r − 1)Jsω
2
ru (4.15)

となる．したがって

0 = P
(9)
s+2r+3u = (16(−s− 1)− 32(−r − 1))Jsω

2
ru

= 16(−s+ 2r + 1)Jsω
2
ru

= 16(−s+ 2r + 1)ω2
rJsu (4.16)

となる．ここで [ωr, Js]u = (3r − s)Js+r−1u = 0 を用いた．したがって s = 2r + 1

または ω2
rJsu = ωr(ωrJsu) = 0 となる．ω2

rJsu = 0 とすると (2.2) と (4.3) から
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ωi(ωrJsu) = ωiJsu = 0 (i > r) となっているので，r の最少性に矛盾する．故に

s = 2r + 1となる．上の計算と同様にして

0 = P
(10),J
5r+4 u = (8192ω5

−11− 2048ω3
−1J−11)5r+4u

= 2048(4ω5
r − J2r+1ω

3
r)u

= 2048ω3
r(4ω2

r − J2r+1)u (4.17)

となる．これより ωr(ω2
r(4ω2

r−J2r+1)u) = 0であり，また任意の i > rに対して，(2.2)よ

り ωiω
2
r(4ω2

r−J2r+1)u = 0であるから，rの最小性により ω2
r(4ω2

r−J2r+1)u = 0である．

同様のことを繰り返して (4ω2
r − J2r+1)u = 0が分かる．(4.2)より ϵ(H,u) ≤ 2ϵ(ω, u)が

分かる．

弱 V +
L 加群M に対して

ΩV +
L

(M) =
{
u ∈M

∣∣∣ 斉次な a ∈ V +
L

と i > wt a− 1 に対して aiu = 0

}
(4.18)

とおく．次が定理 1.1を証明するうえで一番重要な補題である．

補題 4.2. M を零でない弱 V +
L 加群とする．このとき，零でない u ∈ ΩV +

L
(M)で次のい

ずれかを満たすものが存在する．

(1) ϵ(ω, u) = −1.

(2) H3u = 0.

(3) ω1u = u,H3u = u.

(4) ω1u = (1/16)u,H3u = (−1/128)u.

(5) ω1u = (9/16)u,H3u = (15/128)u.

Proof. ϵ(ω, u) < 0となる u ∈ M \ {0}が存在する場合は，[14, Proposition 3.3 (a)] と

[15, Proposition 4.1.1] より uから生成される V +
L 加群は V +

L と同型になる．これは (1)

の場合である．したがって，全ての零でない u ∈M に対して ϵ(ω, u) ≥ 0を仮定し，uと

して ϵ(ω, u)が最小のものを取る．簡単に

r = ϵ(ω, u), s = ϵ(J, u), t = ϵ(E, u) (4.19)

と書くことにする．r ≥ 2を仮定する．補題 4.1から s = 2r + 1, J2r+1u = 4ω2
ru,Hiu =

0 (i ≥ 2r) となる． 展開Q
(4)
t+2r+2 において，各項の右端の部分が ωi (r+1 ≤ i),H (2r+

1 ≤ i)，または Ek (k ∈ Z)となるようにし ((4.13)の計算を参照)，Q(4)
t+2r+2uを取ると

0 = Q
(4)
t+2r+2u = −12p(p− 2)(−3 + 4p)ω2

rEtu, (4.20)
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を得る．p ∈ 2Z \ {0, 2}であったから ω2
rEtu = 0となる．i > r のときに (2.2)と (4.4)

から ωi(ωrEtu) = 0となるため，rの最小性より ωrEtu = 0となる．同様にしてEtu = 0

が分かるので矛盾する．したがって r ≤ 1が分かる．次に s ≥ 4を仮定する．上と同様の

計算から

0 = P
(8),J
2s+1u = J2

su = Js(Jsu), (4.21)

となる．(4.3) から i > r と j > s に対して ωiJsu = JjJsu = 0 が分かるため，

ϵ(ω, Jsu) ≤ r, ϵ(J, Jsu) < sが分かる．Jsuを uに取り替えていけば，r ≤ 1, s ≤ 3とな

る uを得ることが出来る． 特に ϵ(H,u) ≤ 3となる．ここで関係式

0 = P
(8),H
7 u = −72(132ω2

1 − 65ω1 + 3− 70H3)H3u (4.22)

0 = P
(10),H
9 u = 240H3(−207 + 4725H3 + 4472ω1 − 9118ω2

1 + 128ω3
1)u, (4.23)

から 0 = (ω1 − 1)(16ω1 − 1)(16ω1 − 9)H3u を得るので，証明が終わる．

Remark 4.3. 補題 4.2 において，u は，(1) のとき 1 ∈ M(1)+, 　 (2) のとき eβ ∈
M(1, β), β +L ∈ L⊥/L, (3)のとき h(−1)1 ∈M(1)−, (4),(5)は θ-twisted VL 加群の元

にあたる．
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A large family of strongly regular Cayley graphs

–強正則ケーリーグラフの大きな族について–
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概 要

論文 [7]では, 3値のガウス周期に基づいて, 有限体の加法群上の強正則ケーリーグラフ
の構成法を与えた. 特に, [1]の結果と共に, 以下の場合に, パラメータ (q6, r(q3 + 1),−q3 +
r2 +3r, r2 +r), r = M(q2−1)/2を持つ強正則ケーリーグラフの存在性を示した: (i) M = 1
かつ q ≡ 3 (mod 4); (ii) M = 3かつ q ≡ 7 (mod 24); (iii) M = 7かつ q ≡ 11, 51 (mod 56).
一方, M > 7の場合については, これまで特に議論されることはなかった. この論文では,
奇数M を割る任意の正整数M ′ に対し, −1 ̸∈ ⟨2⟩ (mod M ′)が満たされるとき, 上記のパ
ラメータをもつ強正則グラフが存在する素数 qが無限個存在することを示す. この論文は,
[8]の抜粋および要約である.

1 導入

Γを v頂点上の単純グラフとする. Γが, k-正則で, 隣接 (非隣接)2頂点に同時に隣接する頂点
数がちょうど λ(µ)個のとき, パラメータ (v, k, λ, µ)をもつ強正則グラフと呼ばれる. 特に, 完
全グラフや空グラフでない k-正則グラフが強正則であることと, その隣接行列が固有値として
k以外の固有値をちょうど 2種類持つことが同値であることが知られている.

Gを加法的に記述した可換群とし, Dを Gの逆元で閉じた単位元を含まない部分集合とする.

このとき, 頂点集合をGとし, x− y ∈ Dのとき (x, y)を辺とすることで得られるグラフをケー
リーグラフと呼び, Cay(G,D)と記す. Dはこのグラフの連結集合と呼ばれる. また, Cay(G,D)

の固有値は, Dの指標値で決まることが知られている. Gの指標 ψに対し,

ψ(D) =
∑
x∈D

ψ(x)

とする. このとき, Cay(G,D)の固有値は, ψ(D), ψ ∈ G⊥で与えられる. ここで, G⊥はGの指
標群とする.

[1]では, q ≡ 3 (mod 4)なる素数ベキ qに対し, パラメータ (q6, r(q3 + 1),−q3 + r2 + 3r, r2 + r),

r = (q2 − 1)/2を持つ強正則グラフの構成法が与えられた. この強正則グラフから, 有限射影空
1Email: momihara@educ.kumamoto-u.ac.jp

この研究は, 科学研究費補助金 (若手研究 (B) 17K14236, 基盤研究 (B) 15H03636)の補助を受けています.
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間 PG(5, q)における非退化な楕円型二次曲面上の q+1
2 -ovoidを構成でき, 有限幾何学上重要な

ものである. また, 著者は, この論文の構成法が 3値ガウス周期の枠組みで一般化できることを
示し, 以下の定理を証明した.

定理 1.1. ([7]) qを素数ベキとする. 以下の場合に,パラメータ (q6, r(q3+1),−q3+r2+3r, r2+r),

r = (q2 − 1)M/2を持つ強正則ケーリーグラフが存在する:

(1) M = 3かつ q ≡ 7 (mod 24);

(2) M = 7かつ q ≡ 11, 51 (mod 56).

この論文では, M > 7の場合に上述のパラメータの強正則グラフが存在するかどうかに興味が
ある. M,hを, M を奇数, 1 ≤ h ≤ M − 1, M |h2 + h + 1なる正整数とする. ΨM,hを, パラ
メータ (p6, r(p3 + 1),−p3 + r2 + 3r, r2 + r), r = (p2 − 1)M/2をもつ (Fp6 ,+)上の強正則ケー
リーグラフが存在するような p ≡ h (mod M)かつ p ≡ 3 (mod 4)なる素数の集合とする. 以下
が主定理である.

定理 1.2. M を割る任意のM ′ > 1に対し, −1 ̸∈ ⟨2⟩ (mod M ′) が満たされるとき, ΨM,hは無
限集合である.

上記の定理の条件を満たすM < 200は, 7, 31, 49, 73, 79, 103, 127, 151, 199である.

特に, M が奇素数ベキで, かつ, Q(ζM + ζ−M )の類数が奇数の場合には, ΨM,hの密度を計算でき
る. この内容の詳細については, [8]を参照していただきたい.

2 準備

2.1 ガウス周期

pを素数とし, ζp = exp(2πi/p) ∈ Cを 1の原始 p乗根とする. 正整数 f, nに対し, q = pf とし,

Fqn を位数 qnの有限体を記すこととする. 写像 ψFqn
: Fqn → C∗を

ψFqn
(x) = ζ

Trqn/p(x)
p

で定める. ここで, Trqn/pは Fqn から Fpへのトレース写像とする. このとき, ψFqn
は, Fqn の加

法群の指標で, 標準加法的指標と呼ばれる.

ωを Fqn の原始根とし, N を qn − 1を割る正整数とする. このとき, 指数N の円分類を以下の
ように定める:

C
(N,qn)
i = ωi⟨ωN ⟩, 0 ≤ i ≤ N − 1.

このとき, 位数N のガウス周期を以下で定める:

ψFqn
(C

(N,qn)
i ) =

∑
x∈C(N,qn)

i

ψFqn
(x), 0 ≤ i ≤ N − 1.
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[5]では, ガウス周期 ψFqn
(C

(N,qn)
i ), i = 0, 1, . . . , N − 1, がいつ 3種類の等差的な値を取るかと

いう問題を, ある 3-クラスのアソシエーションスキームの問題と関連して調べた. この論文で
は, n = 3の場合のみを考える.

以下の定理がこの章の主結果である. 証明は, [8]を参照されたい.

定理 2.1. M,hを 0 < h < M − 1かつM |h2 + h+ 1を満たす正整数とする. qをある素数 p

の冪で, q ≡ h (mod M)を満たすものとする. さらに, N = q3−1
M(q−1) とおき, ωを Fq3 の原始根

として一つ固定する. このとき,

p >
( 12M

ϕ(M)

)ϕ(M)/2ordM (p)

が成立すれば, ψFq3
(C

(N,q3)
i ), i = 0, 1, . . . , N − 1は, ちょうど 3つの値−M + 2q,−M + q,−M

をとる.

丸田 [6]は, pに対する限界式を与えることなくこの定理の証明を符号理論の言葉で与えたが,

[8]では, [3]の結果を用いてより単純明快に証明し, かつ, 限界式も明示できる.

3 3値のガウス周期に基づくケーリーグラフの構成について

3.1 構成法の枠組み

qn ≡ 3 (mod 4)を素数ベキとし, ωを Fqn の原始根とする. N を (qn − 1)/(q − 1)を割る奇数
とし, C

(N,qn)
i = ωi⟨ωN ⟩, i = 0, 1, . . . , N − 1とする. この章では, ガウス周期 ψFqn

(C
(N,qn)
i ),

i = 0, 1, . . . , N−1の値は常に3つの等差的な値α1, α2, α3を取ると仮定し, α1−α2 = α2−α3 > 0

とする.

Ij = {i (mod N) |ψFqn
(C

(N,qn)
i ) = αj}, j = 1, 2, 3,

とし, T1, T2を I2のある分割とする. T ′
i ≡ 4−1Ti (mod N), i = 1, 2とし,

X = 2T ′
1 ∪ (2T ′

2 +N) (mod 2N) (3.1)

と定める. また,

YX := {Ni+ 4j (mod 4N) : (i, j) ∈ ({0, 3} × T ′
1) ∪ ({1, 2} × T ′

2)}
∪ {Ni+ 4j (mod 4N) : i = 0, 1, 2, 3, j ∈ 4−1I1 (mod N)} (3.2)

とする. このとき, X ≡ 2−1I2 (mod N)かつ YX ≡ I1 ∪ I1 ∪ I1 ∪ I1 ∪ I2 ∪ I2 (mod N)が成立
している.

今, γを Fq2n の原始根で, γq
n+1 = ωなるものとする. また, Fqn の部分集合として,

DX =
∪
i∈YX

C
(4N,q2n)
i (3.3)

と定義する. ここで, C
(4N,q2n)
i = γi⟨γ4N ⟩, i = 0, 1, . . . , 4N − 1である. このとき, |DX | =

(q2n− 1)(2|I1|+ |I2|)/2N が成立する. このDX は, 我々の所望する強正則ケーリーグラフの連
結集合になりうるかどうかを調べる. DX の指標値は, 以下のように決まる.
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命題 3.1. ([7, Proposition 4.2]) 任意のa ∈ Z4Nに対し, b ≡ 4−1a (mod N)と c ≡ 2b (mod 2N)

を定める. このとき, DX の指標値は,

ψFq2n
(γaDX) =

ρqnδaq
n

2Gqn(η)

2ψFqn
(ωc

∪
ℓ∈X

C
(2N,qn)
ℓ )− ψFqn

(ωc
∪

ℓ∈2−1I2

C
(N,qn)
ℓ )


+

(qn − 1)(2|I1|+ |I2|)
2N

+


−qn, a ∈ I1 (mod N)のとき,

− qn

2 , a ∈ I2 (mod N)のとき,

0, a ∈ I3 (mod N)のとき,

(3.4)

で与えられる. ここで, qn ≡ 7 か 3 (mod 8) で, ρqn = 1 または −1 と定める. また, a ≡
0, N (mod 4)か a ≡ 2, 3N (mod 4)で, δa = 1または −1と定める. さらに, ηは Fqn の位数 2

の乗法的指標とする.

注意 3.2. X を (3.1)で定義される集合で,

2ψFqn
(ωc

∪
ℓ∈X

C
(2N,qn)
ℓ )− ψFqn

(ωc
∪

ℓ∈2−1I2

C
(N,qn)
ℓ ) (3.5)

=

{
±Gqn(η), c ∈ 2−1I2 (mod N)のとき,

0, その他,

を満たすとする. ここで, (3.5)を (3.4)に代入して, DX はちょうど 2つの値 (qn − 1)(2|I1| +
|I2|)/2Nと−qn+(qn−1)(2|I1|+|I2|)/2Nを取ることになる. このとき, Cay(Fq2n , DX)は強正則
グラフとなる. 特に,パラメータ (q2n, r(qn+1),−qn+r2+3r, r2+r), r = (|I2|+2|I1|)(qn−1)/2N

を持つことがわかる.

3.2 PG(2, q)における conicの分解とその商について

この章では, [2, 4]で発見された PG(2, q)の conicの良い分解について説明する.

qを素数ベキとし, ωを Fq3 の原始根とする. Fq3 を Fq 上の 3次元ベクトル空間だと解釈する.

PG(2, q)の点を ⟨ωi⟩ := ωiF∗
q , 0 ≤ i ≤ q2 + qと同一視する. Q : Fq3 → Fq の非退化な二次形式

をQ(x) := Trq3/q(x
2)で定義する. このとき, Qは PG(2, q)の conic Qを定義し, q + 1点含ん

でいる. Zq2+q+1の部分集合を以下で定まる:

WQ = {i (mod q2 + q + 1) : Q(ωi) = 0} = {d0, d1, . . . , dq}. (3.6)

ここで, 各元は適当な順序でラベルを付けている. このとき, Q = {⟨ωdi⟩ : 0 ≤ i ≤ q}が成立
する.

以下に, WQの分解を定める. d0 ∈WQに対し,

XQ := {ωdiTrq3/q(ω
d0+di) : 1 ≤ i ≤ q} ∪ {2ωd0} (3.7)

と
XQ := {logω(x) (mod 2(q2 + q + 1)) : x ∈ XQ} (3.8)
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を定める. このとき, XQ ≡WQ (mod q2+q+1)である. 集合XQ ⊆ Z2(q2+q+1)は, |E1|+|E2| =
q + 1なる部分集合E1, E2 ⊆ Zq2+q+1が存在し,

XQ = 2E1 ∪ (2E2 + (q2 + q + 1)) (mod 2(q2 + q + 1)) (3.9)

が成立する. よって, XQは偶部分と奇部分に分解される. このとき, 2(E1∪E2) ≡WQ (mod q2 + q + 1)

が成り立ち, XQが WQの分解を誘導する.

補題 3.3. ([4, Lemma 3.4]) XQの定義で, d0の代わりに diを用いると, 得られるX ′
Qについ

て, X ′
Q ≡ XQまたはXQ + (q2 + q + 1) (mod 2(q2 + q + 1))が成立する.

次に, XQの商について考える. この章では, Nが q2+q+1を割るとし,ガウス周期ψFq3
(C

(N,q3)
i ),

i = 0, 1, . . . , N − 1がちょうど 3つの値 −M + 2q,−M + q,−M をとるとする. ここで, M =
q2+q+1

N と定める. このとき, XQ ≡ 2−1(I1 ∪ I1 ∪ I2) (mod N)となることが示せる. ここで, 多
重集合

Xi := {x (mod 2N) : x ∈ XQ, x (mod N) ∈ 2−1Ii}, i = 1, 2, (3.10)

を定める. このとき, X1 ≡ 2−1(I1 ∪ I1) (mod N)かつX2 ≡ 2−1I2 (mod N)が成立する. ここ
で, 群 Gの上で定義された多重集合が, Gの多重でない通常の部分集合であるとき, 純部分集
合と呼ぶことにする. このとき, X2が Z2N の純部分集合であるが, X1はそうでないかもしれ
ない.

命題 3.4. ([7, Proposition 5.5]) X1が Z2N の純部分集合であるとき,

2ψFq3
(ωc

∪
ℓ∈X2

C
(2N,q3)
ℓ )− ψFq3

(ωc
∪

ℓ∈2−1I2

C
(N,q3)
ℓ ) =

{
±Gq3(η), c ∈ 2−1I2 (mod N)のとき,

0, その他,

が成立する.

定理 3.5. q ≡ 3 (mod 4)を素数ベキとし,Mを q2+q+1を割る正整数とする. また, N = q2+q+1
M

とする. ガウス周期ψFq3
(C

(N,q3)
i ), i = 0, 1, . . . , N−1がちょうど3つの値−M,−M+q,−M+2q

を取り, X1 が Z2N の純部分集合であると仮定する. このとき, Cay(Fq6 , DX2) はパラメータ
(q6, r(q3 + 1),−q3 + r2 + 3r, r2 + r), r = (q2− 1)M/2をもつ強正則グラフとなる. ここで, Xi,

i = 1, 2は (3.10)で定義され, DX は (3.3)で定義されている.

証明: 命題 3.1, 命題 3.4, 注意 3.2を n = 3とX = X2として適用すればよい. �

3.3 X1が Z2N 上純部分集合となるための条件

u ∈ WQ が u (mod N) ∈ 2−1I1 を満たすとき, WQ ≡ 2−1(I1 ∪ I1 ∪ I2) (mod N)であるので,

u+ ℓuN ∈WQを満たす ℓu ∈ {1, 2, . . . ,M − 1}が存在する. ここで,

gM (ωu) = Trq3/q(ω
2u+ℓuN )ωℓuN

と定義する.
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補題 3.6. ηを Fq3 の位数 2の乗法的指標とする. このとき, X1が Z2N 上純部分集合であるた
めの必要十分条件は, u (mod N) ∈ 2−1I1なる全ての u ∈ WQに対し, η(2) ̸= η(gM (ωu))が成
立することである.

証明: (3.7)より, d0として uをとると, 補題 3.3より 2ωu, gM (ωu)ωu ∈ XQまたは 2ωu+q
2+q+1,

gM (ωu)ωu+q
2+q+1 ∈ XQを得る. どちらの場合についても, X1が Z2N 上純部分集合であるた

めの必要十分条件は, η(2) ̸= η(gM (ωu))が満たされることである. �

補題 3.7. ([7, Lemma 5.8]) u (mod N) ∈ 2−1I1なる u ∈WQに対し,

η(gM (ωu)) = η(−1)η(1− ω
ℓu(q+1)(q3−1)

M )η(1− ω
2ℓuq(q3−1)

M ) (3.11)

が成立する.

[7]では, 上の補題を用いて, X1が Z2N 上で純部分集合であるための条件を, M = 3または 7の
場合に, qに対する特徴付けとして与えた. 以下の命題によって, M > 7の場合も扱えるように
なる. 証明は [8]を参照していただきたい.

命題 3.8. ηを Fq3 の位数 2の乗法的指標とする. このとき, X1が Z2N で純部分集合であるた

めの必要十分条件は, η(2) ̸= η(1 + ω
ℓ(q3−1)

M )がすべての ℓ ∈ {1, 2, . . . ,M − 1}で成立すること
である.

よって, この章の残りでは, まず η(1 + ω
ℓ(q3−1)

M ), 1 ≤ ℓ ≤M − 1がすべて等しくなるためのM

及び qへの必要条件を求めることにする. それをするために, 1 + ω
ℓ(q3−1)

M , 1 ≤ ℓ ≤M − 1らの

間の乗法的な関係式について考える. ϵM で ω
q3−1
M および ζM = exp(2πi/M)どちらも表記する

こととする.

補題 3.9. 任意の整数 ℓに対し,

1 + ϵℓM = ϵℓM (1 + ϵ−ℓM )

が成立する.

補題 3.10. gcd (ℓ,M) = 1なる任意の整数 ℓに対し, 以下が成立する:

ordM (2)−1∏
i=0

(1 + ϵ2
iℓ
M ) = 1

証明: 2ordM (2) ≡ 1 (mod M)に注意して,

ordM (2)−1∏
i=0

(1 + ϵ2
iℓ
M ) =

ordM (2)−1∏
i=0

1− ϵ2i+1ℓ
M

1− ϵ2iℓM
=

1− ϵ2ordM (2)ℓ
M

1− ϵℓM
= 1

を得る. �
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補題 3.11. −1 ∈ ⟨2⟩ (mod M)を満たすとき, gcd (ℓ,M) = 1なる任意の整数 ℓに対し, 以下が
成立する:

ordM (2)/2−1∏
i=0

1 + ϵ2
iℓ
M = −ϵ−ℓM .

証明: 2ordM (2)/2 ≡ −1 (mod M)に注意して,

ordM (2)/2−1∏
i=0

(1 + ϵ2
iℓ
M ) =

ordM (2)/2−1∏
i=0

1− ϵ2i+1ℓ
M

1− ϵ2iℓM
=

1− ϵ2ordM (2)/2ℓ
M

1− ϵℓM

=
1− ϵ−ℓM
1− ϵℓM

= −ϵ−ℓM

を得る. �

補題 3.12. t ̸ |sなる整数 s, t > 1に対し, M = stとする. このとき, gcd (ℓ,M) = 1なる整数 ℓ

に対し, 以下が成立する:

1 + ϵsℓt =

s−1∏
i=0

(1 + ϵisϵ
ℓ
t). (3.12)

特に, M = pe, e ≥ 2なる素数ベキのとき, 任意の 1 ≤ j ≤ e− 1に対し, 以下が成立する:

1 + ϵp
jℓ
M =

pj−1∏
i=0

(1 + ϵipj ϵ
ℓ
M ). (3.13)

証明: −ϵ−ℓt を xs − 1 =
∏s−1
i=0 (x − ϵis)へ代入して, −ϵ−sℓt − 1 = −ϵ−sℓt

∏s−1
i=0 (1 + ϵisϵ

ℓ
t)を得

る. また, −ϵsℓt を両辺に掛けて, 前者の結果 1 + ϵsℓt =
∏s−1
i=0 (1 + ϵisϵ

ℓ
t)を得る. また, (3.12)を

M = t = pe, s = pj として適用することで, 後者の結果を得る. �

系 3.13. ηを Fq3 の位数 2の乗法的指標とする. また, ℓを gcd (ℓ,M) = 1なる整数とする. こ
のとき, 以下が成立する:

(1) η(1 + ϵℓM ) = η(1 + ϵ−ℓM ).

(2)
∏ordM (2)−1
i=0 η(1 + ϵ2

iℓ
M ) = 1.

(3) −1 ∈ ⟨2⟩ (mod M)のとき,
∏ordM (2)/2−1
i=0 η(1 + ϵ2

iℓ
M ) = η(−1).

(4) t ̸ |sなる整数 s, t > 1に対し, M = stとする. このとき, η(1 + ϵsℓt ) =
∏s−1
i=0 η(1 + ϵisϵ

ℓ
t)

が成立する. 特に, M = pe, e ≥ 2が素数ベキのとき, 任意の 1 ≤ j ≤ e − 1に対し,∏pj−1
i=0 η(1 + ϵi

pj
ϵℓM ) = η(1 + ϵp

jℓ
M )が成り立つ.

証明: η(ϵℓM ) = 1に注意して, 補題 3.9, 3.10, 3.11, 3.12らから従う. �

注意 3.14. M = pe, e ≥ 2なる素数ベキの場合, 補題 3.12の (3.13)より, gcd (M, i) ̸= 1なる
1+ϵiMらは全て, gcd (M, i) = 1なる1+ϵiMらから決定できることが分かる. 特に, gcd (i,M) = 1

なる全ての iに対し, η(1 + ϵiM ) = α, α ∈ {1,−1}が成り立つとき, gcd (i,M) ̸= 1なるすべて
の iに対し, η(1 + ϵiM ) = αが成立する.
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また, M が合成数の場合については, 以下の命題を得ることができる. 証明は [8]を参照してほ
しい.

命題 3.15. M を素数ベキでない正整数 (合成数)とする. −1 ̸∈ ⟨2⟩ (mod M)であり, かつ,

|⟨2⟩ (mod M)|が偶数であると仮定する. UM = {x : 1 ≤ x ≤ M − 1, gcd (x,M) = 1}の任意
の ϕ(M)/4-元部分集合 X で,

X ∪ −X ∪ 2X ∪ −2X = UM (3.14)

を満たすものをとる. このとき, gcd (ℓ,M) = 1なる任意の正整数 ℓに対し,∏
x∈X

η(1 + ϵ2xℓM ) = η(−1)
ϕ(M)

4
+c, (3.15)

が成立する. ここで, c = |{x ∈ X ∪ 2X (mod M) : (M + 1)/2 ≤ x < M}}| と定める.

これらの結果を用いて, すべての 1 ≤ ℓ < M に対し η(2) ̸= η(1 + ϵℓM )を満たす素数ベキ qを,

M = 3, 7, 21の場合に決定できる. 特に, M = 21の場合が新たな結果である.

命題 3.16. ([7, Proposition 5.9]) q ≡ 1 (mod 3)とする. このとき, Fq3において, 全ての i = 1, 2

で η(2) ̸= η(1 + ϵi3)が成立するための必要十分条件は, q ≡ 7, 13 (mod 24)である.

証明: 1 + ϵ23 = −ϵ3かつ 1 + ϵ3 = −ϵ23より, η(1 + ϵ3) = η(1 + ϵ23) = η(−1) = (−1)
q−1
2 を得る.

一方, 平方剰余の相互法則の補助法則より, η(2) = (−1)
p2−1

8 を得る. よって, η(2) ̸= η(1 + ϵi3),

i = 1, 2は, q ≡ 5, 7 (mod 8)の場合に限る. 最後に, q ≡ 1 (mod 3)という条件より, 結果を得
る. �

命題 3.17. ([7, Proposition 5.10]) q ≡ 2 または 4 (mod 7) とする. このとき, Fq3 にお
いて, 全ての i = 1, 2, . . . , 6 で η(2) ̸= η(1 + ϵi7) が成立するための必要十分条件は, q ≡
11, 37, 51, 53 (mod 54)である.

証明: 1 + ϵℓ7 = 1 + ϵqℓ7 = 1 + ϵq
2ℓ

7 かつ
∏2
i=0 η(1 + ϵ2

iℓ
7 ) = 1より, η(1 + ϵi7) = 1, i = 1, 2, . . . , 6

を得る. よって, 平方剰余の相互法則の補助法則より, 全ての i = 1, 2, . . . , 6で η(2) ̸= η(1 + ϵi7)

となる必要十分条件は, q ≡ 3, 5 (mod 8)である. 最後に, q ≡ 2, 4 (mod 7)という条件より, 結
果を得る. �

命題 3.18. q ≡ 4または 16 (mod 21)とする. このとき, Fq3 において, 全ての i = 1, 2, . . . , 20

で η(2) ̸= η(1 + ϵi21)が成立するための必要十分条件は, q ≡ 37, 109 (mod 168)である.

証明: X = {1, 4, 16}とする. 命題 3.15より,
∏
i∈X η(1+ϵiℓ21) = η(−1)を得る. 一方,フロベニウ

ス自己同型を作用させて, η(1+ϵℓ21) = η(1+ϵ4ℓ21) = η(1+ϵ16ℓ21 )を得る. よって, η(1+ϵℓ21) = η(−1)

が gcd (ℓ, 21) = 1なるすべての ℓで成り立つ. さらに, 命題 3.17の証明より, η(1 + ϵi7) = 1,

i = 1, 2, . . . , 6が成り立つ. また, 命題 3.16の証明より, η(1+ ϵi3) = η(−1), i = 1, 2を得る. よっ
て, 平方剰余の相互法則の補助法則より, 全ての i = 1, 2, . . . , 21で η(2) ̸= η(1 + ϵi21)となるた
めの必要十分条件は, q ≡ 5 (mod 8)である. 最後に, q ≡ 4, 16 (mod 21)という条件より, 結果
を得る. �
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注意 3.19. M = 21の場合について, 系 3.13 (1)–(4)より, η(1 + ϵi21)らの間の以下の等式を得
る:

∏
i∈{1,2,4,8,16,11} η(1 + ϵiℓ21) = 1,

∏
i∈{1,8} η(1 + ϵiℓ21) = 1,

∏
i∈{1,4,10,13,16,19} η(1 + ϵiℓ21) = 1,

η(1 + ϵℓ21) = η(1 + ϵ−ℓ21 ). ここで, ℓは gcd (ℓ,M) = 1なる任意の正整数とする. このとき,∏
i∈{1,4,16} η(1 + ϵi21) = η(−1)はこれらの関係式からは得られないことは明らかであるので, 命
題 3.15は系 3.13 (1)–(4)に含まれないことが分かる.

PM をM | q2 + q + 1を満たす素数ベキの集合とする. また, α, β ∈ {1,−1}に対し,

ΨM,α,β = {q ∈ PM : η(1 + ϵiM ) = α, 1 ≤ i < M, η(−1) = β}

と定める. このとき, 命題 3.8の観点から, ΨM,α,β がいつ空になるのかについて調べる.

命題 3.20. (1) −1 ∈ ⟨2⟩ (mod M)であるとき, ΨM,1,−1 = ∅である.

(2) −1 ∈ ⟨2⟩ (mod M), かつ, ordM (2)/2が偶数であるとき, ΨM,−1,−1 = ∅である.

(3) −1 ∈ ⟨2⟩ (mod M), かつ, ordM (2)/2が奇数のとき, ΨM,−1,1 = ∅である.

(4) ordM (2)が奇数のとき, β = 1,−1双方の場合について, ΨM,−1,β = ∅である.

証明: (1) q ≡ 3 (mod 4)かつ−1 ∈ ⟨2⟩ (mod M)のとき, 系 3.13 (3)より,
∏ordM (2)/2−1
i=0 η(1 +

ϵ2
i

M ) = −1が成り立つ. このとき, すべての i = 1, 2, . . . ,M − 1で η(1 + ϵiM ) = 1が成り立つこ
とは不可能である.

(2) q ≡ 3 (mod 4)かつ−1 ∈ ⟨2⟩ (mod M)のとき, 系 3.13 (3)より,
∏ordM (2)/2−1
i=0 η(1 + ϵ2

i

M ) =

−1が成り立つ. 一方, ordM (2)/2が偶数で, すべての i = 1, 2, . . . ,M − 1で η(1 + ϵiM ) = −1と
仮定すると,

∏ordM (2)/2−1
i=0 η(1 + ϵ2

i

M ) = 1を得る. これは矛盾である.

(3) q ≡ 1 (mod 4)かつ−1 ∈ ⟨2⟩ (mod M)のとき,系 3.13 (3)より,
∏ordM (2)/2−1
i=0 η(1+ϵ2

i

M ) = 1

が成り立つ. 一方, ordM (2)/2が奇数で, すべての i = 1, 2, . . . ,M − 1で η(1 + ϵiM ) = −1と仮
定すると,

∏ordM (2)/2−1
i=0 η(1 + ϵ2

i

M ) = −1を得る. これは矛盾である.

(4) 系 3.13 (2)より,
∏ordM (2)−1
i=0 η(1 + ϵ2

i

M ) = 1を得る. 一方, すべての i = 1, 2, . . . ,M − 1で
η(1 + ϵiM ) = −1と仮定すると,

∏ordM (2)−1
i=0 η(1 + ϵ2

i

M ) = −1を得る. これは矛盾である. �

4 ΨM,h,α,β内の素数の無限存在性について

hをM |h2 + h + 1を満たす正整数とし, Ph,M を p ≡ h (mod M)なる素数の集合とする. 各
α, β ∈ {1,−1}に対し,

ΨM,h,α,β = {p ∈ Ph,M : Fp3においてη(1 + ϵiM ) = α, 1 ≤ i ≤M − 1, η(2) = −α, η(−1) = β}

と定める. この章では, ΨM,h,α,β 内の素数の無限存在性に興味がある. これを調べるために, よ
く知られたDirichletの素数定理の一般化である, Chebotarëvの密度定理について述べる.

F を代数体 E のガロア拡大とする. OF と OE で, F と E の整数環を表す. pを F で不分岐
な Eの素イデアルとし, Pを F の p上の素イデアルとする. このとき, Gal((OF /P)/(OE/p))
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から Gal(F/E)への, 唯一の単射準同型写像 hで以下の条件を満たすものがある. 任意の σ ∈
Gal((OF /P)/(OE/p))に対し, h(σ)(P) = P,かつ, h(σ) : OF → OF によって誘導されるOF /P
からそれ自身への写像が σそのものに一致する. 特に, フロベニウス自己同型 x→ x|OE/p|の像
σPを, Pに関するフロベニウス写像と呼ぶ. フロベニウス写像は, Pに対するガロア群の作用
τ ∈ Gal(F/E)について, στP = τσPτ

−1が成立しているため, pの上の素イデアルPの選び方
と, σPの共役類が対応することになる.

P (E)を F で不分岐な E の素イデアルの集合とする. Cσ で σ ∈ Gal(F/E)を含む共役類とす
る. 固定した σ ∈ Gal(F/E)に対し, P (E)の素イデアルの集合 Sσ を以下で定める:

Sσ = {P ∩ E ∈ P (E) : Pは F の素イデアルで, σP ∈ Cσ を満たす }.

Sσ のDirichlet密度を

lim
s→1+0

( ∑
p∈Sσ

1

N(p)s

)/( ∑
p∈P (E)

1

N(p)s

)
で定義し, また, Sσ の自然密度を

lim
x→∞

|{p ∈ Sσ : N(p) ≤ x}|
|{p ∈ P (E) : N(p) ≤ x}|

で定める. 以下の定理が Chebotarëvの密度定理である.

定理 4.1. Sσ の Dirichlet密度 (および自然密度)は |Cσ |
|G| に等しい. 特に, 非零の場合, Sσ は無

限集合である.

Sσ のDirichlet密度と自然密度を δ(Sσ)と記すことにする.

この章の残りで, 定理 1.2の証明を与えることに徹する. i = 0, 1, . . . ,M − 1と j = 0, 1に対し,

xi,j = (−1)j
√

1 + ζiM とし, ZM = {xi,j : i = 0, 1, . . . ,M − 1, j = 0, 1}と定める. EM をQに
ZM の元と ζ4を全て添加して得られる体とする. 定理 4.1を我々の場合に適用するため, EM の
構造について調べる必要がある. EM について, ガロア理論から以下のことが分かる.

事実 4.2. (i) Q(ζM )はQの正規拡大であるので, Gal(EM/Q(ζM ))はGal(EM/Q)の正規部
分群である.

(ii) Q(ζM , xi,0)/Q(ζM ), i = 0, 1, . . . ,M − 1と Q(ζM , ζ4)/Q(ζM )は高々2次の拡大であり,

Gal(EM/Q(ζM ))は,
∏M−1
i=0 Gal(Q(ζM , xi,0)/Q(ζM ))×Gal(Q(ζM , ζ4)/Q(ζM ))の部分群

と同型であるので, Gal(EM/Q(ζM ))は基本可換 2-群である.

次にクンマーの理論における以下の定理を応用する.

定理 4.3. K を ζn を含む標数 0の体とし, (K×)n = {an : a ∈ K×}と定める. Rを (K×)n

を含むK×の部分群とし, K( n
√
R)で { n

√
a : a ∈ R}の元をK へ添加して得られる拡大とし,

abel拡大と仮定する. もし, R/(K×)nが有限であれば, Gal(K( n
√
R)/K)は, R/(K×)nに同型

である.

補題 4.4. Gal(EM/Q(ζM ))は, (Q(ζM )×)2を法とした 2と−1と 1 + ζiM , i = 1, 2, . . . ,M − 1

によって生成される群に同型である.
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証明: 定理を 4.3を, K = Q(ζM ), n = 2, R = ⟨2,−1, 1+ζiM , y : i = 1, 2, . . . ,M−1, y ∈ (K×)2⟩
として適用すれば良い. �

補題 4.5. 2 ̸∈ ⟨−1, 1 + ζiM , y : i = 1, 2, . . . ,M − 1, y ∈ (Q(ζM )×)2⟩が成立する.

証明: あるx ∈ Q(ζM )が存在し, 2 = −1i0
∏M−1
i=1 (1+ζiM )ci ·x2と仮定する. −1i0

∏M−1
i=1 (1+ζiM )ci

は単数であるので, xはQ(ζM )の単数ではない. このとき, (2)はQ(ζM )で分岐するが, M は奇
数なのであり得ない. �

補題 4.6. −1 ∈ ⟨1 + ζiM , y : i = 1, 2, . . . ,M − 1, y ∈ (Q(ζM )×)2⟩であるための必要十分条件
は, M を割るある整数M ′ > 1が存在し, −1 ∈ ⟨2⟩ (mod M ′) となることである.

証明: M を割る任意の整数M ′ > 1に対し, −1 ̸∈ ⟨2⟩ (mod M ′)とし, ある ciらと x ∈ Q(ζM )

が存在し, −1 =
∏M−1
i=1 (1+ ζiM )ci ·x2と書けると仮定する. σ ∈ Gal(Q(ζM )/Q)を σ : ζM → ζ2M

なる自己同型とする. ordM (2)は奇数であるので,

ordM (2)−1∏
i=0

σi(−1) = −1

を得る. 一方, 補題 3.10より,

ordM (2)−1∏
i=0

(M−1∏
j=1

σi(1 + ζjM )cj
)
σi(x)2 =

ordM (2)−1∏
i=0

σi(x)2

を得る. よって, −1がQ(ζM )で平方数になる. しかし, それはM が奇数であることに矛盾する.

逆に, M を割るある整数M ′ > 1が存在し, −1 ∈ ⟨2⟩ (mod M ′)となると仮定すると, 補題 3.11

より, −1 =
∏ordM′ (2)/2−1
i=0 σi(1 + ζM ′)を得る. �

DM を xi,0, 1 ≤ i ≤M − 1の元をすべてQへ添加して得られる体とする. これまでの結果をま
とめて以下の命題を得る.

命題 4.7. (1) Mを割る任意の整数M ′ > 1に対し, −1 ̸∈ ⟨2⟩ (mod M ′)であるとき, Gal(EM/Q(ζM ))

はGal(Q(ζM ,
√

2)/Q(ζM ))×Gal(Q(ζM , ζ4)/Q(ζM ))×Gal(DM/Q(ζM ))に同型である.

(2) M を割るある整数M ′ > 1に対し, −1 ∈ ⟨2⟩ (mod M ′)であるとき, Gal(EM/Q(ζM ))は
Gal(Q(ζM ,

√
2)/Q(ζM ))×Gal(DM/Q(ζM ))に同型である.

特に, Gal(DM/Q(ζM ))は (Q(ζM )×)2を法とする 1 + ζiM , i = 1, 2, . . . ,M − 1によって生成さ
れる群に同型である.

さらに以下のことも導かれる.

系 4.8. (1) Mを割る任意の整数M ′ > 1に対し, −1 ̸∈ ⟨2⟩ (mod M ′)であるとき, Gal(EM/Q)

はGal(Q(
√

2)/Q)×Gal(Q(ζ4)/Q)×Gal(DM/Q)に同型である. 特に, その同型対応は,

群の埋め込みを与える.

(2) M を割るある整数 M ′ > 1 に対し, −1 ∈ ⟨2⟩ (mod M ′) であるとき, Gal(EM/Q) は
Gal(Q(

√
2)/Q) × Gal(DM/Q)に同型である. 特に, その同型対応は, 群の埋め込みを与

える.

11

74



定理 4.1を適用する準備ができたので, そのセッティングを行う. OEM
をEM の整数環とする.

M |h2 +h+ 1を満たす整数 1 ≤ h ≤M − 1を任意に固定し, pを p ≡ h (mod M)を満たすEM

で不分岐な素数とする. さらに, Pを EM の (p)の上の素イデアルとする. πpをOEM
/Pのフ

ロベニウス自己同型とする, すなわち, πp : x → xpである. また, σPを EM/QのPに関する
フロベニウス写像とする. ここで, OEM

/Pは位数 p3の OQ(ζM )/pに同型な部分体を含んでい
ることに注意する. ここで, p = P ∩Q(ζM )である. ηをOQ(ζM )/pの位数 2の乗法的指標とす
るとき, πpと σPの関係から以下を得る:

p ≡ h (mod M), η(1 + ζiM ) = α, 1 ≤ i ≤M − 1,

η(2) = −αかつ η(−1) = β in OQ(ζM )/p

⇔ πp(ζM + P) = ζhM + P, π3p(xi,0 + P) = αxi,0 + P, 1 ≤ i ≤M − 1,

π3p(
√

2 + P) = −α
√

2 + Pかつ π3p(ζ4 + P) = βζ4 + P

⇔ σP(ζM ) = ζhM , σ3P(xi,0) = αxi,0, 1 ≤ i ≤M − 1,

σ3P(
√

2) = −α
√

2かつ σ3P(ζ4) = βζ4. (4.1)

D′
M を, DM に ζ4 を添加して得られる体とする. 今, 定理 4.1 を F = EM , E = Q, G =

Gal(EM/Q)として適用する.

定理 4.9. hをM |h2 + h+ 1かつ 1 ≤ h ≤M − 1を満たす整数とする. このとき,

(1) ΨM,h,1,1 ∪ΨM,h,1,−1は無限集合.

(2) M を割る任意の整数M ′ > 1に対し, −1 ̸∈ ⟨2⟩ (mod M ′)であれば, ΨM,h,1,1とΨM,h,1,−1

の双方が無限集合である.

証明: σ(ζM ) = ζhM , σ3(xi,0) = xi,0, 1 ≤ i ≤M − 1, σ3(
√

2) = −
√

2を満たす ((2)については,

各 β ∈ {1,−1}に対し, σ3(ζ4) = βζ4も満たす)σ ∈ Gal(EM/Q)が存在することを示す. この
とき, 定理 4.1 より, δ(Sσ) > 0を得る. また, 同値性 (4.1)より, Fp3 .において p ≡ h (mod M),

η(1 + ϵi) = 1, 1 ≤ i ≤ M − 1, η(2) = −1を満たす ((2)については, 各 β ∈ {1,−1}に対し,

η(−1) = β も満たす)素数 pが無限個存在することになる.

(1) σ1(
√

2) = −
√

2であるようなσ1 ∈ Gal(Q(
√

2)/Q)を取る. Gal(D′
M/Q)/Gal(D′

M/Q(ζM )) ≃
Gal(Q(ζM )/Q)であり, Gal(D′

M/Q(ζM ))の任意の元の位数は高々2より, σ2(ζM ) = ζhM かつ
σ32 = idを満たす σ2 ∈ Gal(D′

M/Q)が存在する. ここで, σ = (σ1, σ2) ∈ Gal(Q(
√

2)/Q) ×
Gal(D′

M/Q) ≃ Gal(EM/Q)とすればよい.

(2) (1)と同様の σ1 を考える. さらに, β ∈ {1,−1}を一つ固定し, σ2(ζ4) = βζ4 なる σ2 ∈
Gal(Q(ζ4)/Q)を取る. また, Gal(DM/Q)/Gal(DM/Q(ζM )) ≃ Gal(Q(ζM )/Q)かつGal(DM/Q(ζM ))

の任意の元の位数は高々2より, σ3(ζM ) = ζhM かつ σ33 = idを満たす σ3 ∈ Gal(DM/Q)が存在す
る. ここで, σ = (σ1, σ2, σ3) ∈ Gal(Q(

√
2)/Q) × Gal(Q(ζ4)/Q) × Gal(DM/Q) ≃ Gal(EM/Q)

とすればよい. �

定理 1.2の証明: M を割る任意の整数M ′ > 1に対し, −1 ̸∈ ⟨2⟩ (mod M ′)であるとき, 定
理 4.9 (2)より, ΨM,h,1,−1は無限集合である. よって, 定理 3.5を定理 2.1と命題 3.8とともに
適用することで結果を得る. �
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On QMC designs and related topics

平尾 将剛（愛知県立大学 情報科学部）∗

1 はじめに
Rd+1 を d+ 1次元 Euclid空間とする．x,y ∈ Rd+1 に対して，その内積を ⟨x,y⟩とし，ノルム
を ∥x∥ =

√
⟨x,x⟩とする．Sd = {x ∈ Rd+1 | ∥x∥ = 1}を d次元単位球面とし，σd を Sd 上の正

規化された表面測度とする．我々は Sd の「良い」性質を持つ N 点部分集合 XN = {x1, . . . ,xN}
に関心があり，特に球面積分に対してよい数値近似精度を与えることができる集合を構成したい．
代数的組合せ論においては Delsarte et al. [9]により，多項式に対する球面積分を正確に与える点
集合として，球面上の t-デザイン (spherical t-design)が導入された*1．

Definition 1.1. 任意の f ∈ Pt(Rd+1)に対して，

1

N

N∑
i=1

f(xi) =

∫
Sd
f(x) dσd(x)

が成り立つとき，XN を球面上の t-デザインであると言う．ここで Pt(Rd+1)は高々 t次の d + 1

変数多項式からなるベクトル空間とする．

球面デザインは代数的組合せ論をはじめ，数値積分法，統計的実験計画法，情報理論など多岐に
渡る応用を持つことが知られている．しかしながら，これまでに例えば，Seymour-Zaslavsky [17],

Hardin-Sloane [11]や Bondarenko et al. [5]においてその存在問題は詳細に調べてこられてもの
の，実際に要求を満たす点集合をどうやって構成すれば良いかに対しては数値解析の実応用に応え
るレベルでは解決していないのが現状である*2．
球面デザインを一般化・拡張する研究は数多くあるが，その中でも特に数値積分法に特化したひ

とつの拡張として Brauchart et al. [7] が導入した QMC (Quasi-Monte Carlo，準モンテカ
ルロ) デザイン系列とそれらに関連した話題について本講演では近年の自身の結果を踏まえて紹介
する．

∗ 〒480-1198 愛知県長久手市茨ケ廻間 1522番 3 愛知県立大学 情報科学部 (e-mail: hirao@ist.aichi-pu.ac.jp)

本研究は JSPS科研費 16K17645 の助成を受けたものである．
*1 数値積分法においては，特に Chebyshev型 quadrature (cubature)公式として知られたものである．
*2 少なくとも統計的実験計画法においては要求される t が小さいことから，応用上の要求を応えることができるレベ
ルでその構成法は与えられていると信じている．例えば，Sawa et al. [16]を参照して欲しい．
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QMCデザイン系列とは，多項式に対する球面積分から一歩飛び出し，ある関数クラス (実際に
は後述するように球面上のソボレフ空間) に対する球面上の積分に対して良い近似を与え，より高
速な誤差の収束性を実現する球面上の点列のことをである．
球面積分の近似精度をよくするためには，近似点の個数 N を大きくすると同時にそれらが互い

に離れていることが必要になるだろうと想像できる．これは球面上のデザインに対してはいつでも
正しいとは限らないが，Brauchart et al. [7]の主結果から，関数クラスを制限してしまえば，この
ことは正しいことが保証される．
次に問題となるのはどのように QMCデザイン系列を構成・生成するかである．球面上のデザイ
ンのように「正確な積分値」ではなく「近似値」を採用したことで，点集合に対する要求も若干軽
減されることは想像に難くないと思われるが，やはり具体的な構成法を与えることは容易ではな
い．そのため，Brauchart et al. [7] では，ランダム・サンプリングのひとつである球面上のジッ
タード・サンプリングが QMCデザイン系列を生成することを再発見している．球面上のジッター
ド・サンプリングとはラフに言えば，球面を面積が等しくなる，かつ，それらの分割した領域の最
大半径が「小さくなるよう」に分割したのち，ひとつひとつの分割した領域上で一様分布により点
をサンプリングする方法である．この方法で得られる球面上の点配置は予め互いに離れていること
が期待され，実際に十分な効果があることを教えてくれる．しかしながら，当然ながら上記のよう
に球面分割するのは容易ではない (球面分割については，Leopardi [15]を参照)．
本講演ではジッタード・サンプリングのよう球面上の確率点過程に焦点を絞る．特にここでは行

列式点過程（Determinantal point process, DPP）の中のいくつか代表的なものに焦点を絞
り，QMCデザイン系列の生成を含む幾つかの話題について扱っていく．DPPは，1970年代中頃
にMacchiによって量子力学的粒子のひとつであるフェルミ粒子をモデル化するために提案された
ランダム点配置からであり，各点間に反発力が働くことからジッタード・サンプリングのように
我々が強制的に点通しを離さなくても，自動的にジッタード・サンプリングに近い状況を生成して
くれるからである．また，解析的な扱いが比較的容易であるからでもある．さらには，幾つかのシ
ミュレーションアルゴリズムも提案されているからである (例えば，DPPに関する詳細なサーベ
イとして Hough et al. [14] を挙げることができる)．
本講演では先に述べたように球面上の DPP の中でも代表的な球面アンサンブル (spherical

ensemble), 調和アンサンブル (harmonic ensemble) を中心に扱う．次章の最初に球面上の
Sobolev空間における QMCデザイン系列の定義を紹介し，特に上記の 2つの DPPを用いること
により，(多少空間は異なるが) QMCデザイン系列が確率的に生成できることを紹介する．さらに
代数的組合せ論の研究者にも馴染みにあるフレーム・ポテンシャルを調べることにより，これらの
DPPから得られる点配置が球面デザインにどれだけ近い構造なのかを考察していく．
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2 QMCデザイン
2.1 球面上の Sobolev空間と QMCデザイン

本節では球面上の Sobolev 空間と QMC デザインを扱う．そのために先ずは球面 Sd 上の
Sobolev空間の定義から行う．特に本講演で扱う Sobolev空間は再生核 Hilbert空間であることが
種々の解析を行う上で非常に有効に働くことを注意しておく．
l 次の球面上の斉次調和多項式の作るベクトル空間を Harml(Sd) とし，その次元を Z(d, t) =

dim(Harml(Sd)))で表すことにする．Yl,k(x), k = 1, . . . , Z(d, t)を次の条件を満たす Harml(Sd)

の正規直交基底とする． ∫
Sd
Yl1,k1(x)Yl2,k2(x) dσd(x) = δl1,l2δk2,k2

を満たす．ここでやや乱暴だが，パラメータ s ≥ 0の Sobolev空間 Hs(Sd)を次の性質を満たす関
数 f ∈ L2(Sd)の作るベクトル空間として定義する．f ∈ L2(Sd)のフーリエ係数

f̂l,k := ⟨f, Yl,k⟩L2(Sd) =

∫
Sd
f(x)Yl,k(x) dσd(x)

について，λl := l(l + d− 1)として，

∞∑
l=0

Z(d,l)∑
k=1

(1 + λl)
s|f̂l,k|2 <∞

を満たすものとして話を進める (より詳細については，Brauchart et al. [7] を参照)．このとき，
H0(Sd) = L2(Sd)であり，また s > s′ に対して，Hs(Sd) ⊂ Hs′(Sd)が成り立つことに注意する．
また，Hs(Sd)の内積は，a(s)l ≍ (1 + λl)

−s ≍ (1 + l)−2s を満たす実正数列 {a(s)l }l≥0 に対し，

⟨f, g⟩Hs :=
∞∑
l=0

Z(d,l)∑
k=1

1

a
(s)
l

f̂l,kĝl,k

とし，ノルムは

∥f∥Hs :=

 ∞∑
l=0

Z(d,l)∑
k=1

1

a
(s)
l

|f̂l,k|2
1/2

とする．
球面上の Sobolev 空間 Hs(Sd) の解析において重要となるのが，先述したようにこれが再生核

Hilbert空間になることである．例えば，Brauchart et al. [7]におけるジッタード・サンプリング
の近似性能の評価は，内積をデリケートに選ぶことにより，再生核が以下のようにコンパクトな表
示を持つことを利用している (Cui-Freeden [8]で提示された distance kernelの一般化であること
から，Brauchartらは，generalized distance kernelと呼んでいる).
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• d/2 < s < d/2 + 1に対して，

K
(s)
gd (x,y) := 2Vd−2s(S2)− |x− y|2s−d, ∀x,y ∈ Sd. (1)

• d/2 + L < s < d/2 + L+ 1 (Lは正整数) に対して，

K
(s)
gd (x,y) :=

(
1− (−1)L+1

)
Vd−2s(Sd) +QL(⟨x,y⟩) + (−1)L+1|x−y|2s−d, x,y ∈ Sd.

(2)

ここで

QL(⟨x,y⟩) :=

L∑
l=1

(
(−1)L+1−l − 1

)
α
(s)
l Z(d, l)P

(d)
l (⟨x,y⟩).

であり，P (d)
l は正規化された Gegenbaur (もしくは Legendre) 多項式である．

Sobolev空間 Hs(Sd)において，積分 I(f) =
∫
Sd f(x) dσd(x)に対する N 点集合 XN ⊂ Sd で

の近似 Q[XN ](f) := 1
N

∑
x∈XN

f(x)における最悪誤差 (worst-case error)を

wce(Q[XN ];Hs(Sd)) := sup
f∈Hs(Sd)
∥f∥Hs≤1

|Q[XN ](f)− I(f)|

で定義する．このとき，Hs(Sd)上の QMCデザイン系列は次で定義される．

Definition 2.1 (Hs(Sd)上の QMCデザイン系列, [7]). s > d/2とし，{XN}を Sd 上の点集合
の増大列とする．このとき，N に依存しない定数 c(s, d) > 0が存在し，

wce(Q[XN ];Hs(Sd)) ≤ c(s, d)

Ns/d
. (3)

が成り立つとき，増大列 {XN}を Hs(Sd)上の QMCデザイン系列であると言う．

また最近では，Brauchart et al. [7]により，一般の Sobolev空間W s
p (Sd)上の QMCデザイン

や，球面以外の多様体上の Sobolev空間における QMCデザインが定義されている．また，近年で
は Brauchartらにより，有限点集合に対する hyperuniformityの観点からの研究も進められてい
ることを注意しておく．

2.2 DPPと QMCデザイン

本節では行列式点過程 (DPP) の非常に大まかなレビューを最初に与える．非常に良くまとまっ
たサーベイが数多くあり，詳細については例えば，Hough et al. [14] を参照して欲しい．ここで
K(x,y) : Sd × Sd → Rを可測関数とする．

Definition 2.2 (Sd 上の行列式点過程). Sd 上のランダム点過程がカーネル Kに関する行列式点
過程であるとは，σd に関する k 点相関関数 ρk : (Sd)k → R≥0 が

ρk(x1, . . . ,xk) = det(K(xi,xj))1≤i,j≤k, ∀k ≥ 1
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で与えられることである．すなわち，関数 h : (Sd)k → [0,∞)に対して，

E

 ̸=∑
x1,...,xk∈X

h(x1, . . . ,xk)


=

∫
Sd
· · ·
∫
Sd
ρk(x1, . . . ,xk)h(x1, . . . ,xk) dσd(x1) · · · dσd(xk).

が成り立つことである．

最初に代表的な行列式点過程のひとつである球面アンサンブル (spherical ensemble) を紹介
する．AN , BN を各成分が独立で標準複素ガウス分布に従う N × N とし，A−1

N BN の固有値を
{λ1, λ2, . . . , λN}とする．このとき，このランダム固有値の集合は，カーネル

K(x,y) = (1 + xȳ)N−1

に関する行列式点過程である．ここで g を平面 {(t1, t2, 0) | t1, t2 ∈ R}から 2次元球面 S2 へのス
テレオ写像とすると，集合 XN := {xi = g−1(λi) | 1 ≤ i ≤ N} はまた，S2 上の行列式点過程とな
る．例えば，S2 上の 2点間相関関数は次で与えられる ([1])．

ρ2(x,y) =

(
N

4π

)2
{

1−
(
|x− y|2

4

)N−1
}
, x,y ∈ S2.

次に自然数 L を固定し，KL(x,y) を多項式空間 PL(Sd) の再生核とする．このとき，再生核
KL(x,y)をもとに N = dim(PL(Sd)) ≍ Ld 点での d次元球面 Sd 上の行列式点過程 XN が存在す
ることが知られている ([14])．この行列式点過程は調和アンサンブル (harmonic ensemble)と
も呼ばれる．例えば，この行列式点過程の 2点相関関数は次で与えられる．

ρ2(x,y) = det

[
RL(1) RL(x · y)

RL(x · y) RL(1)

]
= RL(1)2 −RL(x · y)2. (4)

ここで RL(x) は区間 [−1, 1], 重み関数 (1 − x)d/2(1 + x)d/2−1 の積分に対するある直交多項式で
ある．詳細については更なる詳細については，例えば，Hough et al. [14]を参照して欲しい．

2.3 QMCデザインに関する主結果

本節では球面上の行列式点過程から準モンテカルロ系列デザインが確率的に生成できること
を紹介する．主張の証明は省略し，Hirao [12] にそれらは譲ることにする．ただし，本質的には
d/2 < s < d/2 + 1 における最悪誤差 wce(Q[XN ];Hs(Sd)) は generalized distance kernel を用
い，次のように (離散)リース・ポテンシャルの計算に帰着できること，

wce(Q[XN ];Hs(Sd)) =

Vd−2s(Sd)− 1

N2

∑
i̸=j

|xj − xi|2s−d

1/2

， (5)
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および，リース・ポテンシャルの計算は 2点相関関数 ρ2 を用いた計算に帰着することができるこ
とに依っている．最初に 2次元球面 S2 の場合における結果を述べる．

Theorem 2.3 ([12]). 1 < s < 2とする．このとき，上で紹介した球面アンサンブルから定義さ
れるランダム N 点集合 XN に対して，

E
[
wce(Q[XN ];Hs(S2))2

]
= 22s−2B(s,N) (6)

が成り立つ．ここで B(s,N)はベータ関数である．

ここでスターリングの公式を用いると，固定した s に対して，B(s,N) ∼ Γ(s)N−s (N → ∞)

であることが分かる．したがって，十分大きな N に対して (6)は平均的に (3)を満たしているこ
とが分かる．したがって，spherical ensembleから定義されるランダム点配置は Hs(S2)に対する
QMCデザイン系列を確率的に生成することが分かる．
さらに一般次元の球面 Sd に関しては，前節で紹介した多項式空間 PL(Sd) から構成される行列

式点過程を用いると，次の評価式を得ることができる．

Proposition 2.4 ([12]). XN を多項式空間 PL(Sd) の再生核 KL(x,y) から構成される N =

dim(PL(Sd)) 点の調和アンサンブルであるとする．このとき，d/2 + 1/2 < s < d/2 + 1 に対し
て，N とは独立な定数 C(s, d) > 0が存在し，

E[{wce(Q[XN ];Hs(Sd))}2] ≤ C(s, d)

N1+1/(2d)

を満たす．

上記の命題は単純なモンテカルロ法を用いるより，調和アンサンブルが Hirao [12]では，任意の
d/2 < s < d/2 + 1の滑らかさを持つ Sobolev空間に対して，QMCデザイン系列を生成するかど
うか決定することができなかったが，何度かのディスカッションの後にMarzoにより次のように
肯定的に解決された．

Theorem 2.5 (Marzo). XN を多項式空間 PL(Sd) の再生核 KL(x,y) から構成される N =

dim(PL(Sd))点の調和アンサンブルであるとする．このとき，d/2 < s < d/2 + 1/2に対して，N
とは独立な定数 C ′(s, d) > 0が存在し，

E[{wce(Q[XN ];Hs(Sd))}2] ≤ C ′(s, d)

Ns/d)

を満たす．

この行列式点過程はパラメータ d/2 < s < d/2 + 1/2 の Sobolev 空間 Hs(Sd) に対する QMC

デザイン系列を確率的に生成するが，s > d/2 + 1の Sobolev空間 Hs(Sd)に対しては通常のモン
テカルロ法より速い収束性を示すが，QMCデザイン系列を構成できないことを示している．そこ
で次が重要な問題であると考えている．
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Problem 2.6. d/2 < s < d/2 + 1とする．このとき，Sobolev空間 Hs(Sd)に対する QMCデザ
イン系列を生成する行列式点過程のクラスを特定せよ．

また，上記の主張でカバーできなかった s = d
2 + 1

2 に対して，調和アンサンブルは QMCデザ
イン系列を与えることができるか精査する必要があると考えている．

3 フレーム・ポテンシャル
3.1 p-フレームポテンシャルと DPP

近年，球面点配置の研究は球面が持つポテンシャル・エネルギーを介して調査される傾向がある
（例えば，Brauchart-Grabner [6] のサーベイはそれらを俯瞰するのに大いに役立つと思われる）．
本節では前章から引き続き，DPP，および，ジッタード・サンプリングで得られる点配置が，球
面デザインとどれだけ近い (遠い)構造なのかを p-フレーム・ポテンシャル (p-frame potential)

を介して議論していきたい．主結果に関する証明は前節と同様に省略する．それらは Hirao [13]

を参照していただきたい．

Definition 3.1 (p-フレーム・ポテンシャル). p を正の実数とする．Sd 上の N 点部分集合 XN

に対する p-フレーム・ポテンシャルは次で定義される．

FPp(XN ) =

N∑
i=1

N∑
j=1

|⟨xi,xj⟩|p.

Benedetto-Fickus [4]によって，2-フレーム・ポテンシャルの最小値，および最小値を達成する
場合の XN の分類が与えられている

Theorem 3.2 ([4]). nを一つ固定する．このとき，Sd 上の N 点部分集合に対する 2-フレーム・
ポテンシャルついて，次の (i), (ii)が成り立つ.

(i) N ≤ d+ 1のとき， 2-フレーム・ポテンシャルの最小値は N である. さらに最小値を達成
するのは，Rd+1 の N 個の直交基底である．

(ii) N ≥ d+ 1のとき, 2-フレーム・ポテンシャルの最小値は N2/(d+ 1)である. さらに最小値
を達成するのは，Rd+1 上の FUNTF をなす n点部分集合である．

pが偶数の場合は，例えば，次に紹介する Seidelnikovの不等式のように球面デザインとの関連
が研究されている (例えば，坂内・坂内 [2], Seidel [18]を参照).

Proposition 3.3 (Seidelnikovの不等式 (cf. [2])). XN を Sd 上の N 点部分集合とする．このと
き，各 p ∈ Nに対して次が成り立つ．

N∑
i=1

N∑
j=1

⟨xi,xj⟩p ≥

{
N2PFP(p), pが偶数,
0, pが奇数．
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ここで PFP(p) :=
∫
Sd
∫
Sd |⟨x,y⟩|

p dσd(x)dσd(y) である．また，XN が Sd 上の t-デザインであ
ることと 1 ≤ p ≤ tを満たす正整数 pに対して，上式が等式を満たすことは同値である．

また，p が一般の場合は，Bilyk らの研究グループが p-フレーム・ポテンシャルの最小値を
達成する場合の XN の分類等を精力的に行なっており，非常に興味深い．例えば，Bilyk et

al.(arXiv:1908.10354, arXiv:1908.00885) を参照して欲しい．

さて，本講演の主題のひとつでえある代表的な行列式点過程のひとつである球面アンサンブル，
および，調和アンサンブルに対する p-フレーム・ポテンシャルの計算・評価は次のように与えられ
る．QMCデザインに関する主結果と同様に本質的には，フレーム・ポテンシャルの計算も 2点相
関関数 ρ2 を用いた計算に帰着できることに依っている．

Theorem 3.4 ([13]). (i) XN を S2 上の spherical ensembleとする．このとき，

E(FPp(XN )) = N2PFP(p) +N − N2B(N, p+ 1)

2N
− N2

2(p+ 1)
2F1(1, 1−N ; p+ 2;

1

2
).

(ii) XN を多項式空間 PL(Sd) の再生核 KL(x,y) から構成される N = dim(PL(Sd)) 点の行列式
点過程とする．このとき，

E(FPp(XN )) = N2PFP(p) +N − |S
d−1|
|Sd|

∫ 1

−1

|t|pRL(t)2(1− t2)d/2−1 dt

= N2PFP(p) +O(N (d−1)/d) (N →∞)

さらに Brauchart et al. [7]で扱われている手法を精査することにより，ジッタード・サンプリ
ングに対しても p-フレーム・ポテンシャルの期待値の上からの評価を与えることができている．

Theorem 3.5 ([13]). Sd 上の等面積に分割された互いに素な部分集合 D1,N , . . . , DN,N は，i,N
に依存しない正定数 c が存在し，diamDi,N ≤ c/N1/d を満たすとする．ここで各部分集合 Di,N

上の一様分布から得られるランダム N 点集合を XN とする．このとき，

E(FPp(XN )) ≤ N2PFP(p)N −N(1− c2

2N2/d
)p/2

特に d = 2のとき，上式から次を確かめることができる．

E(FPp(XN ))−N2PFP(p) ≤ N −N(1− c2

2N2
)p/2 → pc2

4
(N →∞)

3.2 タイト・フレームと DPP

前節の評価をもとに DPPのもうひとつの応用として，DPPが finite unit norm tight frameの
良い近似を与えることを紹介する．
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最初に Sd 上の N 点部分集合 {xi}Ni=1 が，Rd+1 上の finite unit norm frame であるとは，ある
正数 A,B (0 < A ≤ B <∞) が存在し，次の不等式を満たすときにいう:

A∥x∥2 ≤
N∑
i=1

|⟨x,xi⟩|2 ≤ B∥x∥2, for all x ∈ Rd+1.

特に A = B のときを tight frame とよぶ．また，finite unit norm tight frame を今後，
FUNTFと省略することにする．
次に tight frame の特徴付けに重要な Rd+1 上の N 点部分集合 {xi}Ni=1 に対する解析作用素と

その共役作用素をそれぞれ次で定義する:

F : Rd+1 → RN , x 7→ (⟨x,xi⟩)Ni=1 (解析作用素),

F ∗ : RN → Rd+1, (ci)
N
i=1 7→

N∑
i=1

cixi (共役作用素).

次はよく知られた事実である．

Lemma 3.6 (well-known). Sd 上のN 点部分集合 {xi}ni=1 に対して，次の (i), (ii)は同値である:

(i) {xi}Ni=1 が Rd+1 上の FUNTFをなす． (ii) F ∗F = 1
d+1Id+1.

代表的な行列式点過程である球面アンサンブル，調和アンサンブル，および，ジッタード・サン
プリングにより得られるランダム点配置に着目すると，Ehler [10]が扱っている球面上の一様分布
を用いて得られる点集合より，それらのランダム点配置の方が漸近的に FUNTFに近い構造であ
ることを示唆している．

Theorem 3.7 ([13]). (i) {xi}Ni=1 を S2 上の spherical ensembleとする．このとき，

E(∥ 1

n
F ∗F − 1

3
I3∥2F ) =

4

(N + 1)(N + 2)
.

(ii) L を自然数とし，N = dim(PL(Sd)) =
(
d+L
d

)
+
(
d+L−1

d

)
とする．{xi}Ni=1 を Sd 上の

harmonic ensembleとする．このとき，

E(∥ 1

N
F ∗F − 1

d+ 1
Id+1∥2F ) =

1

N2

d(−d+ d2 + 4dL+ 4L2)

(d+ L)(d+ 2L+ 1)(d+ 2L− 1)

(
d+ L

d

)
= O(N− d+1

d ) (N →∞).

(iii) {xi}Ni=1 を Sd 上のジッタード・サンプリングとする．このとき，

E(∥ 1

N
F ∗F − 1

d+ 1
Id+1∥2F ) ≤ c2

2N1+2/d
.

ここで ∥ · ∥F は Frobeniusノルムである．
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4 最後に
最後に QMCデザイン系列，DPPの他の発展，今後の課題について箇条書きして終わりとする．

• Brauchart et al. [7] では，さらに点数のオーダーが O(td) の球面 t-デザインは “infi-

nite strength”を持つことを示している．これは全ての s > d/2 に対して，最悪誤差
wce(Q(XN );Hs(Sd)) が N に関して最適な収束レートを持つことを意味している．した
がって，この点数のオーダーでの球面 t-デザイン列が構成できれば良いのだが...

• QMCデザイン系列を与える deterministicな点集合として，球面デザインや Fekete点集合
等が知られているが，本質的に新しい集合列は知られていない．凖モンテカルロ法で用いら
れる digital nets 等の構成手法の球面類似はできないだろうか？また，少し話題が変わるか
もしれないが，組込み構造を持った球面デザイン (またはその類似物)を構成することはで
きないだろうか？
• 本講演では代表的な行列式点過程として球面アンサンブルと調和アンサンブルしか扱わな
かった．例えば，球面アンサンブルは近年，Beltránと Etayoによりひとつの一般次元化が
与えられている ([3])が，これこそが球面アンサンブルの一般化だと呼ばれるものが何かは
(少なくとも私は)分かっていない．今後，この方面の研究の進展が望まれる*3．
• 近年，Brauchartらの研究グループは “hyperuniformity”と呼ばれる物理の概念を球面上の
有限点配置の研究に持ち込み，QMCデザインとの関連を調べている．(離散)リース・ポテ
ンシャルや p-フレーム・ポテンシャルとそれとの関連は明確になっていない．今後，調べる
価値がないだろうか？
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Reflexive polytopes arising from finite graphs and the

unimodality of h∗-vectors

東谷　章弘 ∗

本研究は、Katharina Jochemko氏とMateusz Micha lek氏との共同研究 [4]に基づく。
有限グラフ Gから symmetric edge polytopeと呼ばれる反射的凸多面体 PG が構成でき

る。本稿の主結果は、Gが完全二部グラフであるときの PGの h∗列を具体的に計算したと
いうものである。本稿では、主結果そのものよりも、結果が得られる過程で用いられる様々
なテクニックが非常に興味深いので、紹介したい。

1 格子凸多面体のh∗列

格子凸多面体とは、有限個の格子点（整数点）の集合 {v1, . . . ,vm} ⊂ Zd が存在して
conv({v1, . . . ,vm}) ⊂ Rdと表されるときに言う。（ただし conv(X)はXの凸閉包を表す。）
格子凸多面体 P ⊂ Rdに対し、1 +

∑∞
n=1 |nP ∩Zd|tnという母函数を考えると以下のような

有理関数になることが知られている：

1 +

∞∑
n=1

|nP ∩ Zd|tn =
h∗0 + h∗1t+ · · ·+ h∗dt

d

(1− t)d+1

（ただし分子の各係数は非負整数である）。母函数の分子に現れる非負整数係数多項式 h∗0 +

h∗1t+ · · ·+ h∗dt
dを P の h∗多項式といい、係数の列 (h∗0, h

∗
1, . . . , h

∗
d)を P の h∗列という。P

の h∗多項式を h∗P (t)で表し、h∗列を h∗(P )で表す。

2 反射的凸多面体

格子凸多面体 P ⊂ Rdが反射的であるとは、Rdの原点が P の内部に含まれる、かつ、

P∨ = {x ∈ Rd : ⟨x,y⟩ ≤ 1 ∀y ∈ P}

が再び格子凸多面体になるときにいう。（ただし ⟨·, ·⟩はRdの標準内積を表す。）反射的凸多
面体とその h∗列に関して、以下の特徴付けが知られている：

命題 1 ([2, 3]). P を格子凸多面体とし、h∗(P ) = (h∗0, h
∗
1, . . . , h

∗
d)とする。このとき、P が

反射的であることと、h∗i = h∗d−i (i = 0, 1, . . . , d)が成り立つことが同値である。

∗大阪大学大学院情報科学研究科（E-mail:higashitani@ist.osaka-u.ac.jp） 本研究は、科学研究費補助金
（若手研究 (B)♯17K14177）の助成を受けている。
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3 Symmetric edge polytope

以下、“グラフ”といえば、有限連結単純グラフを指す。グラフGの頂点集合を {1, 2, . . . , d}
とし辺集合をE(G)とする。e1, . . . , edは Rdの標準基底を表す。このとき、

PG = conv({ei − ej , ej − ei : {i, j} ∈ E(G)}) ⊂ Rd

とおく。格子凸多面体 PGをGの symmetric edge polytopeと呼ぶ ([6, Section 4])。PG
は (d− 1)次元反射的凸多面体になることが知られている。

Symmetric edge polytopeの h∗列に関して、以下が知られている：

(a) vをGの葉とすると、h∗PG
(t) = (1+t)h∗PG\v

(t)となる。つまり、Gが木ならば、h∗PG
(t) =

(1 + t)d−1 (つまり h∗i =

(
d− 1

i

)
(i = 0, 1, . . . , d− 1)) となる。

(b) G = Kdならば、h
∗
i =

(
d− 1

i

)2

(i = 0, 1, . . . , d− 1)となる ([1])。

(c) 他にも、Gがサイクルの場合 ([7])やG = Ka,bで a ≤ 3の場合 ([5])の h∗列が計算さ
れている。

4 主結果

反射的凸多面体は、最も重要な格子凸多面体のクラスの１つとして様々な研究が展開され
ている。特に、反射的凸多面体の h∗列は、命題１から対称になり、その unimodal性（非
負整数列 (a1, . . . , ad)が unimodalであるとは、a1 ≤ · · · ≤ ak ≥ · · · ≥ adとなるときにいう）
は盛んに研究されている。より具体的に、symmetric edge polytopeのh∗列は常に unimodal

であると予想されており、例えば上述のグラフに関しては unimodal性も示されている。
本講演の主結果は、以下の定理である。

定理 2. 任意の非負整数 a, bに対し、

h∗PKa+1,b+1
(t) =

min(a,b)∑
i=0

(
2i

i

)(
a

i

)(
b

i

)
ti(1 + t)a+b+1−2i

が成立する。

この定理の系として、PKa+1,b+1
の h∗列の unimodal性がしたがう。

5 証明の流れ

定理 2の証明には様々な道具が用いられている。
以下、頂点集合 {v0, v1, . . . , va} ⊔ {w0, w1, . . . , wb}上の完全二部グラフを考える。PGの

頂点 ei − ej を、i→ jという有向矢とみなし、無向グラフGの各辺を互いに逆向きの２本
の有向矢で置き換えた有向グラフと見なして考える。

(i) まず、PKa+1,b+1
に付随するトーリックイデアルのグレブナー基底を計算することによ

り、PKa+1,b+1
の単模三角形分割を得ることが出来る。このようにして得られた単模三角形

分割における各単体は、完全二部グラフKa+1,b+1における “平面的”全域木でさらにいくつ
かの部分構造を禁止したものに対応することがわかる。具体的には、以下の７つの構造を禁
止した全域木である。
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図 1: ７つの禁止構造

図 2: K2,2の場合：７つの構造を禁止したものは上記の 12個になる。

(ii) ここで、以下が成立することがわかる：

♯{Ka+1,b+1における “平面的”全域木 } =

(
a+ b

a

)
証明は、全域木の平面性からただちにしたがう。

(iii) “一般の位置にある点”を用いて half-open三角形分割を以下のようにして得ること
が出来る。

• (i)で与えられた単模三角形分割の各 facet F と、一般の位置にある点 xに対し、F の
各面の “ON”と “OFF”を決めることで F を half-open facetにする。

• 具体的には、xが F の面の内側にあるならば、その facetは “ON”にし、外側にある
ならば、“OFF”にする。

• Half-open三角形分割から h∗列を読み取ることが出来る。具体的には、

h∗i = #{“OFF”の面が i個の facet}

となる。

x

三角形分割 half-open三角形分割

一般の位置にある点

図 3: PK3 の三角形分割と half-open三角形分割
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さらに、各 facetに対応する全域木の言葉で以下のように解釈することが出来る。

• T を上の７つの部分構造を禁止した全域木とし、e⃗を T の矢とする。

• このとき、T \ e⃗は２つの連結成分 U1, U2に分かれる。w0を含む方を U1とし、含ま
ない方を U2とする。

• ここで、⃗eが ingoingであるとは、⃗eの終点がU1で始点がU2となっているときにいう。

• 三角形分割の facetに対応する全域木 T に対し、

#{“OFF”の面 } = #{T の ingoing矢 }.

となる。

図 4: K2,2の場合：図２の各全域木の ingoing矢の本数

(iv) (iii)で構成した half-open三角形分割と (ii)の公式を用いて、ingoing矢の数え上げを
注意深く行うと、PKa+1,b+1

の h∗多項式が以下のようになることが分かる：

h∗PKa+1,b+1
(t) =

a∑
i=0

b∑
j=0

(
a

i

)(
b

j

)(
i+ j

j

)(
a− i+ b− j − 1

b− j − 1

)
tj+a−i

+

a∑
i=0

b∑
j=0

(
a

i

)(
b

j

)(
i+ j − 1

j − 1

)(
a− i+ b− j

b− j

)
tj+a−i+1

+

a+1∑
i=1

b∑
j=0

(
a+ 1

i

)(
b

j

)(
i+ j − 1

i− 1

)(
a− i+ b− j

a− i

)
tj+a−i+1

= (1 + t)

a∑
i=0

b∑
j=0

(
a

i

)(
b

j

)(
a− i+ j

j

)(
b+ i− j

i

)
ti+j

(v) 最後に、以下の等式が証明できる：

min(a,b)∑
i=0

(
2i

i

)(
a

i

)(
b

i

)
ti(1 + t)a+b−2i =

a∑
i=0

b∑
j=0

(
a

i

)(
b

j

)(
a− i+ j

j

)(
b+ i− j

i

)
ti+j

この等式は、Ka+1,b+1における特殊な 4-彩色の数え上げに注目して、２通りの数え上げを
行うことで証明できる。

まとめると、以下の通りである。
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• まず、PKa+1,b+1
に付随するグレブナー基底を計算することで、PKa+1,b+1

の単模三角
形分割を求める。

• 次に、その三角形分割の facetを有向グラフの言葉で（７つの構造を禁止した全域木
として）理解する。

• 次に、ある一般の位置にある点を用いて、half-open三角形分割を求め、有向グラフ
の言葉で解釈する。

• そのようにして求めた half-open三角形分割から、h∗多項式を求めることが出来る。

• 最後に、二項係数に関する等式をグラフの 4-彩色の数え上げを用いて計算する。
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The Rudvalis group Ru

(0.1) Ru : sporadic simple group of order 214 · 33 · 53 · 7 · 13 · 29.
rank 3 group — the Rudvalis graph [Rudvalis (1984)]
Point stabilizer ∼= 2F4(2) (

2F4(2)
′ : Tits’ simple group.)

4060 = 1 + 1755 + 2304.

(0.2) L : Z[i ]-lattice of rank 28 [Conway (1977)]

Aut(L) = 4 · Ru
(0.3) S : a set of 4060× 4 vectors of L4 := { x ∈ L | |x |2 = (x , x) = 4 }.

L = ⟨S⟩Z[i ] [ATLAS, Wilson’s book ”Finite Simple Groups”]

(0.4) S = { v = {±v ,±iv} | v ∈ S } (|S| = 4060)
E = { {v , u} | (v , u) = 0 }

(S, E) ∼= the Rudvalis graph.

M.Kitazume (Chiba Univ.) Ru and HoS June 18, 2019 2 / 11
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The Hoffman-Singleton graph HoS

[ATLAS] There are also maximal heptads of 7 minimal vectors with all
inner product 1. Each of these is one of a set of 50, whose sum are all
congruent modulo 5, and which form a copy of the Hoffman-Singleton
graph when intersecting heptads are joined.

The Hoffman-Singleton graph (HoS-graph) :
strongly regular graph with parameters (50, 7, 0, 1), i.e.

diameter = 2
valency = 7
no triangles
no quadrangles
=⇒ #(points) = 50(= 1 + 7 + 7× 6).

M.Kitazume (Chiba Univ.) Ru and HoS June 18, 2019 3 / 11
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The lattice L = ⟨S⟩Z[i ]

(1) ∀x , y ∈ S (x ̸= y) : (x , y) =

{
0 (1755× 4)
±1,±i (2304× 4).

(2) L : even unimodular lattice as a Z-lattice of rank 56.

|L2| = 0, |L4| = 4060× 4 (i.e. L4 = S)

(2.1) |L6| = 18708480 (←− theta series)

=
(4060× 4)× 2304

2
(2.2) L6 = { x + y | x , y ∈ L4, (x , y) = −1 }

M.Kitazume (Chiba Univ.) Ru and HoS June 18, 2019 4 / 11
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Pentads

(2.3) (1) x , y , z ∈ L4 with (x , y) = (y , z) = (z , x) = −1
=⇒ |x + y + z |2 = 4 + 4 + 4 + 6× (−1) = 6 (i.e. x + y + z ∈ L6)
=⇒ ∃u, v ∈ L4 such that x + y + z + u + v = 0
(2) x , y , z , u ∈ L4 with (x , y) = · · · = −1
=⇒ |x + y + z +u|2 = 4× 4+12× (−1) = 4 (i.e. x + y + z + u ∈ L4)
=⇒ ∃v ∈ L4 such that x + y + z + u + v = 0

.
Definition 1 (Pentads)
..

......

A set {x1, x2, x3, x4, x5} (⊂ L4) with x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 0 is called a
pentad.
Note that all inner products (xi , xj) = −1 for i ̸= j .

M.Kitazume (Chiba Univ.) Ru and HoS June 18, 2019 5 / 11
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Heptads (1)

.
Lemma 1 (Characterization of heptads (by Magma))
..

......

Let x , y , z ∈ L4 with (x , y) = (y , z) = (z , x) = 1.
Then the set { w ∈ L4 | (w ,−x) = (w , y) = (w , z) = 1 } consists of 6
vectors (w1,w2, . . . ,w6). Moreover all inner products (a, b) = 1 for
a ̸= b ∈ H := {−x} ∪ {w1, . . . ,w6}.

.
Definition 2 (Heptads)
..

......

The set H in Lemma 1 is called a heptad. We set m(H) =
∑
v∈H

v .

(3.1) H = { w ∈ L4 | (w ,m(H)) = 10 }.

(Proof.) Suppose (w ,m(H)) = (w , a1 + · · ·+ a7) = 10. Since
(w , aj) ∈ {0,±1,±i ,±4,±4i}, there exists some j such that (w , aj) = 4
and (w , ak) = 1 for k ̸= j (i.e. w = aj ∈ H).

M.Kitazume (Chiba Univ.) Ru and HoS June 18, 2019 6 / 11
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Heptads (2)

.
Lemma 2 (”Modulo 5” property (by Magma))
..

......

Another heptad
H ′ = {x , y , z , . . .} = { w ∈ L4 | (w , x) = (w ,w1) = (w ,w2) = 1 } is
obtained from −x ,w1,w2 by Lemma 1. Then m(H ′) = m(H) + 5x .

(4.1) H ′′ = { w ∈ L4 | (w , x) = (w ,wj) = (w ,wk) = 1 } =⇒ H ′ = H ′′.

(Proof.) m(H ′′) = m(H) + 5x = m(H ′). By (3.1), H ′′ = H ′.

(4.2) ∀a ∈ H \ {−x}, ∀b ∈ H ′ \ {x}, (a, b) = 1.
.
Definition 3 (Edges of HoS-graph)
..

......

We call that ”H and H ′ are joined” for the above heptads H, H ′ with
m(H ′) = m(H) + 5x , and −x ∈ H.

.
Remark 1 (”Intersecting” haptads)
..
......H ∩ (−H ′) = {−x}.

M.Kitazume (Chiba Univ.) Ru and HoS June 18, 2019 7 / 11
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Constructing HoS-graph (1)

(5) H0 = {x0, . . .}: heptad
H1 = {−x0, x1, . . .} with m(H1) = m(H0)− 5x0
H2 = {−x1, x2, . . .} with m(H2) = m(H1)− 5x1

H1 := { H : heptad | m(H) = m(H0)− 5x (x ∈ H0) },
H2 := { H ′ : heptad | m(H ′) = m(H)− 5y (y ∈ H ∈ H1) },
H := {H0} ∪ H1 ∪H2,
E := {{H,H ′} | H,H ′ ∈ H,m(H ′) = m(H)− 5z (z ∈ H) }.

We will prove that (H, E) ∼= HoS-graph. But we can easily verify the
properties ”valency= 7”, ”no triangles”, ”no quadrangles”. So it suffices
to show that H2(∈ H2) is joined with some H3 ∈ H2 (i.e. ”diameter= 2”).

(5.1) (m(H0), y) = 10 (∀y ∈ H0) (by (3.1))
(m(H0), z) = 5 (∀z ∈ H1 \ {−x0}) (by (4.2))
(m(H0),w) = (m(H1) + 5x0,w) = 5 + 5× (−1) = 0
(∀w ∈ H2 \ {−x1})

M.Kitazume (Chiba Univ.) Ru and HoS June 18, 2019 8 / 11
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Constructing HoS-graph (2)

(5.2) ∃u ∈ H0 \ {x0} such that (u, x2) = 1.

(Proof.) By (5.1) and (x0, x2) = −1,
0 = (x0 + y1 + · · ·+ y6, x2) = −1 + (y1, x2) + · · ·+ (y6, x2).
Since (x0, yj) = 1 and (x0, x2) = −1, we have x2 ̸= yj .
Hence (yj , x2) ∈ {0,±1,±i ,−4,±4i} and thus there exists some j such
that (yj , x2) = 1.

We set u = −x4 in (5.2).

(5.3) (x0, x4) = −1 by x0,−x4(= u) ∈ H0,
(x2, x4) = −1 by definition,
(x1, x4) = −1 by (4.2) (x1 ∈ H1, −x4 ∈ H0),
(x0, x1) = −1 by −x0, x1 ∈ H1,
(x1, x2) = −1 by −x1, x2 ∈ H2, and
(x0, x2) = −1 by (4.2).

By (2.3)(2), ∃x ′3 ∈ L4 such that {x0, x1, x2, x ′3, x4} is a pentad
(i.e. x0 + x1 + x2 + x ′3 + x4 = 0).
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Constructing HoS-graph (3)

(6) H0 = {−x4, x0, . . .},
H1 = {−x0, x1, . . .} (∈ H1),
H2 = {−x1, x2, . . .} (∈ H2),
H4 = {x4, . . .} (∈ H1), with m(H4) = m(H0) + 5x4.

(6.1) (m(H4),−x ′3) = (m(H0) + 5x4, x0 + x1 + x2 + x4)
= 10 + 5 + 0 + (−10) + 5(−1− 1− 1 + 4) = 10.
Hence we have −x ′3 ∈ H4.

(6.2) We apply the arguments for H0,H1,H2 to H4,H0,H1. Then by (5.2),
∃x3 such that −x3 ∈ H4 \ {x4}, (−x3, x1) = 1,
and moreover by (5.3),
∃x ′2 ∈ L4 such that {x0, x1, x ′2, x3, x4} is a pentad
(i.e. x0 + x1 + x ′2 + x3 + x4 = 0).

M.Kitazume (Chiba Univ.) Ru and HoS June 18, 2019 10 / 11

102



Constructing HoS-graph (4)

(6.3) Hence we have x ′2 + x3 = x0 + x1 + x4 = x2 + x ′3, and thus
{x ′2, x3} = {x2, x ′3}.
Since −x3,−x ′3 ∈ H4, we have (x3, x

′
3) = 1. On the other hand,

(x2, x
′
3) = −1 (pentad). Hence x2 ̸= x3, that is, x2 = x ′2 and x3 = x ′3.

i.e. x0 + x1 + x2 + x3 + x4 = 0.

(6.4) H3 = {x3, . . .} (∈ H2) with m(H3) = m(H4) + 5x3,
H ′
3 = {−x2, . . .} with m(H ′

3) = m(H2)− 5x2.
Then
m(H3) = m(H0) + 5x4 + 5x3, and
m(H ′

3) = m(H0)− 5x0 − 5x1 − 5x2.
Hence m(H3) = m(H ′

3), i.e. H3 = H ′
3.

This means that H2 is joined with H3 (∈ H2).
Hence we have proved that (H, E) ∼= HoS-graph.
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単項式型対称式の主特殊化と巡回群の群行列式

山口尚哉 ∗ , 山口由佳 † , 渋川元樹 ‡

令和元年 9月 30日

1 はじめに
対称多項式の一つの型に, 分割に対して定義される単項式型対称式がある. 一方で, 有

限群に対して定義される概念に群行列式というものがある. これは, 群の元に対する不定
元からなる同次多項式であり, その群の正則表現を用いて定義される. 私たちは, 巡回群
の群行列式の冪乗の各項の係数が, 単項式型対称式の主特殊化に等しいことに気づき, 巡
回群の群行列式の性質を用いて, 単項式型対称式の主特殊化の性質を与えた. また逆にこ
の主特殊化の性質から, 素数位数の群の群行列式の項数を得た. これは, 素数位数の群の
群行列式の項全体が, その群の正則表現の作用で不変な同次多項式の成す線型空間の基底
を成すことを示している.

複素数ωnを 1の原始n乗根の 1つとし, ζ(n,k) := (ωn, ω
2
n, . . . , ω

kn
n )とする. 単項式型対称

式の主特殊化とは,長さknの分割λに対して定義される単項式型対称式mλ(x)の変数xに,

x = ζ(n,k)を代入したmλ(ζ(n,k))をいう. 主特殊化mλ(ζ(n,k))の性質を述べるために, 記号
をいくつか導入する. 長さ knの分割 λ = (λ1, λ2, . . . , λkn) (n ≥ λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λkn ≥ 1)

に対して, |λ| := λ1 + λ2 + · · ·+ λknとし, 長さ knの分割全体の成す集合の部分集合Λknを

Λkn := {λ = (λ1, λ2, . . . , λkn) | n ≥ λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λkn ≥ 1, n | |λ|}

で与える. また, 整数 lに対して, l · λ ∈ Λkn を, (lλ1, lλ2, . . . , lλkn) ∈ (Z/nZ)kn を適当
な並び換えによって Λknの元とみなしたものとし, ν ⊂ λを満たす分割 ν ∈ Λ1

nに対して,

λ \ ν ∈ Λk−1
n を, λから νを削ってできる分割とする. ただし, Z/nZは, 位数 nの巡回群を

表すとする. このとき, 主特殊化mλ(ζ(n,k))は以下の性質をもつ.

Theorem 1.1 (see Theorem 6.1 for proof). 単項式型対称式の主特殊化mλ(ζ(n,k))に関し
て, 以下が成り立つ.

(1) 長さ knの任意の分割 λに対して, mλ(ζ(n,k)) ∈ Z.

(2) 長さ knの任意の分割 λに対して, n ∤ |λ|ならば, mλ(ζ(n,k)) = 0.

∗山口尚哉, 長崎大学 情報系新学部創設準備室, Email: yamaguchi@nagasaki-u.ac.jp
†山口由佳, 長崎大学 情報系新学部創設準備室, Email: yamaguchiyuka@nagasaki-u.ac.jp
‡渋川元樹, 神戸大学大学院理学研究科数学専攻, Email: g-shibukawa@math.kobe-u.ac.jp
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(3) pを素数とする. 長さ pの任意の分割 λに対して, p | |λ| ⇐⇒ mλ(ζ(p,1)) ̸= 0.

(4) lを nと互いに素な正の整数, λ ∈ Λknとする. このとき, ml·λ(ζ(n,k)) = mλ(ζ(n,k)).

(5) lを自然数, λ ∈ Λk+ln とする. このとき, mλ(ζ(n,k+l)) =
∑
ν∈Λk

n
ν⊂λ

mν(ζ(n,k))mλ\ν(ζ(n,l)).

(6) λ = (22k−2a, 12a) ∈ Λk2とする. このとき, mλ(ζ(2,k)) = (−1)a
(
k
a

)
̸= 0.

(7) λ = (nkn−a, λa1) ∈ Λkn (n > λ1)とする. このとき,

mλ(ζ(n,k)) = (−1)a+
a
n
gcd(λ1,n)

(
k gcd(λ1, n)
a
n
gcd(λ1, n)

)
̸= 0.

(8) kを偶数, もしくは nを奇数とし, λ = (λa1, λ
kn−a
2 ) ∈ Λkn (λ1 > λ2)とする. このとき,

mλ(ζ(n,k)) = (−1)a+
a
n
gcd(λ1−λ2,n)

(
k gcd(λ1 − λ2, n)
a
n
gcd(λ1 − λ2, n)

)
̸= 0.

実は, 主特殊化mλ(ζ(n,1))は, Z/nZの群行列式の項の係数に等しいことが, Dedekindの
定理を用いると容易にわかる. 有限群Gの群行列式Θ(G)とは, g ∈ Gに対する不定元 xg
からなる同次多項式であり, その群Gの正則表現を用いて定義されるものである. また,

Dedekindの定理とは, 有限可換群の群行列式を複素数体 C上で 1次の因子の積に分解す
るものである. この定理を Z/nZに適用し, 1次の因子の積を展開すれば, Θ(Z/nZ)の項
の係数が, mλ(ζ(n,1))に等しいことが自然に得られるのである. もっと一般に, mλ(ζ(n,k))は
Θ(Z/nZ)の k乗の項の係数に等しいことが, 同様にして示せる. つまりは, 長さN の分割
λ = (λ1, λ2, . . . , λN)に対して, xλ := xλ1xλ2 · · · xλN とすれば, 次が成り立つことがわかる.

Lemma 1.2 (see Lemma 5.2 for proof). 任意の正の整数 kと nに対して, 次が成り立つ.

Θ(Z/nZ)k =
∑
λ∈Λk

n

mλ(ζ(n,k))xλ.

この表示より, Θ(G)kの項数を N(Θ (G)k)とすれば, N(Θ (G)k)に関する次の不等式が
直ちに得られる.

Corollary 1.3 (Corollary 4.3). 任意の正の整数 kと nに対して, 次が成り立つ.

N
(
Θ(Z/nZ)k

)
≤
∣∣Λkn∣∣ .

また, mλ(ζ(n,k))がΘ(Z/nZ)kの項 xλの係数に等しいことより, Θ(G)の性質を用いて,

mλ(ζ(n,k))の性質を得ることができる. 群行列式Θ(G)は, 以下の性質をもつ.

1. Θ(G)の項の係数は整数.

2. Gが可換のとき, Θ(G)の項としてxa1xa2 · · · xanがあれば, aiたちの積はGの単位元.
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3. ψをGの自己同型写像としたとき, 不定元 xgを xψ(g)としてもΘ(G)は不変.

私たちは, Θ(G)のこれらの性質を用いて, mλ(ζ(n,k))の性質を得る. そして, mλ(ζ(n,k))の
性質を得た上で, 改めてΘ(G)について見直すことにする.

主特殊化mλ(ζ(n,k))はΘ(Z/nZ)kの項 xλの係数に等しいので, 分割 λがmλ(ζ(n,k))の零
点か否かを判別することができれば, Θ(Z/nZ)kの項数を知ることができる. したがって,

Theorem 1.1の (3)より, 次が成り立つことがわかる.

Corollary 1.4 (Corollary 4.5). 整数 pを素数とする. このとき, 次が成り立つ.

N(Θ (Z/pZ)) =
∣∣Λ1

p

∣∣ .
ここで, 集合Λknの濃度 |Λkn|は, Z/nZの正則表現の作用で不変な n変数 kn次同次多項

式の成す線型空間 C[x1, x2, . . . , xn]Z/nZkn の次元に等しいことがわかるので, Corollary 1.4

より, 次が成り立つ.

Corollary 1.5 (Corollary 4.6). 整数 pを素数とする. このとき, 次が成り立つ.

N(Θ (Z/pZ)) = dimC[x1, x2, . . . , xp]Z/pZp .

したがって, 位数が素数 pである群の群行列式Θ(Z/pZ)の項数は, その群 Z/pZの正則
表現の作用で不変な p変数 p次同次多項式の成す線型空間 C[x1, x2, . . . , xp]Z/pZp の次元に
等しいことがわかる. これは, Θ(Z/pZ)の項全体が, C[x1, x2, . . . , xp]Z/pZp の基底を成すこ
とを示している.

さて, a(n,m)を有限巡回群 Z/nZの正則表現の作用で不変な n変数m次同次多項式の
成す線型空間C[x1, x2, . . . , xn]Z/nZm の次元とすれば, a(n,m)は二項係数とEulerのトーシェ
ント関数 φを用いて, 次のように明示的に表示できることが知られている ([2]と [3]).

Theorem 1.6 (Hermiteの相互律). 任意の正の整数mと nに対して, 次が成り立つ.

a(n,m) =
1

m+ n

∑
d|gcd(m,n)

(
m
d
+ n

d
n
d

)
φ(d).

このThoerem 1.6を用いれば, Corollary 1.3は次のように書き換えられる.

Lemma 1.7 (see Lemma 7.3 for proof). 任意の正の整数 kと nに対して, 次が成り立つ.

N
(
Θ(Z/nZ)k

)
≤
∣∣Λkn∣∣ = a(n, kn) =

1

n

∑
d|n

(
dk + d− 1

d− 1

)
φ
(n
d

)
.

Lemma 1.7の右辺は, 巡回群の巡回指数の特殊化になっている. 巡回指数とは Red-

field [12]とPólya [11]によって, それぞれ独立に定義された概念である. Lemma 1.7にお
いて nを素数とすれば, Corollary 1.4より, 次のCorollaryが直ちに得られる.

Corollary 1.8 (Corollary 7.4). 任意の素数 pに対して, 次が成り立つ.

N(Θ(Z/pZ)) =
∣∣Λ1

p

∣∣ = a(p, p) =
1

p

∑
d|p

(
2d− 1

d− 1

)
φ
(p
d

)
.

3

106



また, 直積群の群行列式の項数に関して, 次の等式が成り立つことを示した.

Lemma 1.9 (see Lemma 8.1 for proof). 集合Gを有限群HとKの直積群とする. この
とき, 次が成り立つ.

Θ(G)|x(h,k)=xhxk = Θ(H)|K|Θ(K)|H| ∈ C[xh, xk;h ∈ H, k ∈ K].

ただし, Θ(G)|x(h,k)=xhxk は, Θ(G)の不定元 x(h,k)に xhxkを代入したものを表す.

明らかに, 不定元を特殊化した群行列式の項数は, 特殊化する前の群行列式の項数以下
である. したがって, 直積群の群行列式の項数を下から評価する次の不等式が得られる.

Corollary 1.10 (Corollary 8.2). 有限直積群 G = H × K に対して, 次の不等式が成り
立つ.

N(Θ(G)) ≥ N
(
Θ(H)|K|Θ(K)|H|) = N(Θ(H)|K|)N(Θ(K)|H|).

特にmiを素冪で, G = Z/nZ = Z/m1Z× Z/m2Z× · · · × Z/mlZとすれば, 群行列式に
関する次の不等式が得られる.

l∏
i=1

N
(
Θ(Z/miZ)

n
mi

)
≤ N(Θ(G)) ≤ 1

n

∑
d|n

(
dk + d− 1

d− 1

)
φ
(n
d

)
.

2 単項式型対称式
本章では, 単項式型対称式について説明し, この単項式型対称式に関する等式を一つ与
える. この等式は, 長さが素数のある分割が, 単項式型対称式の主特殊化の非零点である
ことを証明するのに用いられる.

単項式型対称式を与えるには, 自然数全体の集合の直積集合への対称群の作用を定める
必要がある. また, 多重指数の記法を用いると, 単項式型対称式の表記が簡潔になる. その
ために, まずは, 自然数全体の集合の直積集合への対称群の作用を定め, 次に, 多重指数の
記法について説明する. 自然数全体の集合Nは 0を含むとし, N 次対称群SN のNN への
作用を次で与える.

SN ↷ NN ≃−→ NN

∈ ∈ ∈

σ ↷ ν := (ν1, ν2, . . . , νN) 7→ σ · ν := (νσ(1), νσ(2), . . . , νσ(N)).

そして, N 個の変数の組 x := (x1, x2, . . . , xN)と多重指数 µ := (µ1, µ2, . . . , µN) ∈ NN に対
して,

xµ := xµ11 x
µ2
2 · · · x

µN
N ∈ C[x1, x2, . . . , xN ] =: C[x]

とする. この記法を, 多重指数の記法という. 多重指数の記法を用いれば, 長さN の分割
λ = (λ1, λ2, . . . , λN) (n ≥ λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λN ≥ 1)に対して, 単項式型対称式

mλ(x) :=
∑

µ∈SN ·λ

xµ

4
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が定まる. ただし, SN · λ := {σ · λ | σ ∈ SN}とする.

対称群SN の長さN の分割 λにおける固定部分群をSλ
N := {σ ∈ SN | σ · λ = λ}とし,

λ[i] := | {j | λj = i} |とおく. このとき, 次が成り立つ.

Lemma 2.1. 長さN の任意の分割 λに対して, 次が成り立つ.

mλ(x)
∏
i≥1

(λ[i]!) =
∑
σ∈SN

xσ·λ.

Proof. まず, 次の等式
|Sλ

N | =
∏
i≥1

(λ[i]!)

が成り立つので, ∑
σ∈SN

xσ·λ =
∑

[g]∈SN/S
λ
N

∑
h∈Sλ

N

xgh·λ

= |Sλ
N |

∑
[g]∈SN/S

λ
N

xg·λ

= |Sλ
N |

∑
µ∈SN ·λ

xµ

=

(∏
i≥1

(λ[i]!)

)
mλ(x)

が成り立つ.

分割 λ = (λ1, λ2, . . . , λN)に対して, |λ| := λ1 + λ2 + · · ·+ λN とする. Lemma 2.1は, 長
さが素数 pの分割 λが p | |λ|を満たせば, λが単項式型対称式の主特殊化の非零点である
ことを証明するのに用いられる.

3 単項式型対称式の主特殊化
本章では, 単項式型対称式の主特殊化について説明し, それから, 分割が主特殊化の非零

点であることを Lemma 2.1を用いて言い換え, そして, 長さが素数の分割が単項式型対称
式の主特殊化の非零点であるための十分条件を与える. また, Theorem 1.1の (7)と (8)が
成り立つことを示す. 第 1章では, 群行列式の性質を用いて, 単項式型対称式の主特殊化
の性質を得ることができると述べたが, この十分条件と (7), (8)については, 群行列式の性
質を用いずに与える.

複素数 ωnを 1の原始 n乗根の 1つとし, ζ(n,k) :=
(
ωn, ω

2
n, . . . , ω

kn
n

)
とする. 長さ knの

分割 λによって定義される単項式型対称式mλ(x)の xに, x = ζ(n,k)を代入したmλ(ζ(n,k))

を単項式型対称式の主特殊化という.

Lemma 2.1より, mλ(ζ(n,k)) ̸= 0を満たす λである必要十分条件は,∑
σ∈Skn

(ζ(n,k))
σ·λ =

∑
σ∈Skn

ωλ1σ(1)+λ2σ(2)+···+λknσ(kn)
n ̸= 0
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を満たす λである. したがって, 分割 λが単項式型対称式の主特殊化の零点か否かを判別
するには, 分割 λが

∑
σ∈Skn

(ζ(n,k))
σ·λの零点か否かを判別できればよい1.

正の整数 kが 1で, nが素数のとき, 分割 λが
∑

σ∈Skn
(ζ(n,k))

σ·λの非零点であるための十
分条件は次で与えられる.

Lemma 3.1. 整数 pを素数とし, i1, i2, . . . , ip ∈ Nとする. このとき, p | i1 + i2 + · · ·+ ip
ならば, 次が成り立つ. ∑

σ∈Sp

ωi1σ(1)+i2σ(2)+···+ipσ(p)
p ̸= 0.

Lemma 3.1を示すために, 次の補題を与える.

Lemma 3.2. 自然数 nを正の整数, N を nの倍数, i1, i2, . . . , iN ∈ N, そして, f を周期 n

の関数とする. このとき, n | i1 + i2 + · · ·+ iN ならば, 次が成り立つ.∑
σ∈SN

f(i1σ(1)+ i2σ(2)+ · · ·+ iNσ(N)) = N
∑

τ∈SN−1

f(i1τ(1)+ i2τ(2)+ · · ·+ iN−1τ(N−1)).

Proof. まず, 次の等式が成り立つ.

∑
σ∈SN

f(i1σ(1) + i2σ(2) + · · ·+ iNσ(N)) =
N∑
k=1

∑
σ∈SN
σ(k)=N

f(i1σ(1) + i2σ(2) + · · ·+ iNσ(N)).

写像SN ∋ σ 7→ σ ◦ (k N) ∈ SN は全単射なので, 上式の右辺は

N∑
k=1

∑
σ∈SN
σ(N)=N

f(i1σ(1) + · · ·+ iN−1σ(N − 1)− ikσ(k) + ikσ(N) + iNσ(k))

=
N∑
k=1

∑
σ∈SN
σ(N)=N

f(i1σ(1) + · · ·+ iN−1σ(N − 1)− ikσ(k)− (i1 + · · ·+ iN−1)σ(k))

=
N∑
k=1

∑
σ∈SN
σ(N)=N

f(i1(σ(1)− σ(k)) + · · ·+ iN−1(σ(N − 1)− σ(k))− ikσ(k))

となる. ここで, σ(N) = N のとき,

f(i1(σ(1)− σ(N)) + · · ·+ iN−1(σ(N − 1)− σ(N))− iNσ(N))

= f(i1σ(1) + · · ·+ iN−1σ(N − 1))

であり, k ̸= N かつ σ(N) = N のとき,

{σ(1)− σ(k), . . . , σ(k − 1)− σ(k),−σ(k), σ(k + 1)− σ(k), . . . , σ(N − 1)− σ(k)}
≡ {1, 2, . . . , N − 1} mod N

1この指数和は, Waringの公式の一般化の係数である [9].
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となるので,

N∑
k=1

∑
σ∈SN
σ(N)=N

f(i1(σ(1)− σ(k)) + · · ·+ iN−1(σ(N − 1)− σ(k))− ikσ(k))

=
N∑
k=1

∑
τ∈SN−1

f(i1τ(1) + · · ·+ iN−1τ(N − 1))

= N
∑

τ∈SN−1

f(i1τ(1) + · · ·+ iN−1τ(N − 1))

がわかる.

Lemma 3.1を示す.

Proof of Lemma 3.1. まず, 2 | i1 + i2の場合は, 直接計算により,
∑

σ∈S2
ω
i1σ(1)+i2σ(2)
2 ̸= 0

を示せる. 整数 pを奇素数とし, p | i1 + i2 + · · ·+ ipとすると, Lemma 3.2より, 次が成り
立つ. ∑

σ∈Sp

ωi1σ(1)+i2σ(2)+···+ipσ(p)
p = p

∑
σ∈Sp−1

ωi1σ(1)+i2σ(2)+···+ip−1σ(p−1)
p .

このとき,
∑p

k=1Ck = (p− 1)!を満たすCk ∈ Nが存在して,

∑
σ∈Sp−1

ωi1σ(1)+i2σ(2)+···+ip−1σ(p−1)
p =

p∑
k=1

Ckω
k
p

と表示することができる. ここで,
∑p

k=1Ckω
k
p ̸= 0を背理法で示す. もし,

∑p
k=1Ckω

k
p = 0

とすれば, {ωp, ω2
p, . . . , ω

p−1
p }は線型独立なので, C1 = C2 = · · · = Cp となる. つまり,

p |
∑p

k=1Ckとなる. ところが,
∑p

k=1Ck = (p− 1)!なので, p ∤
∑p

k=1Ckである. したがっ
て,
∑p

k=1Ckω
k
p ̸= 0となる.

Lemma 3.1より, 長さが素数 pの分割 λが, p | |λ|を満たせば, mλ(ζ(p,1)) ̸= 0となるこ
とがわかった. つまり, 次が成り立つことがわかった.

Corollary 3.3. 整数 pを素数とする. このとき, 長さ pの任意の分割 λに対して, 次が成
り立つ.

p | |λ| =⇒ mλ(ζ(p,1)) ̸= 0.

実は, p ∤ |λ|を満たせば, mλ(ζ(p,1)) = 0となることがわかる (この事実は第 5章で示され
る). よって, 次の補題が成り立つことがわかる.

Lemma 3.4 ((3) of Theorem 1.1). 整数 pを素数とする. このとき, 長さ pの任意の分割
λに対して, 次が成り立つ.

p | |λ| ⇐⇒ mλ(ζ(p,1)) ̸= 0.
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正の整数 rと sに対して, rと sの最大公約数を gcd(r, s)と表す. このとき, 次が成り立
つことがわかる.

Lemma 3.5 ((7) of Theorem 1.1). 長さ knの分割 λ = (nkn−a, λa1) (n > λ1)に対して, 次
が成り立つ.

mλ(ζ(n,k)) =

(−1)a+
a
n
gcd(λ1,n)

(
k gcd(λ1, n)
a
n
gcd(λ1, n)

)
̸= 0, n | aλ1

0, n ∤ aλ1
.

Proof. 分割 λ = (nkn−a, λa1) (n > λ1)に対して,

mλ(ζ(n,k)) =
∑

1≤i1<···<ia≤kn

ωλ1(i1+···+ia)
n

なので,

kn∑
a=0

(−1)amλ(ζ(n,k))u
kn−a =

kn∑
a=0

∑
1≤i1<···<ia≤kn

(−1)aωλ1(i1+···+ia)
n ukn−a

=
kn∏
j=1

(u− ωjλ1n )

となる. ここで, d := gcd(λ1, n), l :=
n
d
, m := λ1

d
とすれば, gcd(l,m) = 1なので, 1のある

原始 l乗根 ωlが存在して, ωλ1n = ωlとなるので,

ul − 1 = (u− ωl)(u− ω2
l ) · · · (u− ωll)

= (u− ωλ1n )(u− ω2λ1
n ) · · · (u− ωlλ1n )

が成り立つ. したがって,

kn∏
j=1

(u− ωjλ1n ) =

(
l∏

j=1

(u− ωjλ1n )

)(
2l∏

j=l+1

(u− ωjλ1n )

)
· · ·

 kdl∏
j=(kd−1)l+1

(u− ωjλ1n )


=

l∏
j=1

(u− ωjl )
kd

= (ul − 1)kd

=
kd∑
j=0

(
kd

j

)
(−1)jul(kd−j)

=
kd∑
j=0

(
kd

j

)
(−1)jukn−

n
d
j

となる. ここで, ukn−aの係数を比較することにより

(−1)amλ(ζ(n,k)) =


(
kd
ad
n

)
(−1)

ad
n , n

d
| a,

0, n
d
∤ a

が得られる. また, n | ad ⇐⇒ n | aλ1より, Lemmaが示された.
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Lemma 3.6 ((8) of Theorem 1.1). 正の整数 kを偶数, もしくは nを奇数とする. このと
き, 長さ knの分割 λ = (λa1, λ

kn−a
2 ) (λ1 > λ2)に対して, 次が成り立つ.

mλ(ζ(n,k)) =

(−1)a+
a
n
gcd(λ1−λ2,n)

(
k gcd(λ1 − λ2, n)
a
n
gcd(λ1 − λ2, n)

)
̸= 0, n | a(λ1 − λ2)

0, n ∤ a(λ1 − λ2)
.

Proof. 分割 λ = (λa1, λ
kn−a
2 ) (λ1 > λ2)に対して, 定義より

mλ(ζ(n,k)) =
∑
I⊂[kn]
|I|=a

(∏
i∈I

ωλ1in

)(∏
j∈Ic

ωλ2jn

)

となる. ただし, [kn] := {1, 2, . . . , kn}, Ic := [kn] \ Iである. ここで

mλ(ζ(n,k)) =
∑
I⊂[kn]
|I|=a

(∏
i∈I

ωλ1in

)(∏
i∈I

ω−λ2i
n

)(∏
i∈I

ωλ2in

)(∏
j∈Ic

ωλ2jn

)

=
∑
I⊂[kn]
|I|=a

(∏
i∈I

ω(λ1−λ2)i
n

) ∏
j∈[kn]

ωλ2jn


= ω

λ2
kn(kn+1)

2
n

∑
I⊂[kn]
|I|=a

(∏
i∈I

ω(λ1−λ2)i
n

)

と変形する. さらに kが偶数, もしくは nが奇数であることから k(kn+1)
2
∈ Zであることに

注意すると,

mλ(ζ(n,k)) = m(nkn−a,(λ1−λ2)a)(ζ(n,k))

を得るので, Lemma 3.5より結論を得る.

4 群行列式と分割
本章では, 群行列式とその性質を述べ, 巡回群の群行列式の冪乗の各項が分割に対応す
ることを説明する. この対応を用いると, 巡回群の群行列式の冪乗を簡潔に表示すること
ができる.

まず, 群行列式の歴史的なことについて少しだけ触れておく. 群行列式はDedekindに
よって定義された概念であり (例えば [6, p. 150], [13, p. 224]), Frobeniusはこの群行列式
のC上の既約分解を求める過程において有限群の表現論を構築した (例えば [4], [5]). こ
れらの歴史的な経緯に関しては, [6], [7], [8], [13]などが詳しい. では, 群行列式の定義を
述べる. 有限集合 G = {g1, g2, . . . , gn}を位数 nの群, xg を g ∈ Gに対する不定元とし,

C[xg] = C[xg; g ∈ G] := C[xg1 , xg2 , . . . , xgn ]を不定元 xgから成る n変数多項式環とする.

このとき, Gの群行列式Θ(G)は次で与えられる:
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Definition 4.1 (群行列式). 有限群Gの群行列式を次で定義する.

Θ(G) :=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)xg−1
1 gσ(1)

xg−1
2 gσ(2)

· · · xg−1
n gσ(n)

∈ C[xg].

この定義より, 群行列式は n変数 n次同次多項式であることがわかる. また, Gが可換
であるとき, Θ(G)の項として xa1xa2 · · · xan が現れれば, aiたちの積はGの単位元になる
ことがわかる (実は, 非可換のときも適当な順序で積をとれば単位元になることが知られ
ている. 詳細は [10, Lemma 1]と [15]を参照).

したがって, Gが巡回群Z/nZ =
{
1, 2, . . . , n

}
であるときは, 群行列式の項がn次同次で

あることより,任意の i ∈ {1, 2, . . . , n}に対して, xi = xiとして, Θ(Z/nZ)の項xi1xi2 · · · xin
の変数を添え字の数の大きい順に並び換えることにより, Θ(Z/nZ)の項を, 各因子が 1以
上 n以下の長さ nの分割に対応させることができる. また, Θ(Z/nZ)の項の添え字の積は
単位元になることより, Θ(Z/nZ)の任意の項の添え字の和は nの倍数となる. よって, 長
さN の分割 λ = (λ1, λ2, . . . , λN)に対して, xλ := xλ1xλ2 · · · xλN ∈ C[x] = C[xg],

Λn := {λ = (λ1, λ2, . . . , λn) | 1 ≤ λj ≤ λi ≤ n (j > i), n | |λ|}

とすれば, 整数 cλが存在して,

Θ(Z/nZ) =
∑
λ∈Λn

cλxλ ∈ C[x]

とかける. この表示は, 同類項をまとめた簡潔な表示といえる.

Example 4.2. 位数 3の巡回群の群行列式は, Θ(Z/3Z) = x31 + x32 + x33− 3x1x2x3である.

項 x31, x
3
2, x

3
3, x1x2x3をそれぞれ, 長さ 3の分割 (1, 1, 1), (2, 2, 2), (3, 3, 3), (3, 2, 1)と見なす

ことができる.

もっと一般に,

Λkn := {λ = (λ1, λ2, . . . , λkn) | 1 ≤ λj ≤ λi ≤ n (j > i), n | |λ|}

とすれば, 整数 cλが存在して,

Θ (Z/nZ)k =
∑
λ∈Λk

n

cλxλ ∈ C[x]

とかける. 実は, この係数 cλはmλ(ζ(n,k))に等しいことがわかる (この事実は第 5章で示
される).

さて, この表示より, Θ(G)kの項数をN(Θ (G)k)とすれば, N(Θ (G)k)に関する以下の不
等式が直ちに得られる.

Corollary 4.3 (Corollary 1.3). 任意の正の整数 kと nに対して, 次が成り立つ.

N
(
Θ(Z/nZ)k

)
≤
∣∣Λkn∣∣ .
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この不等式は, 次の疑問を引き起こす.

Question 4.4. 任意の正の整数 kと nに対して, 次の等式は成り立つであろうか.

N
(
Θ(Z/nZ)k

)
=
∣∣Λkn∣∣ .

つまり, 任意の正の整数 k と nに対して, もし, n | i1 + i2 + · · · + ikn ならば, 単項式
xi1xi2 · · · xikn はΘ(G)kの項であるか. さらに言い換えれば, 任意の正の整数 kと n, 任意
の λ ∈ Λknに対して, mλ(ζ(n,k)) ̸= 0は成り立つか.

この疑問は否定的に解決される. つまり, 一般に, n | i1 + i2 + · · ·+ iknだからといって,

単項式 xi1xi2 · · · xiknはΘ(G)kの項とは限らない. 例えば, k = 1で n = 6のときが反例で
ある. 単項式 x1x

2
3x5x

2
6はΘ(Z/6Z)の項ではないが, 6 | 1 + 3 + 3 + 5 + 6 + 6である.

しかしながら, Lemma 3.4より, k = 1で nが素数の場合は, 等式となることがわかる
(この事実は第 6章で示される). つまり, 次のCorollaryが成り立つ.

Corollary 4.5 (Corollary 1.4). 整数 pを素数とする. このとき, 次が成り立つ.

N(Θ(Z/pZ)) =
∣∣Λ1

p

∣∣ .
ここで, 集合の濃度 |Λ1

n|は, Z/nZの正則表現の作用で不変な n変数 n次同次多項式の
成す線型空間C[x1, x2, . . . , xn]Z/nZn の次元に等しいことがわかる (この事実は第 7章で示さ
れる). つまり, 次が成り立つ.

Corollary 4.6 (Corollary 1.5). 整数 pを素数とする. このとき, 次が成り立つ.

N(Θ (Z/pZ)) = dimC[x1, x2, . . . , xp]Z/pZp .

したがって, 位数が素数 pである群の群行列式Θ(Z/pZ)の項数は, その群 Z/pZの正則
表現の作用で不変な p変数 p次同次多項式の成す線型空間 C[x1, x2, . . . , xp]Z/pZp の次元に
等しいことがわかる. これは, Θ(Z/pZ)の項全体が, C[x1, x2, . . . , xp]Z/pZp の基底を成すこ
とを示している. これらについては, 第 7章で詳しく述べる.

5 Dedekindの定理と単項式型対称式の主特殊化
本章では, Dedekindの定理について説明し, この定理を用いて, 巡回群の群行列式の冪

乗の各項の係数が, 単項式型対称式の主特殊化に等しいことを示す. この事実を用いると,

Lemma 3.4を示すことができる.

以下ではGを可換とし, ĜをGのC上の既約表現全体の集合とする (つまりは, 指標群
とする). DedekindはΘ(G)のC上の既約分解を次のように与えた (例えば [1], [13], [14]).

これをDedekindの定理という.

Theorem 5.1 (Dedekindの定理). 有限可換群Gの群行列式Θ(G)は, C上で 1次因子の
積として次のように分解される.

Θ(G) =
∏
χ∈Ĝ

∑
g∈G

χ(g)xg.
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このDedekindの定理を用いると, Θ(Z/nZ)kの項 xλの係数が, 主特殊化mλ(ζ(n,k))に等
しいことがわかる.

Lemma 5.2 (Lemma 1.2). 任意の kに対して, 次が成り立つ.

Θ(Z/nZ)k =
∑

λ:長さ kn の分割で, 各因子は 1 以上 n 以下

mλ(ζ(n,k))xλ

=
∑
λ∈Λk

n

mλ(ζ(n,k))xλ.

Proof. Theorem 5.1と Lemma 2.1より, 次が成り立つ.

Θ (Z/nZ)k =

(
n∏
i=1

n∑
j=1

ωijn xj

)k

=

(
n∏

i1=1

n∑
j=1

ωi1jn xj

)(
2n∏

i2=n+1

n∑
j=1

ωi2jn xj

)
· · ·

 kn∏
ik=(k−1)n+1

n∑
j=1

ωikjn xj


=

∑
λ:長さ kn の分割で, 各因子は 1 以上 n 以下

{ ∑
σ∈Skn

(ζ(n,k))
σ·λ
∏
i≥1

(λ[i]!)−1

}
xλ

=
∑

λ:長さ kn の分割で, 各因子は 1 以上 n 以下

mλ(ζ(n,k))xλ.

また, 群行列式の定義より, n ∤ |λ|となる λに関する項 xλはΘ(Z/nZ)kに現れない. よっ
て, n ∤ |λ|となる λに対するmλ(ζ(n,k))は 0に等しいことがわかる.

Lemma 5.2より, Theorem 1.1の (2)が成り立つことがわかる. つまり, n ∤ |λ|となる λ

に対するmλ(ζ(n,k))は 0に等しいことがわかる. したがって, この事実とCorollary 3.3よ
り, Lemma 3.4が成り立つことがわかった.

6 巡回群の群行列式の性質から得られる単項式型対称式の主
特殊化の性質

本章では, 巡回群の群行列式の性質を用いて, 単項式型対称式の主特殊化の性質を導く.

整数 lと分割 λ ∈ Λkn に対して, l · λ ∈ Λkn を, (lλ1, lλ2, . . . , lλkn) ∈ (Z/nZ)kn を適当
な並び換えによって Λknの元とみなしたものとし, ν ⊂ λを満たす分割 ν ∈ Λ1

nに対して,

λ \ ν ∈ Λk−1
n を, λから νを削ってできる分割とする. このとき, 単項式型対称式の主特殊

化に関して, 次の定理が成り立つ.

Theorem 6.1 (Theorem 1.1). 単項式型対称式の主特殊化mλ(ζ(n,k))に関して, 以下が成
り立つ.

(1) 長さ knの任意の分割 λに対して, mλ(ζ(n,k)) ∈ Z.
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(2) 長さ knの任意の分割 λに対して, n ∤ |λ|ならば, mλ(ζ(n,k)) = 0.

(3) pを素数とする. 長さ pの任意の分割 λに対して, p | |λ| ⇐⇒ mλ(ζ(p,1)) ̸= 0.

(4) lを nと互いに素な正の整数, λ ∈ Λknとする. このとき, ml·λ(ζ(n,k)) = mλ(ζ(n,k)).

(5) lを自然数, λ ∈ Λk+ln とする. このとき, mλ(ζ(n,k+l)) =
∑
ν∈Λk

n
ν⊂λ

mν(ζ(n,k))mλ\ν(ζ(n,l)).

(6) λ = (22k−2a, 12a) ∈ Λk2とする. このとき, mλ(ζ(2,k)) = (−1)a
(
k
a

)
̸= 0.

(7) λ = (nkn−a, λa1) ∈ Λkn (n > λ1)とする. このとき,

mλ(ζ(n,k)) = (−1)a+
a
n
gcd(λ1,n)

(
k gcd(λ1, n)
a
n
gcd(λ1, n)

)
̸= 0.

(8) kを偶数, もしくは nを奇数とし, λ = (λa1, λ
kn−a
2 ) ∈ Λkn (λ1 > λ2)とする. このとき,

mλ(ζ(n,k)) = (−1)a+
a
n
gcd(λ1−λ2,n)

(
k gcd(λ1 − λ2, n)
a
n
gcd(λ1 − λ2, n)

)
̸= 0.

Theorem 6.1の (1)と (2)は, 群行列式の定義と Lemma 5.2より明らかである. また,

(3)は Lemma 3.4, (7)は Lemma 3.5, (8)は Lemma 3.6より従う. 性質 (4)を示すために,

群行列式に関する次の補題を用意する.

Lemma 6.2. 集合Gを有限群, 写像ψをGの自己同型とする. このとき, Θ(G)の不定元
xgを xψ(g)と置き換える変換で, Θ(G)は不変である.

Lemma 6.2を用いて, 性質 (4)を示す.

Proof of Theorem 6.1 (4). 正の整数 nと互いに素な正の整数 lと任意の元 i ∈ Z/nZに対
して, ψl(i) = liとすれば, ψlは Z/nZの自己同型写像となる. したがって, C代数写像 ψ̃l
を ψ̃l : C[xg] ∋ xi 7→ xli ∈ C[xg]によって定義すれば, Lemma 6.2より, ψ̃l(Θ(Z/nZ)k) =
Θ(Z/nZ)kとなるので, Lemma 5.2より, mλ(ζ(n,k)) = ml·λ(ζ(n,k))が得られる.

性質 (5)を示す.

Proof of Theorem 6.1 (5). Lemma 5.2と恒等式Θ(Z/nZ)k+l = Θ(Z/nZ)kΘ(Z/nZ)lより,

直ちに導かれる.

性質 (6)を示す.
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Proof of Theorem 6.1 (6). 任意の λ ∈ Λk2に対して, a ∈ Nが存在して λ = (22k−2a, 12a)が
成り立つことに注意しておく. 定義より, Θ(Z/2Z) = x22 − x21となるので,

Θ(Z/2Z)k = (x22 − x21)k

=
k∑
a=0

(
k

a

)
(x22)

k−a(−x21)a

=
k∑
a=0

(−1)a
(
k

a

)
x2a1 x

2(k−a)
2

となる. よって, Lemma 5.2より, mλ(ζ(2,k)) = (−1)a
(
k
a

)
̸= 0が成り立つ.

7 可換群の群行列式の項数と正則表現の作用で不変なある線
型空間の次元に関する不等式

本章では, 可換群の群行列式の冪乗の項数と, その群の正則表現の作用で不変なある
多変数同次多項式の成す線型空間の次元に関する不等式について説明する. 有限可換群
が巡回群である場合は, この不等式は Corollary 4.3と等しいことがわかる. この事実と
Lemma 3.4より, Corollary 4.6が導かれる. つまり, 素数位数の群の群行列式の項全体は,

その群の正則表現の作用で不変な同次多項式の成す線型空間の基底を成すことがわかる.

また, 正則表現の作用で不変な同次多項式の成す線型空間の次元は, 二項係数と Eulerの
トーシェント関数を用いて明示的に表示できることが知られているので, これを用いると,

素数位数の群の群行列式の項数を, 二項係数と Eulerのトーシェント関数を用いて明示的
に表示できることがわかる.

既約表現全体 Ĝは群を成すので, Dedekindの定理より, 任意の χ ∈ Ĝに対して, Θ(G)

の不定元 xg を χ(g)xg と変換しても Θ(G)は不変である. したがって, χ ∈ Ĝに対して,

C代数写像 ψχ を ψχ : C[xg] ∋ xg 7→ χ(g)xg ∈ C[xg]によって定義すれば, Θ(G)k の項
xa1xa2 · · · xaknに対して,

ψχ (xa1xa2 · · · xakn) = xa1xa2 · · · xakn

となることがわかる. よって, Θ(G)kの項は, kn次同次多項式全体の集合C[x]knの部分集
合C[x]ψχ

kn := {f ∈ C[x]kn | ψχ(f) = f}に属する. ゆえに,

N
(
Θ(G)k

)
≤ dim

∩
χ∈Ĝ

C[x]ψχ

kn (1)

が成り立つ. 特にG = Z/nZの場合は, Ẑ/nZ(∼= Z/nZ)はある既約指標 χによって生成さ
れるので, 次の系が得られる.

Corollary 7.1. 任意の正の整数 kと nに対して, 次が成り立つ.

N
(
Θ(Z/nZ)k

)
≤ dimC[x]ψχ

kn .
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ここで,

S := {(i1, i2, . . . , in) ∈ Nn | i1 + i2 + · · ·+ in = kn, n | i1 + 2i2 + · · ·+ nin}

とすれば,

xi11 x
i2
2 · · · xinn ∈ C[x]ψχ

kn ⇐⇒ (i1, i2, . . . , in) ∈ S

であり, 写像 ϕ : S ∋ (i1, i2, . . . , in) 7→ (nin , (n− 1)in−1 , . . . , 1i1) ∈ Λknは全単射なので, 不等
式 (1)は, Corollary 4.3が成り立つことを示していることに他ならない.

また, G = Z/nZ の場合, C[x]ψχ

kn は Z/nZ の正則表現の作用で不変な線型空間なの
で, C[x]ψχ

kn = C[x]Z/nZkn と書ける. 実際, V を C上の n次元線型空間とし, V の基底を
(e1, e2, . . . , en)とする. このとき, 表現 ρ : Z/nZ → GL(V )を ρ(1)ei = ωineiで定めれば, ρ

はZ/nZの正則表現と同値である. この表現 ρを V 上の多項式環P [V ] = C[x]へ拡張した
ものを ρ̃とする. そして, Z/nZのC[x]への作用を

Z/nZ ↷ C[x] ≃−→ C[x]

∈ ∈ ∈
i ↷ xj 7→ ρ̃(i)xj = ωijn xj

で与えれば, C[x]ψχ

kn = C[x]Z/nZkn と書ける. したがって, nが素数 pの場合, dimC[x]Z/pZp =

|Λ1
p|となることと, xλ が Θ(G)の項ならば, xλ ∈ C[x]ψχ

p = C[x]Z/pZp となることより,

Θ(Z/pZ)の項全体が, C[x]Z/pZp の基底となることがわかる. これは, Corollary 4.6が導
かれたことを意味する.

ここで, a(n,m)を Z/nZの正則表現の作用で不変な n変数m次同次多項式の成す線型
空間C[x1, x2, . . . , xn]Z/nZm の次元とすれば, a(n,m)は, 二項係数とEulerのトーシェント関
数 φを用いて以下のように明示的に表示できることが知られている ([2]と [3]).

Theorem 7.2 (Hermiteの相互律, Theorem 1.6). 任意の正の整数mと nに対して, 次が
成り立つ.

a(n,m) =
1

m+ n

∑
d|gcd(m,n)

(
m
d
+ n

d
n
d

)
φ(d).

よって, この表示を用いれば, 次の Lemmaを得る.

Lemma 7.3 (Lemma 1.7). 任意の正の整数 kと nに対して, 次が成り立つ.

N
(
Θ(Z/nZ)k

)
≤
∣∣Λkn∣∣ = a(n, kn) =

1

n

∑
d|n

(
dk + d− 1

d− 1

)
φ
(n
d

)
.

Proof. Theorem 7.2より,

a(n, kn) =
1

kn+ n

∑
d|gcd(kn,n)

(
kn
d
+ n

d
n
d

)
φ(d)

=
1

n(k + 1)

∑
d|n

(
kn
d
+ n

d
n
d

)
φ(d)

=
1

n(k + 1)

∑
d|n

(
dk + d

d

)
φ
(n
d

)
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となる. ここで,

1

n(k + 1)

(
dk + d

d

)
=

1

n(k + 1)

dk + d

d

(dk + d− 1)!

(dk)!(d− 1)!
=

1

n

(
dk + d− 1

d− 1

)
より, Lemmaは示された.

Lemma 7.3の右辺は, 巡回群の巡回指数の特殊化になっている. 巡回指数とは Red-

field [12]とPólya [11]によって, それぞれ独立に定義された概念である. Lemma 7.3にお
いて nを素数とすれば, Corollary 4.5より, 次のCorollaryが直ちに得られる.

Corollary 7.4 (Corollary 1.8). 任意の素数 pに対して, 次が成り立つ.

N(Θ(Z/pZ)) =
∣∣Λ1

p

∣∣ = a(p, p) =
1

p

∑
d|p

(
2d− 1

d− 1

)
φ
(p
d

)
.

8 直積群の群行列式の項数に関する不等式
本章では, 直積群の群行列式の項数に関する等式を得る. この等式は, 直積群の群行列
式の項数を下から評価する不等式を導く.

直積群の群行列式の項数に関する等式は次である.

Lemma 8.1 (Lemma 1.9). 集合Gを有限群H とKの直積群とする. このとき, 次が成
り立つ.

Θ(G)|x(h,k)=xhxk = Θ(H)|K|Θ(K)|H| ∈ C[xh, xk;h ∈ H, k ∈ K].

ただし, Θ(G)|x(h,k)=xhxk は, Θ(G)の不定元 x(h,k)に xhxkを代入したものを表す.

Proof. 群H とK をそれぞれH = {h1, h2, . . . , h|H|}, K = {k1, k2, . . . , k|K|}とし, Gの元
giを gi = (hp, kq)と表す. ただし, i = |H|(q− 1)+ p, 1 ≤ p ≤ |H|, 1 ≤ q ≤ |K|とする. こ
のとき, 次が成り立つ.(

xgig−1
j

)
1≤i,j≤|G|

∣∣∣∣
x(h,k)=xhxk

=

((
xhih−1

j

)
1≤i,j≤|H|

xksk−1
t

)
1≤s,t≤|K|

=
(
xhih−1

j

)
1≤i,j≤|H|

⊗
(
xkik−1

j

)
1≤i,j≤|K|

.

ただし, ⊗は, Kronecker積を表す. したがって,

Θ(G)|x(h,k)=xhxk = Θ(H)|K|Θ(K)|H|

が成り立つ.

明らかに, 不定元を特殊化した群行列式の項数は, 特殊化する前の群行列式の項数以下
となる. したがって, 次が成り立つことがわかる.
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Corollary 8.2 (Corollary 1.10). 有限直積群 G = H × K に対して, 次の不等式が成り
立つ.

N(Θ(G)) ≥ N
(
Θ(H)|K|Θ(K)|H|) = N(Θ(H)|K|)N(Θ(K)|H|).

特に, miを素冪で, G = Z/nZ = Z/m1Z × Z/m2Z × · · · × Z/mlZとすれば, 群行列式
に関する次の不等式が得られる.

l∏
i=1

N
(
Θ(Z/miZ)

n
mi

)
≤ N(Θ(G)) ≤ 1

n

∑
d|n

(
dk + d− 1

d− 1

)
φ
(n
d

)
.

9 素数に関する単項式型対称式の主特殊化の零点予想
本章では, 素数に関する単項式型対称式の主特殊化の零点予想について述べる. 私たち

は, 以下が成り立つことを予想する.

Conjecture 9.1. 正の整数 k, 素数 p, 長さ kpの分割 λに対して, 次が成り立つ.

p | |λ| ⇐⇒ mλ(ζ(p,k)) ̸= 0.

すなわち, p ∤ |λ|ならば, 分割 λが主特殊化の零点となることを予想している. この予想
は, 次の予想と同値である.

Conjecture 9.2. 正の整数 kと素数 pに対して, 次が成り立つ.

N
(
Θ(Z/pZ)k

)
= |Λkp| =

1

p

∑
d|p

(
dk + d− 1

d− 1

)
φ
(p
d

)
.
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Frame numbers, splitting fields, and integral adjacency

algebras of commutative association schemes

花木 章秀 (信州大学理学部 hanaki@shinshu-u.ac.jp)

(X,S) を可換なアソシエーションスキームとする。牛山裕暁は修士論文 (2019 信州大学)
[6] で次の式を与えた。

F(S) = (−1)e

∣∣∣∣∣⊕
i

OKi
: φ(ZS)

∣∣∣∣∣
2∏

i

d(Ki)

ここで F(S) は Frame 数、Ki は同型 φ : QS ∼−→
⊕

iKi で定まる代数体、d(Ki) は Ki の判
別式、OKi は Ki の整数環、e = ♯{s ∈ S | s ̸= s∗}/2 である。あとで説明するように、有理整
数環 Z 上の隣接代数 ZS は自然に

⊕
iOKi に埋め込まれる。牛山は多くの例を計算すること

によってこの式を予想し |S| = 3 の場合にそれを証明した。本講演ではこの式を一般に証明し、
またその意味なども解説する。証明は本質的には古い結果などを組み合わせるだけででき、式
の意味をよく理解すれば難しくはない。この式は可換アソシエーションスキームの指標表の可
能性を制限するなどの応用が期待できるが、現在の所、有用な応用は見つかってはいない。

1 アソシエーションスキームと隣接代数、指標

X を有限集合とする。S を X ×X の分割、すなわち X ×X =
⋃

s∈S s, s ∈ S は空でない、
また s ̸= t ならば s ∩ t = ∅、であるとする。このとき組 (X,S) がアソシエーションスキーム
(association scheme) であるとは

(1) 1 := {(x, x) | x ∈ X} ∈ S,

(2) s ∈ S ならば s∗ := {(y, x) | (x, y) ∈ s} ∈ S,

(3) s, t, u ∈ S に対して非負整数 pust が存在して、(x, y) ∈ uならば ♯{z ∈ X | (x, z) ∈ s, (z, y) ∈
t} = pust

をみたすこととする。条件 (3) は隣接行列を使えば理解しやすい。s ∈ S に対して、その隣接行
列 (adjacency matrix) σs とは、行、列、ともに集合 X で添字付けられた行列で、その (x, y)-
成分は (x, y) ∈ s のとき 1、そうでないとき 0 として定まるものである。これらを用いると、
条件は

(1)’ ある 1 ∈ S があって s1 は単位行列、

(2)’ s ∈ S に対して、ある s∗ ∈ S があって σs∗ = σT
s (転置行列)、

(3)’ s, t, u ∈ S に対して非負整数 pust が存在して、行列の積に関して σsσt =
∑

u∈S p
u
stσu

と書き直すことができる。s ∈ S に対して ns := p1ss∗ とおいて、これを分岐指数 (valency)とい
う。行列 σs は各行、各列にそれぞれ ns 個の 1 をもつことが分かる。任意の s, t, u ∈ S に対し
て pust = puts が成り立つとき (X,S) は可換 (commutative) であるという。これは σsσt = σtσs
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であることと同値である。また任意の s ∈ S に対して s∗ = s であるとき (X,S) は対称
(symmetric) であるという。対称ならば可換であることがすぐに分かる。
条件 (3)’ から ZS :=

⊕
s∈S Zσs は環になる。また単位元をもつ可換環 R に対して RS :=

R⊗Z ZS は R-代数となる。これを (X,S) の R 上の隣接代数 (adjacency algebra) という。σs
を R 上の行列と見て {σs | s ∈ S} の生成する R-代数と思ってもよい。(X,S) が可換ならば、
任意の係数環上の隣接代数は可換である。

命題 1.1. [5, Theorem 4.1.3 (ii)]. アソシエーションスキーム (X,S) の標数 0 の体 K 上の隣
接代数 KS は分離的、したがって半単純である。

Wedderburn の定理 [3, Theorem 2.4.3] から、複素数体 C 上の隣接代数 CS について、あ
る正の整数 d1, . . . , dℓ が存在して

CS ∼=
ℓ⊕

i=1

Mdi
(C)

となる。各直和因子への射影が CS の既約表現の同値類の完全代表系となる。表現の対角和
(トレース) を指標 (character) という。特に既約表現の指標を既約指標という。表現の同値類
は行列の相似を許すが、その対角和は一定であり、指標は一意に決まる。また複素数体上の半
単純代数に対しては表現が同値であることと指標が一致することは同値である。既約指標全体
の集合を Irr(S) と表す。Irr(S) は複素既約表現の同値類の集合と思ってもよい。Irr(S)×S 行
列 (χ(σs))χ,s を (X,S) の指標表 (characer table) という。χ(σs) は代数的整数となるので、指
標表は代数的整数を成分とする行列である。(X,S) が可換ならば | Irr(S)| = |S| であり、指標
表は正方行列となる。これを 第一固有行列 (first eigenmatrix) ともいう。
隣接代数は行列環として定義されているため、初めから表現が一つ与えられている。これ

を標準表現 (standard representation) といい、その指標 γ を標準指標 (standard character)
という。定義から γ(σs) = δ1s|X| である。標準指標を既約指標の和に分解し

γ =
∑

χ∈Irr(S)

mχχ

と表すとき、この重複度 mχ を χ の重複度 (multiplicity) という。

2 Frame 数

アソシエーションスキーム (X,S) に対して、その Frame 数 (Frame number) F(S) は、分岐
指数、既約指標の次数と重複度を用いて次のように定義される。

F(S) := |X||S|
∏

s∈S ns∏
χ∈Irr(S)m

χ(1)2
χ

Frame 数について次のようなことが知られている。

命題 2.1. [2, Chap. 2, Theorem 4.2 (i)]. F(S) ∈ Z である1。

次の定理は可換の場合に Arad-Fisman-Muzychuk [1]で示された後に、一般の場合は Hanaki
[4] で示された。実は今回の結果も本質的には [4] で既に示されている。

定理 2.2 (Arad-Fisman-Muzychuk [1, Theorem 1.1]; Hanaki [4, Theorem 4.2]). F を正標数
p の体とする。このとき隣接代数 FS が分離的 (半単純) であるための必要十分条件は p ∤ F(S)
となることである。

アソシエーションスキームが可換であるときには更にいくつかのことが知られている。

1更に強く |X|−2F(S) ∈ Z である。この数を Frame 商 (Frame quotient) という。
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命題 2.3. [2, Chap. 2, Theorem 4.2 (ii) and its proof]. (X,S) が可換であるならば、指標表
T を用いて F(S) = (detT )(detT ) と表すことができる。特に指標の値がすべて有理数 (有理
整数) ならば F(S) は平方数である。

(X,S) を可換とし、指標の値がすべて有理数であると仮定する。このとき同型 φ : CS ∼=
C⊕ · · · ⊕ C は単射

φ : ZS → Z⊕ · · · ⊕ Z

を引き起こす。σs (s ∈ S) の像が指標表の列となることから |detT | = |Z ⊕ · · · ⊕ Z : φ(ZS)|
であり、したがって

F(S) = |Z⊕ · · · ⊕ Z : φ(ZS)|2

が成り立っている。
ここで簡単な例を見ておく。

例 2.4. (X,S) を conference グラフ (
(
n, n−1

2 ; n−5
4 , n−1

4

)
-強正則グラフ) で定まる |S| = 3 の

アソシエーションスキームとする。このとき指標表と Frame 数は以下の通り。

σ0 σ1 σ2 mi

χ0 1 (n− 1)/2 (n− 1)/2 1
χ1 1 (−1 +

√
n)/2 (−1−

√
n)/2 (n− 1)/2

χ2 1 (−1−
√
n)/2 (−1 +

√
n)/2 (n− 1)/2

F(S) = n2 · n

例 2.5. A を 2-(v, k, λ) 対称デザインの結合行列とする。またデザインの位数を n := k−λ と
する。

σ0 =

(
Iv Ov

Ov Iv

)
, σ1 =

(
Jv − Iv Ov

Ov Jv − Iv

)
,

σ2 =

(
Ov A
AT Ov

)
, σ3 =

(
Ov Jv −A

Jv −AT Ov

)
.

とおけば、これらを隣接行列として対称アソシエーションスキームが定義される。このとき指
標表と Frame 数は以下の通り。

σ0 σ1 σ2 σ3 mi

χ0 1 v − 1 k v − k 1
χ1 1 v − 1 −k −v + k 1
χ2 1 −1

√
n −

√
n v − 1

χ3 1 −1 −
√
n

√
n v − 1

F(S) = (2v)4 · (v − 1)k(v − k)

(v − 1)2
= 24v4n

上記の二つの例では、(一般には n に依存するが) Frame 数は平方数ではなく、平方因
子以外に n が現れている。またその n が指標の値に

√
n として現れているように見える

(F(S) = (detT )(detT ) によって当たり前のことではあるが)。

3 整数環上の隣接代数

指標の値が有理数とは限らない場合について |Z⊕ · · · ⊕ Z : φ(ZS)| に相当するものを考える。
(X,S) を可換アソシエーションスキームとする。Wedderburn の定理 [3, Theorem 2.4.3] か
ら、有理数体 Q 上の隣接代数 QS はいくつかの斜体上の全行列環の直和に同型となるが、可
換性を仮定しているので、斜体は体で、行列環のサイズはすべて 1 となる。すなわち

QS ∼= K1 ⊕ · · · ⊕Kℓ
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となる代数体 K1, . . . ,Kℓ が存在する。実際に Ki と同型は次のように与えられる。Irr(S) を
代数共役によって類別し、その完全代表系を χ1, . . . , χℓ とする。Ki を Q に {χi(σs) | s ∈ S}
を添加した体とする。このとき φ : QS → K1 ⊕ · · · ⊕Kℓ, φ(σs) = (χ1(σs), . . . , χℓ(σs)) が Q-
同型となる。Ki の整数環を OKi

で表す。指標の値 χi(σs) が代数的整数であることから、こ
の同型 φ は単射

φ : ZS → OK1 ⊕ · · · ⊕ OKℓ

を引き起こす。|OK1 ⊕ · · · ⊕ OKℓ
: φ(ZS)| を考えるのが自然であろう。2

4 判別式

この節で述べる結果は、本質的には [4] で既に示されている。
有限次代数体にはよく知られているように判別式が定義されるが、これを一般化して有限

次代数とその表現 (加群) に対しても判別式が定義される (例えば [3, §6.3] を参照)。
K を体とし、A を n 次元 K-代数、a1 . . . , an ∈ A とする。また A の有限次元行列表現 Φ

を考える。このとき
d{ai},Φ := det(trace Φ(aiaj))

とおいて、これを A の {a1, . . . , an} と Φ に関する判別式 (discriminant) という。A を 有
限次代数体 (Q の有限次拡大体)、{a1, . . . , an} を A の整数基、Φ を A の正則表現とすれ
ば、この定義は代数体の判別式の定義と同じになる。b1, . . . , bn ∈ A を正方行列 P を用いて
(b1, . . . , bn) = (a1, . . . , an)P と表せたとすると d{bi},Φ = (detP )2d{ai},Φ である。このことか
ら a1 . . . , an が基底でなければ d{ai},Φ = 0 であることが分かる。

L を K の拡大体とするとき、K-代数 A の係数を拡大して L-代数 AL := L⊗K A が得ら
れる。A の表現も自然に AL の表現に拡張される。判別式は AL の表現と見ても変わらないの
で、適当に係数を拡大して考えても構わない。

(X,S) をアソシエーションスキームとし、次の表現を考える。

• 標準表現 Γ : 指標は
∑

χ∈Irr(S)mχχ

• 正則表現 Λ′ : 指標は
∑

χ∈Irr(S) χ(1)χ

• Λ : 指標
∑

χ∈Irr(S) χ をもつ表現

後で (X,S) を可換と仮定するが、その際には Λ = Λ′ となる。隣接代数 CS の基底としては
次を考える。

• {σs | s ∈ S} : 隣接行列の集合

• {e(i)jk | 1 ≤ i ≤ ℓ, 1 ≤ j, k ≤ di} : 同型 CS ∼=
⊕ℓ

i=1Mdi
(C) による各直和因子の行列単

位の逆像

補題 4.1. d{σs},Γ = (−1)e|X||S|∏
s∈S ns が成り立つ。ただし e = ♯{s ∈ S | s ̸= s∗}/2 で

ある。

Proof. d{σs},Γ = det(trace Γ(σsσt)) であって、trace Γ(σsσt) = δs∗tns|X| である。符号のズ
レは s∗ ̸= s となる回数だけ生じる。

補題 4.2. d{e(i)jk },Γ = (−1)f
∏

χ∈Irr(S)m
χ(1)2

χ が成り立つ。ただし f =
∑

χ∈Irr(S) χ(1)(χ(1)−
1)/2 である。

Proof. trace Γ(e
(i)
jk e

(i′)
j′k′)) = δjk′δj′kδii′mχi である。よって trace Γ(e

(i)
jk e

(i′)
j′k′) = (−1)f

∏
χ∈Irr(S)m

χ(1)2

χ

である。符号のズレは e
(i)
jk ̸= e

(i)
kj となる回数、すなわち非対称な行列単位の数だけ生じる。

2もちろん、この部分加群の単因子を調べれば、より深い情報が得られるが、今回は単因子については考えない。
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補題 4.3. d{e(i)jk },Λ = (−1)f が成り立つ。ただし f =
∑

χ∈Irr(S) χ(1)(χ(1)− 1)/2 である。

Proof. 前の補題で表現の既約因子の重複度を 1 とすればよい。

命題 4.4. F(S) = (−1)ed{σs},Λ が成り立つ。ただし e = ♯{s ∈ S | s ̸= s∗}/2 である。

Proof. 基底 {σs} と {e(i)jk } の変換行列を P とすれば

d{σs},Γ

d{e(χ)
ij },Γ

= (detP )2 =
d{σs},Λ

d{e(χ)
ij },Λ

である。上の補題から結果を得る。

可換アソシエーション・スキームに対しては Λ = Λ′ であったから、次が成り立つ。

系 4.5. (X,S) が可換ならば正則表現 Λ′ について F(S) = (−1)ed{σs},Λ′ が成り立つ。ただし
e = ♯{s ∈ S | s ̸= s∗}/2 である。

5 結果とその証明

次の定理がこの講演の主結果である。

定理 5.1. (X,S) を可換アソシエーションスキームとする。ある代数体 Ki (i = 1, . . . , ℓ) と同
型 φ : QS →

⊕ℓ
i=1Ki が存在する。この同型によって ZS は

⊕ℓ
i=1OKi に埋め込まれる。こ

のとき

F(S) = (−1)e

∣∣∣∣∣
ℓ⊕

i=1

OKi
: φ(ZS)

∣∣∣∣∣
2 ℓ∏
i=1

d(Ki)

が成り立つ。ここで OKi は Ki の整数環、d(Ki) は Ki の判別式、また e = ♯{s ∈ S | s∗ ̸= s}
である。

Proof. 系 4.5 によって F(S) = (−1)ed{σs},Λ′ である。ここでは Λ′ は C 上の表現と見て CS
の判別式を考えている。しかし、正則表現は Q 上でも実現されているので、この式を Q 上で
考えても値は変わらないので、これを Q-代数 QS の正則表現の判別式と見ることができる。
各 Ki の整数基を集めて {ω(i)

j | 1 ≤ i ≤ ℓ, 1 ≤ j ≤ dimQKi} を考えれば、これは⊕ℓ
i=1OKi

の基底となり d{ω(i)
j },Λ′ =

∏ℓ
i=1 d(Ki) である。

⊕ℓ
i=1OKi

における φ(ZS) の指数

を考えれば結果の式が成り立つ。

6 残された問題

主定理 (定理 5.1) は可換とは限らないアソシエーションスキームにも拡張されるであろうが、
その際にはいくつかの問題を解決しなくてはならない。一般には斜体 Di を用いて

QS ∼=
ℓ⊕

i=1

Mdi
(Di)

と表される。この代数の “maximal order” における ZS の指数を見るのが自然と思われるが、
同型が一意的でないことや斜体の判別式を考えなくてはならない。現状ではまだ眺めているだ
けである。
主定理の式を用いることによって、ある種のアソシエーションスキームの非存在が言える

可能性があると思う。そのような例を探してみたい。
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Hamming スキーム上の調和指数 t-design

堀　亮太

九州工業大学大学院情報工学府

田上　真

九州工業大学大学院情報工学研究院

1 序論
球面上の調和指数デザインのHammingスキーム版を行ったので、ここではその報告を

行いたい。まず調和指数デザインの復習をする。
X = (X, {Ri}ni=0)を対称アソシエーションスキームとし、Ai ∈MX(C) (i = 0, 1, · · · , n)

達を関係Ri達に対する隣接行列とする (アソシエーションスキームの基礎理論について
は Bannai-Ito [5], Delsarte [9]を参照のこと)。一般に、Cを複素数体、MX(C)を行と列
がXで添え字付けられた行列全体、⟨vi : 1 ≤ i ≤ m⟩をベクトル v1, · · · , vmで張られるC
上の部分空間を表すとする。
A = ⟨Ai : 0 ≤ i ≤ n⟩を XのBose-Mesner代数とする。Aのもう一つの特別な基底
{Ej : j = 0, 1, · · · , n}が次のように構成される ({Ej}達は半単純可換代数Aの原始冪等
元全体である。以下の一般論については Delsarte[9]を参照のこと)。一般に、集合X に
対して、CX をX で添え字付けられたC成分縦ベクトル全体のなすエルミート内積空間
を表すとする。MX(C)、したがってAはCX に左からの積で自然に作用する。今、Xは
対称アソシエーションスキームであるので、Ai達は互いに可換な実対称行列になり、CX

はCX = W0 ⊕W1 ⊕ · · · ⊕Wn とAi達の極大な共通固有空間に直交分解される。ここで、
極大の共通固有空間の数は n + 1個であり、さらにその一つは全ての成分が 1のベクト
ル 1 ∈ CX で生成される 1次元部分空間になることが知られている。一般性を失うこと
なく、W0 = ⟨1⟩とする。Ej ∈MX(C)を、CX からWjへの直交射影子をCX の標準基底
で行列表示したものとすると、Ej 達はAの新しい基底となることが知られている。今、
W0 = ⟨1⟩であるので、E0 =

1

|X|
J である。dimWj = mj とし、{f1, · · · , fmj

} をWj の

正規直交基底の一つとする。縦ベクトル {f1, · · · , fmj
}を順に列に並べたX ×mj 行列を

Pj = (f1, · · · , fmj
)とすると、Ej = Pj (

∗Pj) ∈ MX(C)となる。特に、Ej達は半正定値で
ある。ここで、一般に行列 Aに対して、tA, ∗Aで、それぞれAの転置行列、エルミート
転置行列を表すとする。
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Aの二つの基底 {Ai : 0 ≤ i ≤ n}、{Ei : 0 ≤ i ≤ n}の間の変換を表す行列が第 1固有
行列 P、第 2固有行列Qである。すなわち、Pj(i), Qj(i)でそれぞれ、P , Qの (i, j)成分
を表すとすると、

Aj =
n∑
j=0

Pj(i)Ei, |X|Ej =
n∑
j=0

Qj(i)Ai (0 ≤ i, j ≤ n)

となっている。上記の様に、Ej 達は Ai 達の極大な共通固有空間への直交射影子になっ
ており、さらにAi達は実対称行列なので、Pj(i)達は実数である。したがって、P , Qは
{0, 1, · · · , n}で添え字づけられた実数成分を持つ (n+ 1)次正方行列である。よって、さ
らにEj達も実数成分の実対称行列になっている。
Xの空でない部分集合Cに対して、ϕC ∈ CXをCの特性ベクトル、ta = t(a0, a1, · · · , an) ∈

C{0,1,··· ,n}をCの内分布とする。すなわち、

(ϕC)(x) =

{
1 : if x ∈ C,
0 : otherwise.

ai =
1

|C|
∣∣Ri ∩ C2

∣∣ = 1

|C|
tϕCAiϕC

と定義される。一般に v ∈ CX , x ∈ Xに対して、v(x)で vの x成分を表す。また内分布
a = (a0, a1, · · · , an)のQ-変換を a′ = (a′0, a

′
1, · · · , a′n) = aQとする。以上の表記の下、対

称アソシエーションスキーム (X, {Ri}ni=0)上の T -designは次のように定義される。

定義 1.1 (Delsarte[9]). {1, · · · , n}の部分集合 T に対して、X の空でない部分集合 C が
T -designであるとは、任意の t ∈ T に対して、a′t = 0が成り立つ時を言う。

T を T = {1, 2, · · · , t}と取り、対称アソシエーションスキームをそれぞれHamming ス
キーム、Johnson スキームと取ると、{1, · · · , t}-designはそれぞれ強さ tの直交配列、組
合せ t-designという、よく知られた組合せ構造と一致する事が知られている (Delsarte[9])。
また、いくつかのアソシエーションスキーム上で、{1, · · · , t}-design の ranked poset の
言葉による特徴付けが与えられている ([10, 18])。この報告では、T が一つの元 {t}からな
る時、T -designを特に調和指数 t-designと呼び、一般のHamming スキーム上で、調和指
数 t-designを考察する。Binary Hamming スキーム上の調和指数 t-designついては、Zhu

et al.[20]による先行研究がある。
対称アソシエーションスキーム上の designは様々な空間上へ、良い有限点配置として
数多くの拡張がなされている。特に、その拡張の初期のものとして、Delsarte-Goethals-

Seidel[11]による球面全体をよく近似する有限点配置としての球面デザインがあり、代数的
組合せ論の主な研究対象の一つとなっている。(これらの拡張の歴史については、Bannai-

Bannai-Ito[2, 5章]とその中の参考文献を参照のこと）。上記のように、調和指数 t-designは
Delsarte[9]によって、T -designとしてすでに定義されていたが、同様の概念は球面上でも
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考えられ、調和指数 t-designの実質的な研究は球面上の場合に、Bannai-Okuda-Tagami[6]

によって始められた。調和指数 t-designについてのこれまでの他の研究については、代数
的組合せ論の観点からのデザイン理論の surveyであるBannai et al. [3, 第 6節]とその参
考文献を参照のこと。
次にHammingスキーム及びその上の調和解析を解説していく（[9, 5, 19, 12]等を参照）。
qを 2以上の自然数、F を q個の元からなる加法群とし、F の単位元を 0とする。ま
た、nを自然数とし、X = F nとする。x = (x1, · · · , xn), y = (y1, · · · , yn) ∈ Xに対して、
Hamming距離 ∂(x, y) = ∂H(x, y)を

∂(x, y) = ∂H(x, y) = |{i : xi ̸= yi (1 ≤ i ≤ n)}|

とし、Hamming重みwt(x) を

wt(x) = d(x, 0) = |{i : xi ̸= 0 (1 ≤ i ≤ n)}|

とする。また、0 ≤ t ≤ nに対して、

Xt := {x ∈ X : wt(x) = t}

とする。X上の関係達Ri (0 ≤ i ≤ n)を

Ri = {(x, y) ∈ X ×X : ∂(x, y) = i}

で定義すると、(X, {Ri}ni=0) は 対称アソシエーションスキーム、さらにはP− and Q−多
項式アソシエーションスキームになることが知られており、Hamming アソシエーション
スキーム（または単にHamming スキーム）と呼ばれる。P− and Q−多項式アソシエー
ションスキーム、及びHamming スキームについての詳しい解説については [5, 9, 12, 4]

等を参照のこと。
以下、F の代数構造として、(I) 素数冪でない qに対しては、F = Zqを考え、 (II) qが
素数冪 q = pr (pは素数)の場合には、F = GF(q)を考えるとする。ここで、Zq＝Z/qZ =

{0, 1, . . . , q− 1}は有理整数環Zのイデアル qZによる剰余環を表し、GF(q)は位数 qの有
限体を表すとする。
X = F n の指標群を Y = X∗ とする。この時、Xと Y は同型で、Y の元はXの元を用
いて、次のように表されることが知られている。(I), (II) の場合で、指標χy (y ∈ X)の表
記を使い分ける。

(I)の場合： F = Zqとする。ζ = ζq = exp

(
2πi

q

)
とし、y = (y1, · · · , yn) ∈ Xに対して、

指標 χy ∈ Y を、x = (x1, · · · , xn) ∈ Xでの値が

χy(x) = ζx·y = ζx1y1+···+xnyn

であるとして定める。
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(II)の場合： q = pr (p は素数) とし、F = GF(q) とする。また、GF(p) = Zpとみな
し、拡大GF(q)/GF(p)のトレース T を準備する。すなわち、T = TGF(q)/GF(p) : GF(q)→

GF(p)で、T (x) = x + xp + xp
2
+ · · · + xp

r−1
と計算される。ζ = ζp = exp

(
2πi

p

)
とし、

y = (y1, · · · , yn) ∈ Xに対して、指標 χy ∈ Y を、x = (x1, · · · , xn) ∈ Xでの値が

χy(x) = ζT (x·y) = ζT (x1y1+···+xnyn)

であるとして定める。この場合にも、x · y = x1y1 + · · ·+ xnynは標準内積とする。

(I), (II)のどちらの場合においても、yがX全体を動く時、χyは指標群 Y 全体を動く。
χyは χy(x)を x成分として持つCXの元と見ることができ、以下その様にみなす。CXは
エルミート標準内積を持っており、その内積で, x ̸= y ∈ Xに対して、χx, χyは直交して
いる（指標の直交関係）。この時、0 ≤ j ≤ nに対して、Wj = ⟨χy : y ∈ Xj⟩ ⊂ CX と
すると、{Wj}達は {Ai}達の極大な共通固有空間になることが知られている。χy達は直

交しているので、

{
1√
|X|

χy : y ∈ Xj

}
はWjの正規直交基底になる (Banai-Ito[5, 3.2節],

Terras[19, 3章Theorem 2 及び page 89]を参照のこと)。
Hammingスキームの第 1固有行列、第 2固有行列はKrawtchouk多項式の言葉で次の
ように書けることが知られている。すなわち、Krawtchouk 多項式

Kk(u) =
k∑
j=0

(−1)j(q − 1)k−j
(
u

j

)(
n− u
k − j

)
に対して、Pj(i) = Qj(i) = Kj(i) となる。ここで、{Ai}, {Ej}は上記の様にHamming距
離及びχy (wt(y) = j)で、順序付けられている。勿論、固有行列が上記の様に書けること
は、(I)、(II)どちらの場合にも成り立つ。

注意 1. Fにどのような加法群の構造を入れても、隣接行列Ai (i = 0, 1, · · · , n)（隣接行列の
定義は群構造とは無関係であることに注意せよ）の極大共通固有空間Wj (j = 0, 1, · · · , n)
は、有限加法群の双対性によって、加法群の単位元 0と異なる座標の数で添え字付けられ
て与えられる。そのように添え字付けられた順序に対して、定義 1.1による T -designで
あるという構造は加法群の構造の入れ方に依存しない。

m ∈ Nに対して、Φm(s) =
∏

η(s− η)を円のm分多項式とする。ここで、積
∏

ηは 1の
原始m乗根 η全体を動くものとする。次の定理は Hammingスキーム上における調和指
数 t-designの構造の特徴付けを与えている。
次は本研究の一つ目の主定理である。

定理 1. 次が成り立つ。
(i) (I) の場合を考える。すなわち、F = Zq、X = Znq とする。CをXの空でない部分集
合とする。y ∈ X、0 ≤ i ≤ q − 1に対して、

ci(y) = |{x ∈ C : x · y ≡ i (mod q)}|
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とし、fy(s) =
∑q−1

i=0 ci(y)s
iと置く。この時、C が調和指数 t-designである必要十分条件

は、任意の y ∈ Xtに対して、fy(s)がΦq(s)で割り切れる事である。
(ii) (II)の場合を考える。すなわち、q = pr (pは素数)、F = GF(q)、X = F nとする。C
をXの空でない部分集合とする。y ∈ X、i ∈ GF(p) = Zpに対して、

ci(y) = |{x ∈ C : T (x · y) = i}|

とする。この時、Cが調和指数 t-designである必要十分条件は、任意の y ∈ Xtに対して、

c0(y) = c1(y) = · · · = cp−1(y) =
|C|
p

(1)

が成り立つことである。

定理 1は Hamming スキームの部分集合が調和指数 t-designである為の同値条件を指
標群の言葉で与えている次の補題を適用することによって示される。

補題 1.1. Xの空でない部分集合Cが調和指数 t-designである為の必要十分条件は、任意
の y ∈ Xtに対して、 ∑

x∈C

χy(x) = 0 (2)

が成り立つことである。

定理 1より、次の系を得る。直交配列でも同様の条件が成り立っていたことに注意する。

系 1.1. q = pr (pは素数）とし、F = GF(q)、X = F nとする。この時、C ⊂ X が調和
指数 t-designであるならば、|C|は pで割り切れる。

[6]のTheorem 1.1で、1次元低い球面上の球面 t-designを用いた、調和指数 t-designの
構成法が与えられている。次に与えられる二つ目の主定理はその構成法の Hamming ス
キーム上における類似になっており、調和指数 t-designの一般的構成法を与える。

定理 2. iを自然数とし、C ⊂ F nを {t, t− 1, t− 2, · · · , t− i}− designとする。C ′ ⊂ F n+i

を
C ′ = {(0, · · · , 0, x) : x ∈ C}

と定める。この時、C ′は調和指数 t-designである。

次の三つ目の主定理は調和指数 t-designに対するFisher型下界を与える。mt = Qt(0) =

Kt(0) = dimWt = rankEt =
(
n
t

)
(q − 1)t とする。

定理 3. C を Hamming スキーム X = F n 上の調和指数 t-design とする。Cn,t :=

−min{Kt(1), Kt(2), . . . , Kt(n)}とする。この時、次の不等式が成り立つ。

|C| ≥ 1

Cn,t
(Cn,t +mt) =: Bn,t (3)

また、(3)において等号成立する為の必要十分条件は、任意の (x, y) ∈ C2 (x ̸= y)に対し
て、Cn,t = −Kt(∂(x, y))が成り立つことである。
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注意 2. F nの部分集合 Cが逆に、任意の (x, y) ∈ C2 (x ̸= y)に対して、Cn,t = −Kt(∂(x, y))

であり、かつ定理 3の等号成立条件を満たすならば、Cは 調和指数 t-design になること
が示せる。定理 3において、等号が成立するとき、C を tight 調和指数 t-designと呼ぶ。

調和指数 t-designに対する Fisher型下界は Zhu et al.[20]により、すでに与えられてい
るが、定理 3は [20]で与えられているものと少し異なっている。[20]では、上記のCn,tに
対応するものは多項式Kt(s)の定義域 Rにおける最小値のマイナス倍として定義されて
いるが、上の定理 3ではCn,tはKt(s)の有限点集合 {1, . . . , n}上での最小値のマイナス倍
として定義されており、[20]のものよりもいつも小さい。従って、我々の与えた不等式は
[20]のものを改善している。さらに、[20]では、Kt(s)の定義域Rにおける最小値を考え
た為、tが偶数の時にしか、議論できなかったが、定理 3では有限集合上での最小値を考
えているので、tが奇数の場合でも議論することができる。Zhu et al.[20]はいくつかの調
和指数に対して、binary Hamming スキーム上 の tight 調和指数 t-designの存在問題を
議論している。本報告では上記の改善されたFisher型下界を用いた tight調和指数の定義
を用いて、その存在問題を再考する。

2 Delsarteの線形計画限界式と定理 3の関係
Delsarte[9]は対称アソシエーションスキーム上の T -designに対して、線形計画法によ

る下界 (線形限界式)を与えている。オリジナルの論文 [9]では、この線形限界式は第一固
有行列を使った形で与えられているが、その下界は次の線形計画問題の最適値によって与
えられることがすぐに解る ([7])。

min
n∑
i=0

ai,

subject to a0 = 1,

ai ≥ 0 i ∈ {1, . . . , n},
n∑
i=0

aiQj(i) ≥ 0 j ∈ {1, . . . n} \ T,

n∑
i=0

aiQj(i) = 0 j ∈ T.

max
n∑
j=0

bjQj(0),

subject to b0 = 1,

bj ≤ 0 j ∈ {1, . . . , n} \ T,
n∑
j=0

bjQj(i) ≥ 0 i ∈ {1, . . . , n}.

左右の問題は互いに双対の問題となっている。特に調和指数 t-designの場合はT = {t}
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であるので、右の問題は

max
n∑
j=0

bjQj(0),

subject to b0 = 1,

bj ≤ 0 j ∈ {1, . . . , n} \ {t},
n∑
j=0

bjQj(i) ≥ 0 i ∈ {1, . . . , n}.

となる。Hammingスキームの場合、Qj(i) = Kj(i)であるので、L(x) = 1+btKt(x)とする
と、全ての i ∈ {1, . . . , n}に対して、L(i) = 1+ btKt(i) ≥ 0を満たし、L(0) = 1+ btKt(0)

を最大にするものを探す問題（すなわち、この最大値がBn,tである）は、上記の線形計
画問題の適解で、 j = t 以外で bj = 0 であるものの中での L(0) = 1 + btKt(0)を最大に
するものを探す問題と同値である。従って、もし dual degree が n− 1 なる X の部分集
合 C（即ち 調和指数 t-designであるが、i ̸= t なる iに対しては 調和指数 i-design でな
いもの。dual degree の正確な定義は [12]を参照のこと。)で Delsarteの線形計画限界式
において等号を満たすものが存在すれば、、Fisher型不等式の定理 3 と Delsarteによる線
形計画限界式は一致する。また 定理 3 より Delsarteの線形計画限界式の方がいつもよい
下界を与えることがわかる。

3 いくつかの計算結果とtight調和指数t-designの存在問題
次に、Hammingスキームにおいて、定理 3で与えられたFisher型下界 Bn,tをパラメー
タを動かしながら実際に計算した結果を述べ、いくつかの場合には tight designの存在性
を議論する。

3.1 調和指数 1-design

t = 1の場合、調和指数 1-designは勿論 1-designと一致するので、それは strength 1 の
orthogonal array と同値である。定理 3で与えられたBn,1は、K1(u) = (q − 1)n− qu で
あるので、Cn,1 = n であり、Bn,t = q となる。従って、F n 上の tight 調和指数 1-design

は列に F の q個の元達の順列を並べたものを、n 列並べた q × n 行列の行ベクトル達と
なる。

3.2 調和指数 2-design

(I) q = 2の場合

7

135



この時、F = Z2 = {0, 1}、K2(u) = 2
(
u− n

2

)2
− n

2
= 2u2 − 2nu +

n2

2
− n

2
である。

この場合、tight 調和指数 design は次の様に特徴づけられる。nが偶数の場合はすでに
Zhu[20]によって示されている。

命題 3.1. Zn2 上の tight 調和指数 2-designは次の様に特徴付けられる。

(i) nが偶数の時、位数 nのHadamard行列と同値である。

(ii) n ≡ 3 (mod 4)の時、位数 n+ 1のHadamard 行列と同値である。

(iii) n ≡ 1 (mod 4)の時、存在しない。

(II) q = 3の場合

このとき、F=Z3、2K2(u) = 9

(
u− 4n− 1

6

)2

− 8n+ 1

4
であり、次の命題が成り立つ。

命題 3.2. Zn3 上の tight 調和指数 2-designが存在するならば、n ≡ 1, 2 (mod 3)でなけ
ればならない。さらに、n ≡ 1 (mod 3)の場合、Bn,2 = 2n + 1、n ≡ 2 (mod 3)の場合、
Bn,2 = 2n− 1である。

(III) q = 4の場合

このとき、F = GF(4)、2K2(u) = 4

(
u− 3n− 1

4

)2

− 3n− 1であり、次の命題が成り

立つ。

命題 3.3. F = GF(4)、X = F nとする時、X上に tight 調和指数 2-designは存在しない。

(IV) q = 5の場合

このとき、F = GF(5)、2K2(u) = 25

(
u− 8n− 3

10

)2

− 16n+ 9

4
であり、次の命題が成

り立つ。

命題 3.4. Zn5 上の tight 調和指数 2-designが存在するならば、n ≡ 1, 2 (mod 5)でなけ
ればならない。さらに、n ≡ 1 (mod 5)の場合、Bn,2 = 4n + 1、n ≡ 2 (mod 5)の場合、
Bn,2 = 4n− 3である。

(V) q = 6の場合

このとき、F = GF(6)、2K2(u) = 36

(
u− 5n− 2

6

)2

− 5n− 4であり、次の命題が成り

立つ。

命題 3.5. Zn6 上の tight 調和指数 2-designが存在するならば、n ≡ 0, 1, 2 (mod 6)でな
ければならない。さらに、n ≡ 0 (mod 6)の場合、Bn,2 = 5n− 4、n ≡ 1 (mod 6)の場合、
Bn,2 = 5n+ 1、n ≡ 2 (mod 6)の場合、Bn,2 = 5n− 4である。
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一般には次の様に、nを固定し、qを大きくしていった時の tight 調和指数 2-designの
非存在が言える。

定理 4. |F | = qとする。qが nに比べて十分大きいとき、HammingスキームX = F n上
に tight 調和指数 2-designは存在しない。

証明は qが nに比べて十分大きいとき、Bn,tが整数にならないことを示すことによりな
される。

3.3 調和指数 3-design

t = 3の場合、調和指数 2-designの場合と同様にして、次の定理が示せる。

定理 5. |F | = qとする。qが nに比べて十分大きいとき、HammingスキームX = F n上
に tight 調和指数 3-designは存在しない。

3.4 調和指数 n-design

通常の n-designはすべての点を取らないといけないが、調和指数 n-designの場合は次
のようになる。

定理 6.

C = {(0, · · · , 0, c) ∈ F n : c ∈ F}

は tight 調和指数 n-designである。

4 付録
最後に、3 ≤ t ≤ 5、2 ≤ q ≤ 6、t + 1 ≤ n ≤ 10の範囲で、Bn,tが整数値になり、か

つ qが素数冪の時は、系 1.1の条件を満たす場合と、そのBn,tの値を示した表を報告して
おく。

t 3 3 3 3 3 3 3 4 4 4 4 4

q 2 3 4 4 4 5 6 2 2 2 2 3

n 4 ∼ 10 4 ∼ 10 4 5 7∼ 10 9∼ 10 10 6 7∼ 8 9 10 5

Bn,t 2 9 10 16 28 65 126 4 8 10 16 6

t 4 4 4 5 5 5 5 5 5 5 5

q 3 4 5 2 3 3 4 4 5 6 6

n 7 5∼ 6 6 6∼ 10 7∼ 8 10 6 10 6∼7 6 7

Bn,t 15 16 25 2 15 33 10 82 25 26 36

9
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On tight 4-designs in Hamming association

schemes

須田　庄 (愛知教育大)

1 Tight 4-designs in Hamming association schemes

デザイン理論において、位数が最小である tightデザインの分類は最も基

本的な問題である。デザイン理論は一般にQ-多項式アソシエーションスキー

ムや実球面において Delsarte 等により統一的な定式化の下で研究されてき

た [3, 4]。Q-多項式アソシエーションスキームの重要な例であるハミングア

ソシエーションスキーム H(n, q)のデザインは、古くから知られている直交

配列と等価であることが Delsarteにより示されている。野田 [8]は 1979年

にDelsarte理論を用いて、H(n, q)の tight 4-デザインについて以下の結果を

得た。

定理 1. C をハミングアソシエーションスキームH(n, q)の tight 4-デザイン

としたとき、次のいずれかが成り立つ。

1. (|C|, n, q) = (16, 5, 2)かつ C は長さが 5の二元体上の反復符号の双対

符号、

2. (|C|, n, q) = (243, 11, 3)かつ C は長さが 11の三元体上のゴレイ符号の

双対符号、

3. (|C|, n, q) = (9a2(9a2− 1)/2, (9a2 + 1)/5, 6)、ただし aは次の合同式を

満たす整数である：a ≡ 21, 69 (mod 240).

3のパラメータの場合については、存在性・非存在性について未解決であった。

この報告集ではこの場合の非存在性の結果を紹介する。本研究は Alexander

Gavrilyukと Janoš Vidaliとの共同研究に基づくものであり、以下で述べる

定理の証明は論文 [5]を参照されたい。

2 Association schemes

X を有限集合、R0, R1, . . . , RD を X × X の空でない部分集合とし、Ai

(0 ≤ i ≤ D)をグラフ (X,Ri)の隣接行列とする。このとき、(X, {Ri}Di=0)が
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クラスがDの（対称）アソシエーションスキームであるとは、次の条件を満

たすときとする：

1. A0 = I|X| (In はサイズが nの単位行列),

2.
∑D

i=0Ai = J|X| (Jn は n× nの成分がすべて 1の行列),

3. A⊤
i = Ai (1 ≤ i ≤ D),

4. 任意の i, j, kに対しある非負整数 pkij が存在して、AiAj =
∑D

k=0 p
k
ijAk

が成り立つ。

隣接行列で生成される実数体上のベクトル空間A := ⟨A0, A1, . . . , AD⟩Rは
上記の条件 4より代数となる (Bose-Mesner代数と呼ばれる)。このとき、A
は半単純な可換代数であるので、原始べき等元 E0 = 1

|X|J|X|, E1, . . . , ED か

らなるAの基底が存在する。代数Aは成分ごとの積（◦と記す）についても閉
じているので、クライン数 (Krein parameters) qkij (0 ≤ i, j, k ≤ D)を次で定

める：Ei ◦Ej = 1
|X|
∑D

k=0 q
k
ijEk. ここで、クライン数は非負実数であること

が知られている。集合 {A0, A1, . . . , AD}, {E0, E1, . . . , ED}はベクトル空間
Aの基底であるので、基底変換行列Q = (Qij)

D
i,j=0を Ei = 1

|X|
∑D

j=0QjiAj

で定める。この行列 Qを第二固有行列という。

アソシエーションスキーム (X, {Ri}Di=0)がQ-多項式 (Q-polynomial)であ

るとは、原始べき等元のある順序付け E1, . . . , ED が存在して、クライン数

がなす行列 L∗
1 := (qk1j)

D
k,j=0 が三重対角行列となり、対角成分の一つ上と一

つ下の成分がすべて正となるときとする。a∗i = qi1,i, b
∗
i = qi1,i+1, c∗i = qi1,i−1

とおいて、{b∗0, b∗1, . . . , b∗D−1; c∗1, c
∗
2, . . . , c

∗
D}をKrein arrayという。Q-多項式

アソシエーションスキームにおいて、Krein arrayからアソシエーションス

キームのパラメータ (pkij , q
k
ij , Q = (Qji) やここでは未定義な第一固有行列

P = (Pji))がすべて計算される。

例 1. V = {1, 2, . . . , q} (q ≥ 2)とし、X = V nとする。x = (x1, . . . , xn), y =

(y1, . . . , yn) ∈ Xに対して、x, yのハミング距離 d(x, y)を xj ̸= yjとなる jの

個数とする。i = 0, 1, . . . , nに対して Ri = {(x, y) | x, y ∈ X, d(x, y) = i}と
したとき、(X, {Ri}ni=0)は、第二固有行列が Q = (Kn,q,j(i))

n
i,j=0 となる Q-

多項式アソシエーションスキームとなる。ここでKn,q,i(x) =
∑i

j=0(−1)j(q−
1)i−j

(
x
j

)(
n−x
i−j

)
はKrawtchouk polynomialである。これをハミングアソシエー

ションスキームといい、H(n, q)と記す。

3 Designs in Q-polynomial association schemes

and orthogonal arrays

Q-多項式アソシエーションスキーム (X, {Ri}Di=0)の頂点集合 X の部分集

合 C が t-デザイン (t-design) であるとは、C の特性ベクトル χ = χC が
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χ⊤Eiχ = 0 (1 ≤ i ≤ t)を満たすこととする。
Q-多項式アソシエーションスキームがハミングアソシエーションスキーム

のとき、デザインの概念は組合せ論的に定義される直交配列と等価である。直

交配列OA(N,n, q, t) (orthogonal array)とは成分を 1, 2, . . . , qとするN × n
行列M であって次の性質をみたすものである：M の任意のN × t部分行列
の行ベクトルは {1, 2, . . . , q}t の各要素を λ := N/qt 回含む。(ハミングアソ

シエーションスキームH(n, q)の部分集合 C に対して、C の各要素を行ベク

トルとする行列をM としたとき、C が t-デザインであることとがM が直交

配列 OA(|C|, n, q, t)であることが同値である。)

t = 2eに対して、|C|の下界は Rao [9]により次の通り与えられた:

|C| ≥
e∑

k=0

(
n

k

)
(q − 1)k.

この不等式において等号が成立する直交配列（もしくはデザイン）を tightと

いう。

“Tightデザインが存在するならば、Krawtchouk polynomialの和の多項式

の零点は整数に限る”ことを示す次の定理は基本的かつ重要である。ここで、

部分集合 C ⊂ X に対して、S(C) = {d(x, y) | x, y ∈ X,x ̸= y}と定める。ま
た、|S(C)|を C の次数 (degree)という。

定理 2 ([3]). C をH(n, q)の tight 2e-デザインとする。

1. |S(C)| = eが成り立つ。

2. S(C) = {α1, . . . , αe}とする。このとき、|C|
∏e

i=1(1−x/αi) =
∑e

j=0Kn,q,j(x)

が成り立つ。特に e次の多項式
∑e

j=0Kn,q,j(x)は、区間 [1, n]におい

て相異なる e個の整数からなる零点を持つ。

定理 2により、以下のパラメーターのH(n, q)の tight 2e-デザインは非存

在が示された。(nが明記されていない場合は、任意の nに対して非存在が示

された。)

• e = 2, q ̸= 6 [8],

• e ≥ 3, q ≥ 3 [6],

• e = 3, q = 2 and e = 4, 5, 6, q = 2, n ≤ 109 [7].

注意 1. [8]では H(n, 6)の tight 4-デザインが存在するならば、合同式 a ≡
21, 69 (mod 240)を満たす整数aを用いてn = (9a2+1)/5となることが示され

ている。このとき、
∑2

j=0K(9a2+1)/5,6,j(x) = 9
(
4x2 − 12a2x+ 9a4 − a2

)
/2

の零点は x = a(3a ± 1)/2であり、整数 aに関する合同式からこれらは整数

になる。従って、定理 2からは q = 6, n = (9a2 + 1)/5の場合の tight 4-デザ

インの非存在は示されない。
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次数が sのCに対して、S(C) = {α1, . . . , αs}, α0 = 0とし、Si = {(x, y) ∈
C × C | d(x, y) = αi} (0 ≤ i ≤ s)と定める。

定理 3 ([3]). C を H(n, q)の t-デザインとし、次数を sとする。このとき

t ≥ 2s− 2であれば、(C, {Si}si=0)はクラスが sの Q-多項式アソシエーショ

ンスキームである。

よって、tight 4-デザインからはクラスが 2の Q-多項式アソシエーション

スキーム（強正則グラフ）が得られる。

4 Main theorem

主結果は次の二つの内容

(1) H(n, q)の tight 4-デザインに付随するクラスが 2のQ-多項式アソシエー

ションスキームから、クラスが 4のQ-多項式アソシエーションスキーム

の構成

(2) (1)で得られたクラスが 4の Q-多項式アソシエーションスキームと同じ

パラメータを持つアソシエーションスキームの非存在性の結果

から従う。(1)の内容は、任意の tight 4-デザインに対して成り立つ結果であ

る。一方、(2)の結果は、(1)の q = 6の場合に得られるクラスが 4のQ-多項

式アソシエーションスキームに対して得られる結果である。

4.1 Q-polynomial association schemes of class 4

C を H(n, q)の tight 4-デザインとする。このとき、ある正の整数 α1, α2

に対して、S(C) = {α1, α2}となる (αi は 2次方程式
∑2

i=0Kn,q,i(x) = 0の

解である)。

i ∈ {1, 2, . . . , q}に対して、Ci を次で定める：

Ci = {(x2, . . . , xn) | (i, x2, . . . , xn) ∈ C}.

このとき、C̃ :=
∪q

i=1 CiはH(n−1, q)の部分集合であり、S(C̃) = {α1, α2, α1−
1, α2−1}となる。C̃×C̃の部分集合 S̃0, S̃1, . . . , S̃4を次で定める：S̃0 = {(x, y) ∈
C̃ × C̃ | d(x, y) = 0}とし、i ∈ {1, 2}に対して

S̃2i−1 = {(x, y) ∈ C̃ × C̃ | d(x, y) = αi − 1},

S̃2i = {(x, y) ∈ C̃ × C̃ | d(x, y) = αi}.

このとき次の定理が成り立つ。

4
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定理 4. C をH(n, q)の tight 4-デザインとする。このとき (C̃, {S̃i}4i=0)はク

ラスが 4のQ-多項式アソシエーションスキームであり、そのKrein arrayは

{(n− 1)(q− 1), (n− 2)(q− 1), 2(q− 1), 1; 1, 2, (n− 2)(q− 1), (n− 1)(q− 1)}.

である。

注意 2. C̃ はH(n− 1, q)の部分集合として、t := 3-デザインかつ次数 s := 4

である。t = 2s − 5となるので、定理 3の仮定 “t ≥ 2s − 2”を満たさない。

よって定理 4は、従来の Delsarte理論では導かれない結果である。

定理 4は、各 Ci が H(n − 1, q)の 3-デザインであり次数が 2であること

と、さらに相異なる i, j に対して

|{d(x, y) | x ∈ Ci, y ∈ Cj}| = 2

であることを用いて、(一つの部分集合に関する)従来のDelsarte理論の “t ≥
2s− 2型の定理 (定理 3)”を複数の部分集合に拡張することで得られる。該当

する球面上の結果については [10]を参照されたい。

4.2 Non-existence for some Q-polynomial association

schemes

定理 4において、n = (9a2 + 1)/5, q = 6 (a ≡ 21, 69 (mod 240))のときの

アソシエーションスキームの非存在性について考える。r = 3aとおいて、対

応するパラメータを持つアソシエーションスキームに関して一般に次が成り

立つ。

定理 5. (X, {Ri}4i=0)をQ-多項式アソシエーションスキームとし、そのKrein

arrayを {r2− 4, r2− 9, 10, 1; 1, 2, r2− 9, r2− 4}とする。このとき、r = 9が

成り立つ。

定理 5の証明には以下の三重交差数 (triple intersection number)とその性

質を用いる [2]。頂点 u, v, w ∈ X と整数 i, j, k (0 ≤ i, j, k ≤ D)に対して、[
u v w
i j k

]
:= |{x ∈ X | (u, x) ∈ Ri, (v, x) ∈ Rj , (w, x) ∈ Rk}|

を三重交差数と呼ぶ。三重交差数とクライン数、第二固有行列の間には次の

重要な関係が成り立つ。

定理 6. ([2, Theorem 3], cf. [1, Theorem 2.3.2]) (X, {Ri}Di=0)をクラスがD

の対称なアソシエーションスキームとし、その第二固有行列をQ、クライン

数を qkij (0 ≤ i, j, k ≤ D)とする。このとき、

qkij = 0 ⇐⇒
D∑

r,s,t=0

QriQsjQtk

[
u v w
r s t

]
= 0 for all u, v, w ∈ X.

が成り立つ。
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定理 5の証明の概略は以下の通りである。与えられたアソシエーションス

キームは Q-多項式であるので、多数の i, j, kに対して qkij = 0となる。その

ような i, j, kに対して、定理 6から適当な三頂点に対する三重交差数に関す

る一次関係式が得られる。三重交差数を未知数とする連立一次方程式の解は、

r ̸= 9の場合に非整数となる。しかしこれは三重交差数の整数性に反する。

定理 4, 5から、定理 1の q = 6の場合の tight 4-デザインの非存在が従う。
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