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球面と双曲平面のタイリング

Tilings on the sphere and the hyperbolic plane

阿賀岡 芳夫 広島大学 理学研究科

2018年 6月 18日 於 広島工業大学広島校舎

§1. はじめに

講演のときは, 主に平面・球面・双曲平面におけるタイリングの分類結果につ
いて話をした. この報告では, そのとき言及できなかった分類の方法論について,

その要となるところを簡単に紹介する. 球面の３角形タイリングの分類は, 組合
せ的な議論だけで事実上決着がつくが, ４角形・５角形の場合は計量的な条件が
本質的に絡むので問題は格段に難しくなる (だから未解決).

§2. １種類の３角形を使った球面タイリング

１種類の３角形を使った球面のタイリングには, 例えば次のような奇妙なもの
がある. この図を見ただけで, 裏側はどうなっているのか, 球面全体の状況が分
かってもらえるであろうか.

球面の３角形によるタイリングは分類できた1. それに反して, 何故４角形の場合
は分類が難しいのか, また何故双曲平面の場合は３角形の場合でも分類が難しい
のか, そのからくりについて簡単に説明しよう.

1詳細な分類結果については論文 [UA2] にある表と図を見て頂きたい. タイリング可能な３角
形は 10種類, タイリングは 20種類存在する.
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この節では, まず２次元球面上の１種類の３角形を使ったタイリングについて
考察する. ただし, ここで取り扱うタイリングは全て edge-to-edge と仮定する.

つまり, １つのタイルの辺の途中に他のタイルの頂点が貼り付くことはないと仮
定する. edge-to-edge の仮定を落とした場合は, ３角形の場合でもまだ分類は完
了していない.

紙面の制約上, ここでは一番手間のかかる不等辺３角形の場合の分類法につい
て述べることにする. 正３角形・２等辺３角形の場合も, 不等辺３角形と同様の
議論で分類できる. まず下図のように３辺の長さ, ３つの内角を定める.

この３角形による edge-to-edge タイリングが存在したとする. するとタイリン
グにおける１つの頂点の回りは, 内角 α, β, γ がいくつか集まって閉じているの
で, 0 以上のある整数 p, q, r が存在して

(∗) pα + qβ + rγ = 2π

となる. 逆に言うと, (∗) を p, q, r についての方程式とみたとき, これらが 0 以
上の整数解をもつような内角 α, β, γ でなければタイリングは存在しないことに
なる. これは α, β, γ に関する厳しい条件であるが2, 球面のタイリングが構成で
きるためにはこの条件だけではまだ十分でない. 今後 (∗), あるいは左辺に現れ
る係数の組 (p, q, r) のことを頂点の型と呼ぶことにする.

もしあるタイリングにおいて, 頂点の型が１種類しか現れないとする. すると,

全ての頂点において α, β, γ が常に一定個数現れることになる. このような状況
にあるタイリングは相当に限定されたものであるから, この種のタイリングは分
類できてもよさそうに思える3.

一方, あるタイリングにおいて頂点の型が複数出現すると, α, β, γ に関する
(∗) のタイプの方程式が複数出てくる. 更に球面の場合には α+β + γ −π が３角
形の面積になるから, タイリングの面の数を F とすれば, α+β +γ = (1+4/F )π

という等式が成り立つ. もしこれらの方程式の中に独立なものが３個含まれてお
れば α, β, γ の値が一意に定まってしまう. つまり３角形の形が定まるので, そ
れを用いたタイリングが存在するか否かは, おそらく簡単に判定できるであろう.

2平面の場合は α + β + γ = π なので, これは自明な条件になる.
3実際には, ４面体の場合しかこのようなことは起こらない. しかし, 双曲平面の場合は事情が

まるで異なる.
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だから (気持ちの上だけの話だが), １種類の３角形を使った edge-to-edge タイ
リングの分類は, 数学的に “解ける”問題であるように思われる. そして実際に分
類することができた.

以下具体的な分類手順について説明しよう. まず, 次の命題が成り立つ.

命題１. 球面が１種類の不等辺３角形でタイリングされているとする. このと
きタイリングの各頂点の型 (p, q, r) は, 全て偶数となるか, あるいは全て奇数と
なるかのいずれかである.

これは例えば, 4α + 3β + 2γ = 2π といった型の頂点は存在しないという主張で
あり, 全て偶数の頂点と, 全て奇数の頂点が一つのタイリングの中に共存するこ
とはありうる. 証明については [UA2; Lemma 10, p.505] を見られたい. 組合せ
的な議論と帰納法を用いて証明できる. 辺の長さが全て異なるので, ２つの３角
形の貼り合わせ方は平行４辺形型 (下図左)か, 凧型 (下図右)かのいずれかにな
ることが証明のポイントとなる.

命題１を使うと, 更に次の命題が示せる.

命題２. タイリングの面数 F は 4 より大きいとする. また内角に関して
α > β > γ と仮定する. すると, タイリングの頂点の型は次のいずれかに限る.

α + (2q + 1)β + (2r + 1)γ = 2π (q, r ≥ 0, ただし q = r = 0を除く),

3α + β + γ = 2π,

4α = 2π,

2α + 2β = 2π,

2α + 2sγ = 2π (s ≥ 1),

2tβ + 2uγ = 2π (t, u ≥ 0).

初めの２つは奇数型, 残りの４つは偶数型の頂点である. 頂点の型にかなりの制
約がつくことをこの命題は示している. 実際の証明には結構長い議論が必要だが,

ここでは証明の雰囲気が分かる程度の説明にとどめる.
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奇数型頂点 (2p + 1)α + (2q + 1)β + (2r + 1)γ = 2π が存在する場合. 不等式
α + β + γ > π を使うと4, p, q, r のいずれかが 0 になることが簡単に示せる. ま
た, α + β + γ = (1 + 4/F )π < 2π より, p = q = r = 0 は起こりえないことも分
かる.

奇数型頂点に対してこの命題を示すには, p ≥ 1 の場合を考えれば十分である.

p ≥ 1, r = 0 のときは, 上記 α, β, γ に関する２つの等式と不等式 α > β > γ を
使うことにより p = 1, q = 0 を導くことができる. 従ってこの場合, 頂点の型は
3α + β + γ = 2π となる.

p, r ≥ 1, q = 0 のときは, 似たような議論によりこのケースは起こりえないこ
とが示せる. これにより奇数型頂点が確定する.

偶数型頂点 2pα + 2qβ + 2rγ = 2π についてもほぼ同じ議論を繰り返す. この
場合も, p, q, r のうち少なくとも１つは 0 になることが示せ, 最終的に命題２の
結論が得られる.

ここまでの話は１頂点の回りだけに限定した, 局所的な議論である. この１頂
点回りの結果を使って, 次に球面全体の大域的な状況を考察することになる.

前提条件は, 今までと同じ. (１種類の不等辺３角形を使った球面タイリング,

F > 4, α > β > γ.) 大きく２つの場合に分けて分類作業を行う.

(I) 奇数型の頂点を必ず含む場合.

次の４つの事実を, 順に積み重ねながら証明してゆく.

• このタイリングは α + (2q + 1)β + (2r + 1)γ = 2π (q, r ≥ 0, (q, r) 6= (0, 0))

型の頂点を必ず含む.

• このタイリングは 3α + β + γ = 2π 型の頂点を含まない.

共に背理法で示す. もし α + (2q + 1)β + (2r + 1)γ = 2π 型の頂点を含まない
とすれば, 命題２より 3α + β + γ = 2π 型の頂点を必ず含む. この状況のもとで
タイルを貼り合せていき, 場合分けしながらタイリングを絞り込んでゆく. 展開
図を描き結構長い議論を経て, 最後に矛盾に到達する, 云々.

実際には, 結構広い範囲の展開図を描かないことには矛盾が生じないこともあ
る. また, ２つ目の事実の証明には球面の位相的性質も絡んでくる. 実際, 境界を
もつある非コンパクト正定曲率空間上に, 3α + β + γ = 2π 型の頂点をもつタイ
リングを構成することができる5.

• このタイリングは 4α = 2π 型の頂点を含まない.

4球面という性質を, このようなかたちで随所に使っている.
5[UA2] の Appendix にその図がある.
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• このタイリングにおける α + (2q + 1)β + (2r + 1)γ = 2π (q, r ≥ 0, (q, r) 6=
(0, 0)) 型の頂点においては, q = 0 か r = 0 かのいずれかが成り立つ.

ここまで示すと, かなり頂点の型が絞り込めたことになる. 繰り返しになるが,

ここに至るまでには相当長い議論が必要である.

以上の準備の下で, 奇数型頂点を含むタイリングを全て求める作業に入る. α+

β + (2r + 1)γ = 2π (r ≥ 1) 型の頂点を含む場合と含まない場合とに分けて考察
する. ここまで話が絞り込まれていると, 後は必然的にタイルが貼り合わされて,

両者いずれの場合にも２種のタイリングが構成できる (合わせて４種類).

(II) 全ての頂点が偶数型の場合.

話の流れは奇数型の場合とほぼ同じである. 次の４つに場合分けして調べる.

(a) α = π/2 で, α は 4α = 2π 型の頂点にしか現れない.

(b) α = π/2 で, α は 4α = 2π 型以外の頂点にも現れる.

(c) α 6= π/2 で, 2α + 2β = 2π 型の頂点が存在する.

(d) α 6= π/2 で, 2α + 2β = 2π 型の頂点が存在しない.

いずれのケースからも, いくつかのタイリングが実際に構成される. これらの結
果を総合することにより, タイリングの分類が完成する. 証明全体を通じて数学
的に難しい議論は一つもないのだが, いかなる手順で話を詰めればよいか, その
手順を見つけるところが一番難しい.

最後に１つだけ実例をあげて, 分類の詰めの雰囲気を味わってもらおう. (I) の
奇数型頂点を含む場合で, 特に α + β + (2r + 1)γ = 2π 型の頂点を含む場合につ
いて説明する. 図を簡単にするため, 以下 r = 1 として説明する. このとき, タイ
リングに現れる頂点の型は, 命題２と (I) に記した４つの事実により

α + β + 3γ = 2π,

α + (2q + 1)β + γ = 2π,

2α + 2β = 2π,

2α + 2sγ = 2π,

2tβ + 2uγ = 2π

に限られる. α + β + 3γ = 2π 型の頂点からスタートして展開図を描く. この頂
点においては, 必ず α と β が隣り合わせにならなくてはいけない. 次の図を見
ればその理由は明らかであろう. (２つの３角形の貼り合せ方は, 平行４辺形型か
凧型かのいずれかであることを思い出して頂きたい.)
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従って次の図から出発してタイリングが構成できるかどうかを調べることになる.

頂点 A には 2α があるから, この頂点の型は 2α + 2β = 2π か 2α + 2sγ = 2π の
いずれかである. しかし隣の頂点の様子を見ると, ここは 2α + 2β = 2π とする
しかないことが分かる. 従って次の図のようになる.

頂点 B には α + β + γ が集まっている. この空いている隣に β を埋めることは
できないから, この頂点の型は α + (2q + 1)β + γ = 2π にはなりえない. 既にこ
の頂点は内角 α, β, γ を含んでいるので, ここは α + β + 3γ = 2π になるしかな
い. すると,

6
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となるところまで一意的に展開図は拡張される. ここで, α+β = π, α+β+3γ = 2π

より, α + β + γ = 4π/3 となるので, この３角形の面積は π/3 である. 従ってこ
の３角形を使ったタイリングが存在するならば, その面数は F = 12 となる. 上
の図には既に３角形が 10 個描かれているので, 上図の境界の外部にある４角形
に対角線を引き, ２分割して 12 面のタイリングを作るしかない.

対角線の引き方は２通りある. 向かい合った α+2β の頂点同志を結ぶと, 確か
にタイリングは構成できるのだが, α+3β+γ = 2π 型の頂点が現れ, β = γ = π/3

となってしまう. これは２等辺３角形になるので不適. 逆の対角線を引くと, 次
図のような 12面タイリングが得られる.

結局このタイリングに現れる頂点の型は α + β + 3γ = 2π と 2α + 2β = 2π だけ
である. だからこのタイリングは α + β = π (α > β > γ = π/3) を満たす範囲内
で変形できる. 上の展開図では全体像がつかみにくいだろうが, これは次の図に
おいて同じ記号の頂点同志を貼り合せたものと同じものであることがわかる.
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球の半分を捩じって貼り合せてタイリングが構成されていることが分かるだろ
う. (２つの展開図が同じものであることを確認するには, 上の右図を裏返しにし
て考えた方が分かりやすい.) これは [UA2] の分類表の中の TG12 に該当するも
のである.

参考までに, r = 2 として, α + β + 5γ = 2π 型の頂点を含むタイリングの見取
り図 (TG20)を図示しておく.

一般に r ≥ 2 のときも, r = 1 のときと全く同じ議論によりタイリングの存在が
確認できる. ただしこの場合は, r = 1 のときの最後の詰めにおいて, ４角形に逆
向きの対角線を引いたものが不等辺３角形によるタイリングとなる場合がある.

それが実はこの原稿の最初のページにある左側の図に他ならない. ([UA2] の記
号で MTGI

20.)

以上が分類法のラフなスケッチである. 証明の詳細を理解するためには原論文
[UA2] を見て頂くしかないが, おおよその雰囲気は分かって頂けたであろうか.

全て組合せ的な考察だけで話は詰められたのである.

最後に歴史的なことについても少し触れておく. 私が直接知る限りにおいて,球
面の３角形によるタイリングの分類問題に関する先行研究としては Sommerville

[S] と Davies [D] しかない. (群作用の条件下で考察した論文が他に若干ある.) S
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氏は２等辺３角形の場合の分類を与え, 不等辺３角形の場合は各頂点に同じ角が
集まっている場合の分類を与えている. 後に D 氏が３角形の場合の完全な分類
結果を表明したが, そこでは証明の詳細は語られておらず, また分類結果に重複
もあり, D 氏には申し訳ない言い方になるが, 証明の概要を記述した部分にもや
や曖昧な点が残されていると私には感じられた. そこで, 私の元学生であった上
野氏と協力して, 分類の完全な証明を与えようと奮闘した成果が [UA2] である.

ちなみに Math. Review にある論文 [D] の評は H.S.M.Coxeter が書いている
(MR 0220169, 36 #3235). そこで C 氏は D 氏の結果を S 氏の duplicate と評し
ているが, それはちょっと D 氏にはお気の毒としかいいようがない. C 氏による
と, 分類に関しては更に Hessel という人のドイツ語の論文 (1871年)があるそう
だが, 私は未見.

§3. １種類の４角形を使った球面タイリング

球面の多角形による edge-to-edge タイリングについて, 次の定理が成り立つ.

定理３ [UA1]. n 角形による球面タイリングが存在すれば, n = 3, 4, 5 である.

この定理は, タイルは全て合同という仮定なしに成り立つ. 例えばタイルが全て
６角形の球面タイリングは存在しないことを主張している. 証明はオイラーの多
面体定理を使うだけの簡単なものである. 平面の場合の同様な定理6の証明には
何らかのかたちで “極限”の概念を使うのだが, それよりはるかにたやすく証明
できる.

という訳で, １種類のタイルを使ったタイリングの分類問題としては n = 4 と
n = 5 のときが残された問題ということになる. この問題については, 赤間陽二
氏, M. Yan 氏らの精力的な研究があるが, まだ分類が完了するまでには至れてい
ない. この節では, ４角形の場合について基本的なことを簡単にまとめておく.

４角形の辺の長さを a ∼ d の記号を用いて表すことにする. ただし同じ長さの
ものは同じ記号を使い, 長さの異なる場合は異なる記号を用いるものとする. ま
ず次の命題が成り立つ.

命題４. １種類の４角形で球面タイリングが可能であれば, そのタイルの４辺
のうち長さが等しいものがある. (つまり, abcd 型４角形ではタイリング不可能.)

従って, タイリング可能な４角形の辺の長さは

aaaa, aaab, aabb, aabc

6平面の場合は n = 6 まで可能であった
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のいずれかである. １つ目はひし形であり, ３つ目は平行４辺形型 (abab)と, 凧
型 (aabb)があるが, 実は平行４辺形型は存在しないことが分かる. ４つ目につい
ては, 向かい合った辺の長さが等しくなることはない. aaaa, aabb 型については,

４角形の対角線を引けば合同な２つの３角形に分割されるので, ３角形の場合の
結果より分類結果が得られる. 詳細については [UA1], [SA] をご覧になって頂き
たい.

従って残された場合は, aaab 型と aabc 型の２つである. いずれの場合も分類
は未解決だが, どちらかというと私には aaab 型の方が取り組みやすい問題であ
るように思える. この場合は長さが b同志の辺を貼り合せるしかなく (ただし, 貼
り合せ方は２通りある), その結果辺の長さが全て等しい２種類の６角形を使った
タイリングを分類する問題に帰着される. この状況は一見３角形の場合に似てい
るようにも見えるが, 大きく異なる点が２つある.

• 現れる内角の種類が, ３角形のときに比べてはるかに多い. 従って, 内角を集
めて 2π を作る組合せの数が多すぎて, 場合分けが困難になる.

• 辺の長さが aaab 型であり, 各頂点における内角の和が 2π になる展開図が
たとえ描けたとしても, それによりタイリングの存在が保障されるわけではない.

実際, 辺の長さが aaab の場合, ４つの内角の値には次のような従属関係があり,

内角はこの条件を満たさねばならないのである.

命題５. ４角形の辺の長さ, 内角を次の図のように定める.

このとき内角 α ∼ δ は次の等式を満たす.

(1 − cos β) cos2 α − (1 − cos β)(1 − cos γ) cos α cos δ + (1 − cos γ) cos2 δ

+ cos β cos γ + sin α sin β sin γ sin δ = 1.

つまり, 内角に関しては pα + qβ + rγ + sδ = 2π 型の等式だけでなく, この３角
関数まじりの式も同時に考慮しなくてはいけないのである.
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分類のための道筋としては, 最初はこの３角関数の等式は忘れて, ３角形のと
きと同様組合せ的な議論だけで状況を絞り込み, その後で上記の３角関数の条件
式を満たすものをピックアップするという方針が一つ考えられる. しかし, これ
はあまりにも無駄な作業が多すぎるように思われる. つまり組合せ的に絞り込ん
だもののほとんどすべてを, 最後の計量的な条件をチェックする段階で捨て去る
ことになるのではなかろうか. ３角関数の等式を満たすことは内角に関する相当
厳しい条件であるから, このような事態に陥ることは大いにありうることであろ
う. 組合せ的な議論に入る前に, あらかじめ計量的な条件を使って何かをふるい
落しておくことはできないのだろうか.

ここでは aaab 型の４角形を使ったタイリングの例を１つだけあげておく.

面数は F = 16. この４角形の計量的なデータは次で与えられる (球の半径= 1).

a = cos−1

(
1√

1 + 2
√

2

)
, b = cos−1

(
2
√

2 − 1√
1 + 2

√
2

)
,

α =
3

4
π, β = cos−1

(√
2 − 1

2

)
, γ =

1

2
π, δ = π − β.

この数字を見て, なかなか一筋縄ではゆきそうにない雰囲気を感じとってもらえ
るであろうか.

５角形についても４角形と似たような状況にある. これについては図を２つだ
け紹介するにとどめる. 右図は, 左図の右半分を捩じったもの.
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§4. 双曲平面のタイリング

紙面も尽きたし, 原稿の締切も過ぎてしまった. 双曲平面については、簡単な
コメントを述べるだけにする.

双曲平面の場合の難しさは, 多くの場合タイリングが作れ過ぎてしまう点にあ
る. 例えば 3α + 4β = 2π を満たす α, β > 0 をとってきたとき, 内角が α, β, β

の双曲２等辺３角形7を使って, 全ての頂点の型が 3α + 4β = 2π となるタイリン
グを双曲平面上に作ることができる. (下図において, 点のある内角が α になる.)

すべての頂点が 3α + 4β = 2π では, α と β の個数のバランスが崩れているよう
に見えるが, 双曲平面の場合はそのバランスの崩れを無限大 (単位円板の境界近
く)におしやってゴマかせるのである. 図を見てもらえば, その感触が理解できる
であろうか. 念のために断っておくと, 一見この図にある３角形は大きさがまち
まちであるかのように見えるが, 実はすべて合同な３角形である8. 3α + 4β = 2π

の型を他のものに替えることにより, 似たような例が数多く作れる.

多くの場合に, このようにして３角形, 4角形, ５角形, · · · を使ってタイリング
が構成できる9. しかし場合によっては, タイルの貼り合せ作業をいくらすすめて
も何ら矛盾が生じるわけでもなく, かといって双曲平面全体にタイリングが拡張
できる保障が得られるわけでもないといった, どっちつかずの状況に陥ることが
しばしばある. また, １枚のタイルを使ったタイリングが存在する場合でも, 実
に様々なタイリング構成法があるようで, 一見法則性が読み取れないような代物
すらある.

こういった点が, 双曲平面におけるタイリング問題の難しいところであろう.

対戦相手としては, なかなか手ごわい. しかしそれが逆に面白いとも言える.

双曲平面においては, タイリング可能なタイルの分類は解決可能な問題かもし
れないが, タイリング自体の分類は数学的に解決できる守備範囲 (いや, むしろ攻
撃範囲か)を超えた問題のようだ.

7α + 2β < π なので, このような２等辺３角形は存在する.
8ただし, 角度は正確に実現されている.
9双曲平面の場合は, 任意の n ≥ 3 に対して, １種類の n 角形を使ったタイリングが存在する.
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最後に双曲平面のタイリングの図を４つ貼り付けておく. 右下にある一番最後
の図は, 私の研究室の元学生平野俊樹氏が見つけたタイリングを, 同じく元学生
藤城旭氏が作図してくれたもの. 図が何を意味するかは, 自ずと分かってもらえ
るであろう.
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On modular linear differential operators and their

applications to quasimodular forms

山下　文稔 ∗

1 はじめに
本稿は 2018年 6月 18日に行った講演の内容を一部修正し、加筆したものである。
本稿の主題はモジュラー線形微分方程式（Modular linear differential equation:

MLDE）およびモジュラー線形微分作用素（Modular linear differential operator:

MLDO）である。

MLDEとはモジュラー形式を係数とする上半平面上の線形常微分方程式である。
MLDEの特徴的な性質として、その解空間がモジュラー群SL(2,Z) = {γ ∈ M(2,Z) |
det γ = 1}のモジュラー変換で閉じている、ということが挙げられる。
一定の条件を満たす頂点作用素代数（物理学では共形場理論と呼ぶ）の指標が

MLDEの解となることが知られているため（[Z96]）、MLDEは頂点作用素代数を
分類する研究に応用されている（[MMS88]、[KNS13]）。また、MLDE は楕円曲
線（[KZ98]）やベクトル値モジュラー形式（[M07]）とも関係していることが知ら
れている。特に、上述の [KZ98]で発見された金子・ザギエ方程式（2階のモニック
MLDE）は多くの論文で研究されており、その解と解空間の性質が明らかにされて
いる（[KK03]など）。変数変換によって一部のMLDEを超幾何方程式にすることも
できる（[FM16]）。MLDEの基本的な性質は [M07]や [FM16]などにまとめられて
いる。

MLDEは具体的には次のような形をしている。

(anD
(n)
k + · · ·+ a1Dk + a0)f = 0, (1.1)

ここで、f は未知関数（上半平面上の有理型関数）、kは重さと呼ばれる実数値のパ
ラメータ、そして aiはモジュラー形式であり、(weight of ai) + 2iは iによらず一定
である。また、D

(n)
k は階数が n、重さが kのラマヌジャン・セール作用素と呼ばれ

る線形微分作用素

Dk =
1

2πi

d

dτ
− k

12
E2, (1.2)

D
(n)
k = Dk+2n−2 · · ·Dk+2Dk, (1.3)

ただし、τは上半平面上の変数、E2は重さ 2のアイゼンシュタイン級数（cf.第 2節）
である。数学的な厳密性が欠ける言い方だが、Dkは重さを 2上げる作用素であると

∗東京大学大学院数理科学研究科、電子メール：yamast@ms.u-tokyo.ac.jp
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見なされる。そのため、D
(n)
k はDkを単純に n回合成するのではなく、重さを 2上

げながら n回合成したものである。
モニックMLDEは特異点をもたないため、n階モニックMLDEは線形独立なn個

の正則な解をもつ。しかしモニックでないMLDEの解は正則とは限らず、そもそも
上半平面上の大域的な解をもつ保証もない。

MLDEは線形微分方程式であるため、その解空間は線形作用素 anD
(n)
k + · · · +

a1Dk + a0の核である。したがって、この作用素の代数的性質を調べることは重要で
あると考えられる。しかし、MLDEに関するこれまでの研究には複素解析的な手法
を用いるものが多く、作用素が研究の主題となることは少なかった。そのため、筆
者はMLDEの微分作用素について研究しようと考えた。
一般に、線形微分方程式を代数的に研究しようとすれば、その作用素のなす環の

性質を調べるのは良い方法の一つであると考えられる。しかしMLDEの場合、重さ
が整合しない作用素の和や積はMLDEの作用素とはならないため、作用素の全体は
自然な環の構造をもたない。
そのため、筆者はモジュラー線形微分作用素（MLDO）と呼ばれる作用素を導入

した。大雑把に言えば、MLDOとはMLDEの微分作用素から重さの情報を取り除
いたものである。MLDOの全体は環の構造をもち、MLDEはMLDOに関する方程
式に変換することができる。MLDOを用いることによって、筆者はMLDEに関す
る新しい結果をいくつか得ることができた。

2 MLDOの定式化
最初にモジュラー形式に関する基礎的な事実をまとめる。重さ k ∈ Zのモジュラー

形式とは、(1)上半平面上の正則関数であり、(2)重さ kのモジュラー変換で不変で
あり、さらに (3)虚軸上の無限遠点 i∞において有界であるもののことである。重さ
kのモジュラー形式の全体をMkと表し、M =

⊕
k∈ZMkとおく。Ekを重さ kのア

イゼンシュタイン級数とすれば、M = C[E4, E6]となることが知られている。特に
Mは可換ネーター環である。
なお、k ∈ 2Z, k > 2ならばEk ∈ Mkである。E2はモジュラー形式ではないが、

モジュラー形式に似た性質を持っていることが知られており、準モジュラー形式と
呼ばれるものの一つである。準モジュラー形式は第 4節の後半で扱う。

MLDOを作用素として定式化するために、まず作用を受ける関数空間を次のよう
に定める。

H =
⊕
k∈R

Hk, (2.1)

ここで、Hkは上半平面上の正則関数の全体である（kによらない）。Hは自然に（R
を次数とする）次数付きC代数となり、MはHの次数付き部分C代数となる。し
たがって、モジュラー形式は掛け算によってH上の線形作用素となる。MはE4と
E6で生成されているので、この二つに対応する作用素 e4, e6を考えれば十分である。

e4 : Hk ∋ (f, k) 7→ (E4f, k + 4) ∈ Hk+4, (2.2)

e6 : Hk ∋ (f, k) 7→ (E6f, k + 6) ∈ Hk+6. (2.3)
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更に、ラマヌジャン・セール作用素に対応するH上の線形作用素を考える。

δ : Hk ∋ (f, k) 7→ (Dkf, k + 2) ∈ Hk+2. (2.4)

以上の三つの作用素で生成される作用素をMLDOと呼ぶ。また、MLDO全体のなす
非可換C代数をR =< e4, e6, δ >algとおき、MLDO代数を呼ぶことにする。e4, e6, δ

にはそれぞれ次数 4, 6, 2が対応しているので、R =
⊕

k∈ZRk は次数付き代数とな
る。Mは自然にRの次数付き部分代数となっている。
以上のように定式化すれば、上半平面上の正則関数 f に対し、次の同値が成り立

つことが分かる。

(anD
(n)
k + · · ·+ a1Dk + a0)f = 0 ⇔ (anδ

n + · · ·+ a1δ + a0)(f, k) = 0. (2.5)

つまり、左辺のMLDEは右辺のMLDO（anδ
n + · · ·+ a1δ + a0 ∈ R）によって表す

ことができる。対比すると、

• MLDEによる表現：作用素が重さの情報を持ち、関数は重さの情報を持たない、

• MLDOによる表現：作用素は重さの情報を持たず、関数が重さの情報を持つ、

ということになる。

3 MLDO代数の基本的性質
代数Rの性質を簡単にまとめておく。まず、{e4ie6jδk | i, j, k ∈ Z≥0}がRの C

基底となることが示せる。この基底を用いれば、任意のMLDOは ai ∈ Mを用い
て anδ

n + · · · + a1δ + a0と一意的に表せることが分かる。δに関する最高の次数を
MLDOの orderと呼ぶことにする。
このように、MLDOはモジュラー形式を係数とし、δを変数とする多項式のよう

に見なすことができる。実際、RはMと δからなる歪多項式環（skew polynomial

ring）と同型であることを示すことができる。歪多項式環の理論から、Rは非可換
ネーター整域であることが従う。
MLDO代数に対しては、余りを許せば割り算を行うことができる。a, bをMLDO

とし、b ̸= 0とする。このとき、fa = cb + c′ および ord(c′) < ord(b)を満たす
f ∈ M\{0}と c, c′ ∈ Rが存在する。ただしこのような f, c, c′は一意的ではない。
[·, ·]を交換子とすれば [e4, e6] = 0が成り立つことは明らかである。ラマヌジャン

の恒等式を用いれば、[δ, e4] = −1
3
e6と [δ, e6] = −1

2
e4

2が分かる。更に、Rは e4, e6, δ

を生成元とし、上の三つの交換関係を基本関係式とするC代数と同型であることが
示せる。

4 主な結果
まず、次の記号を導入しておく。

Sk = {(f, k) ∈ Hk |あるモニックな a ∈ R\{0}が存在して a(f, k) = 0}, (4.1)

Σk = {f | f は上半平面上で正則、重さ kのモニックMLDEを満たす }. (4.2)

このとき、上半平面上の正則関数 f に対して、(f, k) ∈ Sk ⇔ f ∈ Σkが成り立つ。

3
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定理 1. 1. Sk + Sk ⊂ Sk.

2. SkSl ⊂ Sk+l.

3. RkSl ⊂ Sk+l.

4. Mk ⊂ Sk.

証明. 概略のみ示す。まず、(f, k) ∈ SkはR · (f, k)が有限生成M加群であること
と同値であることに注意する。(1)–(3)はこの同値と、Mのネーター性より示すこ
とができる。(4)は (1, 0) ∈ S0であること、Mk ⊂ Rkおよび (3)によって示すこと
ができる。

定理 2. 1. Σk ⊂ Σk−1.

2. E2Σk ⊂ Σk+1.

3. k − l ∈ Zかつ l ≤ kならば、Σk + Σl ⊂ Σl.

証明. (1)(2) (δ2 + 1
144

e4)(1,−1) = 0かつ (δ3 − 23
144

e4δ− 1
216

e6)(E2, 1) = 0が成り立つ
ので、1 ∈ Σ−1およびE2 ∈ Σ1である。定理 1 (2)を用いればよい。
(3) (1)よりΣk ⊂ Σlである。

ここで準モジュラー形式（quasimodular form）について述べておく。重さ kの準
モジュラー形式とは、fi ∈ Mk−2iを用いて

∑s
i=0 fiE2

iと表される正則関数のことで
ある（このような表し方は一意的である）。E2に関する最高の次数を準モジュラー
形式の深さという。重さ kのモジュラー形式は重さ k、深さ 0の準モジュラー形式で
あるため、準モジュラー形式はモジュラー形式の一般化となっている。

定理 3. f が重さ k、深さ sの準モジュラー形式なら f ∈ Σk−s\Σk−s+1.

証明. f =
∑s

i=0 fiE2
i, fi ∈ Mk−2i, fs ̸= 0とおく。fiE2

i ∈ Σk−iなので、定理 2 (3)

より f ∈ Σk−sである。f /∈ Σk−s+1はD
(n)
k−s+1f を計算し、E2, E4, E6の代数的独立性

を用いることによって示せる。

[KK03]では、重さ k、深さ 1の準モジュラー形式の系列で、重さ k − 1のモニッ
クMLDEの解となるものが構成されている。本稿の定理 3はこの例を一般化するも
のである。

準モジュラー形式の理論ではE2の重さは 2と定義されるが、定理 3を見るとE2

の重さは 1としてもよいのではないか、と思われる。モジュラー形式でない関数に
対してその重さをどう定めるかは結局は定義次第だが、E2のモジュラー変換に関連
する事実をいくつか挙げることにする。
上半平面上の関数 f(τ)と γ = ( a b

c d ) ∈ SL(2,Z)に対し、重さ kのモジュラー変換は

(f |kγ)(τ) := (cτ + d)−kf

(
aτ + b

cτ + d

)
(4.3)

である。また、E2は

E2

(
aτ + b

cτ + d

)
= (cτ + d)2E2(τ) +

12c

2πi
(cτ + d) (4.4)

4
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を満たすことが知られている。したがって、

(E2|2γ)(τ) = E2(τ) +
12c

2πi(cτ + d)
, (4.5)

(E2|1γ)(τ) = (cτ + d)E2(τ) +
12c

2πi
(4.6)

である。この変換を見れば、E2の重さは 1とするよりは 2とした方が自然ではない
かと思われる（ただし好みの問題もある）。更に、ℑ(τ)を τ の虚部とすれば、C∞級
関数E2 − 3

πℑ(τ)
は重さ 2のモジュラー変換で不変である。これは重さ 2のマース形

式と呼ばれるものであり、E2はそこから標準的に定まる正則部分であることが示せ
る（なお、マース形式の正則部分をモックモジュラー形式という）。
一方、E2の重さを 1と定めれば次のような良い性質がある。つまり、{E2|2γ | γ ∈

SL(2,Z)}の張るC線形空間は無限次元だが、{E2|1γ | γ ∈ SL(2,Z)}の張る空間は
有限次元である。実際、τE2 +

12
2πi
とE2が後者の基底となっている。また、縦ベク

トル F = (τE2 +
12
2πi

, E2)
tを定め、モジュラー変換を成分ごとに定めれば、

F |1γ = γF (4.7)

が成り立つ。F は重さ 1のベクトル値モジュラー形式と呼ばれるものであり、E2は
その成分の一つである。
以上をまとめると、E2に何かを付け加えることによって、重さ 2のマース形式に

することもできるし、重さ 1のベクトル値モジュラー形式にすることもできる、と
言える。

5 その他の結果
定理 1–3の結果はすべてモニックMLDEに関するものであるが、モニックとは限

らない一般のMLDEに対しても類似した結果が得られる。
MLDEの一般形 (1.1)は次のように書き換えることができる。

(D
(n)
k + · · ·+ a1

an
Dk +

a0
an

)f = 0. (5.1)

ここで、ai/anは有理型モジュラー形式と呼ばれるものである。モニックとは限らな
い一般のMLDEについて研究するときは、このように有理型モジュラー形式を係数
として考えた方が都合が良い。なぜなら、モジュラー形式の全体Mはネーター整
域であるが、有理型モジュラー形式の全体は次数付き体となるため、Mよりも性質
がよいからである。（詳しい内容は [Y18]の第 4.2節）

また、重さ kのモジュラー形式は重さ kのモニックMLDEの解となることが分
かったが、その最小の階数については一般的な性質は分かっていない。しかし、特
別な場合については次の結果が得られた。

定理 4. E4
n, E6

n, (E4E6)
nはそれぞれ重さ 4n, 6n, 10nの n+ 1階モニックMLDEを

満たす。

定理 5. E4
mE6

nが重さ4m+6nのモニックMLDEを満たせば、その階数はmax(m,n)+

1以上である。

5
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この定理の証明では、第 3節で示したMLDOの割り算が繰り返し使われている。
（詳しい内容は [Y18]の第 6節）
様々なm,nで計算したところ、E4

mE6
nは重さ4m+6nのmax(m,n)+1階モニック

MLDEを満たすのではないかと予想される（つまり、定理 5においてmax(m,n)+1

が最小値となっているのだろうと予想される）が、今のところ証明はできていない。
先述した通り、全てのモジュラー形式はE4とE6の多項式として表される。様々な
モジュラー形式についてそれが満たすモニックMLDEの最小の階数を計算したが、
ある程度の規則性は認められるものの、一般的な性質を求めるのは難しそうである。
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Constructions of the McLaughlin graph and of the
Co3 two-graph from the extraspecial group 31+4

+

小林　雄介 （千葉大学大学院融合理工学府）

1 はじめに

本稿ではMcL : 2を自己同型群にもつ 275点上のMcLaughlin graphとCo3を自己同型群
にもつ 276点上の two-graphを extraspecial group 31+4

+ を用いて構成する方法について述
べる.

McLaughlin graphは最大サイズの cliqueとして 5-cliqueをもち, その固定部分群は
31+4
+ : 4 · S5であり, これはMcL : 2の極大部分群のひとつである. 一方, Co3 two-graph
は最大サイズの cliqueとして 6-cliqueをもち, その固定部分群は 31+4

+ : 4 · S6であり, これ
はCo3の極大部分群のひとつである. 今回の構成には 275 = 5 + 270, 276 = 6 + 270 であ
ることと次のような群の包含関係が大きく関係している.

Co3 ⊃ 31+4
+ : 4 · S6

∪ ∪
McL : 2 ⊃ 31+4

+ : 4 · S5

2 強正則グラフと regular two-graph

強正則グラフと regular two-graphの関係性について述べる. 詳しくは [1]を参照してほ
しい.

定義 1. Γを完全かつ空でない v点上のグラフとする. Γの任意の頂点の隣接数が kで, 任
意の異なる 2頂点 x, yの共通隣接点が xと yがつながっているときに λ個, xと yがつな
がっていないときに µ個であるとき, Γをパラメータ (v, k, λ, µ)の強正則グラフであると
いう. Γの頂点の n点部分集合Cに対して, Cに含まれる任意の 2頂点がつながっている
ときCを n-cliqueという.

定義 2. P を集合とし, Bを P の 3点部分集合の族 (Bの元をブロックと呼ぶ)とする. P
の任意の 4点部分集合がブロックを偶数個含むとき, 組 (P ,B)を two-graphという. さ
らにPの任意の 2点部分集合に対して, それを含むブロックの個数が 2点の取り方に依ら
ず一定であるとき two-graph(P ,B)は regularであるという. Pの n点部分集合Cに対し
て, Cに含まれる任意の 3点部分集合がブロックであるときCを n-cliqueという.

D = (P ,B)を two-graphとし xをPの元とする. P \ {x}上のグラフDxを

y s s z ⇐⇒ {x, y, z} ∈ B

によって定める. 次のことが知られている.
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命題 1. two-graph D = (P ,B)に対して, 次は同値:

(i) D は regular;

(ii) 任意の x ∈ Pに対して, Dx は k = 2µを満たす強正則グラフ;

(iii) ある x ∈ Pに対して, Dx は k = 2µを満たす強正則グラフ.

注意 1. D = (P ,B)を regular two-graphとする. |P| = vで P の 2点を含むブロック
の個数が λとすると, このとき Dx はパラメータ

(
v − 1, λ, 3λ−v

2
, λ
2

)
の強正則グラフとな

る. 特に Co3 two-graph は regularで λ = 112であり, そこから今の方法でパラメータ
(275, 112, 30, 56)の強正則グラフであるMcLaughlin graphが構成できる.

注意 2. Γ = (V,E)をグラフとし,
(
V
3

)
を V の 3点部分集合全体の集合, ∞を V に含まれ

ない新たな点とする. V ∪ {∞}の 3点部分集合の族 Bを

B = { {∞, x, y} | {x, y} ∈ E } ∪
{
B ∈

(
V

3

) ∣∣∣∣ B内の辺の本数が 1 または 3

}
と定める. このときD := (V ∪ {∞},B) は two-graphとなる. この two-graph Dを Γの
extensionという. このようにして逆にMcLaughlin graphからCo3 two-graphを構成す
ることもできる.

3 extraspecial group 31+4
+

extraspecial group 31+4
+ について述べる. 一般の extraspecial groupについては例えば [4]

を参照してもらいたい.
Eを 31+4

+ とする. tをEの中心Z(E)を生成する位数 3の元とする. Eの中から次の関
係式を満たす生成元 x1, x2, x3, x4をとってくることができる.

x2x1 = tx1x2,
x4x3 = tx3x4,
xixj = xjxi unless {i, j} = {1, 2} or {3, 4},
x3
i = 1 for i = 1, 2, 3 and 4.

Eの任意の元 xは
x = taxa1

1 xa2
2 xa3

3 xa4
4 , a, ai ∈ F3,

という形で一意的に表すことができる. このとき x = (a | a1, a2, a3, a4)と書くことにする.
x = (a | a1, a2, a3, a4), y = (b | b1, b2, b3, b4) ∈ Eに対して,

xy = (taxa1
1 xa2

2 xa3
3 xa4

4 )(tbxb1
1 x

b2
2 x

b3
3 x

b4
4 )

= ta+bxa1
1 (xa2

2 xb1
1 )x

b2
2 x

a3
3 (xa4

4 xb3
3 )x

b4
4

= ta+bxa1
1 (ta2b1xb1

1 x
a2
2 )xb2

2 x
a3
3 (ta4b3xb3

3 x
a4
4 )xb4

4

= ta+b+a2b1+a4b3xa1+b1
1 xa2+b2

2 xa3+b3
3 xa4+b4

4

であるから

xy = (a+ b+ a2b1 + a4b3 | a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3, a4 + b4)
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となる. また, このことから次のことも分かる.

xy = yx ⇐⇒ a1b2 − a2b1 + a3b4 − a4b3 = 0,
x2 = x−1 = (−a+ a1a2 + a3a4 | − a1,−a2,−a3,−a4).

続いて, 次のようにしてEから Ẽ := F2
9への写像を定める.

E −→ Ẽ = F2
9

∈ ∈

x = (a | a1, a2, a3, a4) 7−→ x̃ = (a1 + a4i, a2 + a3i)

ただし i は i2 = −1を満たす F9の元である.
次の補題のEの位数 4の自己同型は群 31+4

+ : 4 · S5と 31+4
+ : 4 · S6の“ 4”に相当する

もので, 今回の話の中で重要な役割を果たす.

補題 1. E上の写像 σを

(a | a1, a2, a3, a4)
σ7−→ (−a+ a1a2 + a3a4 | − a4,−a3, a2, a1)

と定めると, これは位数４のEの自己同型となる.

注意 3.

σ̃(x) = (−a4 + a1i,−a3 + a2i)

= i(a1 + a4i, a2 + a3i)

= i x̃.

Eの部分集合 Iを次のように定める:

I = { x ∈ E | a+ a1a2 + a3a4 = 0 } .

|I| = 34 = 81, Ĩ = Ẽであり, さらに σ(I) = Iである.
写像 f : E \ Z(E) −→ F9 ∪ {∞}を次のように定める:

(a | a1, a2, a3, a4)
f7→

 ∞ if a2 = a3 = 0,
a1 + a4i

a2 + a3i
∈ F9 otherwise .

定義 3. z ∈ F9 ∪ {∞}に対して
Dz = {1} ∪ { x ∈ I \ {1} | f(x) = z }

と定める.

特に σ(Dz) = Dzである.

命題 2. 任意の z ∈ F9 ∪ {∞}に対して, Dzは群でDz
∼= C3 × C3となる. ただしC3は位

数 3の巡回群を表している. さらにGをEの位数 9の部分群としたとき

σ(G) = G ⇐⇒ ある z ∈ F9 ∪ {∞}に対して, G = Dz

が成り立つ.

注意 4. {
D̃z

∣∣∣ z ∈ F9 ∪ {∞}
}

は Ẽ = F2
9の 1次元空間全体の集合となる.

この 10個のDzたちを使って目的の graphや two-graphを構成していくことになる.
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4 F9 ∪ {∞}と{1, 2, 3, 4, 5, 6}
この節ではF9∪{∞}と 6点集合 {1, 2, 3, 4, 5, 6}の関係性について述べる. ここでの話は例
外的な同型対応PΣL(2, 9) ∼= S6が深く関係している. 詳しくは [3]を参照してもらいたい.

補題 2. E上の 5つの写像

τ+1 : x 7−→ (a− a22 − a23 | a1 + a2, a2, a3, a3 + a4),
τ+i : x 7−→ (a | a1 − a3, a2, a3, a2 + a4),
τ−1/z : x 7−→ (a− a1a2 − a3a4 | a2,−a1,−a4, a3),
τiz : x 7−→ (a+ a1a2 + a3a4 + a1a3 − a2a4 |

a1 + a4,−a2 + a3,−a2 − a3,−a1 + a4),
τz3 : x 7−→ (a | a1, a2,−a3,−a4),

はEの自己同型となる. さらに, 任意の z ∈ F9 ∪ {∞}に対して,

τ+1(Dz) = Dz+1,
τ+i(Dz) = Dz+i,

τ−1/z(Dz) = D−1/z,
τiz(Dz) = Diz,
τz3(Dz) = Dz3 ,

が成り立つ. ただし ∞+ 1 = ∞+ i = −1/0 = i∞ = ∞3 = ∞,−1/∞ = 0とする.

補題 2より
H = ⟨σ, τ+1, τ+i, τ−1/z, τiz, τz3⟩.

とすると, Hは集合{Dz | z ∈ F9 ∪ {∞} }に対して, 2重可移に作用していることが分かる.

定義 4. 集合R1,R2, . . . ,R6を次のように定める:

R1 =


{∞,−1,−i, 1 + i},
{∞, 1, i,−1− i},
{1 + i, 1− i,−1 + i,−1− i},
{0, 1,−i, 1− i},
{0,−1, i,−1 + i}

 , R2 =


{∞,−1,−i, 1 + i},
{∞, 0, 1− i,−1 + i},
{0, 1, i, 1 + i},
{i,−i,−1 + i,−1− i},
{1,−1, 1− i,−1− i}

 ,

R3 =


{∞, 1, i,−1− i},
{∞, 0, 1− i,−1 + i},
{0,−1,−i,−1− i},
{1,−1, 1 + i,−1 + i},
{i,−i, 1 + i, 1− i}

 , R4 =


{1 + i, 1− i,−1 + i,−1− i},
{0, 1, i, 1 + i},
{0,−1,−i,−1− i},
{∞,−1, i, 1− i},
{∞, 1,−i,−1 + i}

 ,

R5 =


{0, 1,−i, 1− i},
{i,−i,−1 + i,−1− i},
{1,−1, 1 + i,−1 + i},
{∞,−1, i, 1− i},
{∞, 0, 1 + i,−1− i}

 , R6 =


{0,−1, i,−1 + i},
{1,−1, 1− i,−1− i},
{i,−i, 1 + i, 1− i},
{∞, 1,−i,−1 + i},
{∞, 0, 1 + i,−1− i}

 .

R = {R1,R2, . . . ,R6}とする.
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R1

1− i

−1

−1− i 0

∞1 + i

−1 + i

i

1

−i

R2

i

−1

0 −1− i

∞1 + i

1

1− i

−1 + i

−i

R3

−1

i

0 1 + i

∞−1− i

−i

1− i

−1 + i

1

R4

−1

−1 + i

0 ∞

1 + i−1− i

−i

1

i

1− i

R5

−1

0

−1 + i ∞

−i1

1 + i

−1− i

i

1− i

R6

−i

0

1− i ∞

−1i

1 + i

−1− i

1

−1 + i

Hの {Dz | z ∈ F9 ∪ {∞} }上における作用を z ∈ F9 ∪ {∞}上の作用だと思うことに
する. このとき

Ri
σ−→ Ri, Ri

τ+1−→ R(123)(456)i,

Ri
τ+i−→ R(123)(465)i, Ri

τ−1/z−→ R(25)(36)i,

Ri
τiz−→ R(14)(2635)i, Ri

τz3−→ R(14)(25)(36)i.

が成り立つことから次が示せる.

25



命題 3. HはRに対して 6重可移に作用している.

さらに次が成り立つ.

命題 4. H ∼= 4 · S6.

命題 5. i ∈ {1, . . . , 6}に対して, Hi := { g ∈ H | g(Ri) = Ri }とする. このとき

Hi
∼= 4 · S5.

X6 = {1, . . . , 6}とする. 任意の異なる i, j ∈ X6に対して, |Ri ∩Rj| = 1となっている
ことが確認できる. 集合R{i,j}を {R{i,j}} = Ri ∩Rjとなるように定める.

R{1,2} = {∞,−1,−i, 1 + i}, R{1,3} = {∞, 1, i,−1− i},
R{1,4} = {1 + i, 1− i,−1 + i,−1− i}, R{1,5} = {0, 1,−i, 1− i},
R{1,6} = {0,−1, i,−1 + i}, R{2,3} = {∞, 0, 1− i,−1 + i},
R{2,4} = {0, 1, i, 1 + i}, R{2,5} = {i,−i,−1 + i,−1− i},
R{2,6} = {1,−1, 1− i,−1− i}, R{3,4} = {0,−1,−i,−1− i},
R{3,5} = {1,−1, 1 + i,−1 + i}, R{3,6} = {i,−i, 1 + i, 1− i},
R{4,5} = {∞,−1, i, 1− i}, R{4,6} = {∞, 1,−i,−1 + i},
R{5,6} = {∞, 0, 1 + i,−1− i}.

続いて, P をX6の 2つの 3点部分集合への分割全体の集合とする. |P | = 10である.
ρ = {{i, j, k}, {l,m, n}} ∈ P に対して, ρ = (ijk|lmn)と書くことにする. このとき任意の
ρ = (ijk|lmn)に対して, R{i,j} ∩R{j,k} ∩R{k,i}とR{l,m} ∩R{m,n} ∩R{n,l}はどちらも同じ
1点集合となる. その元を rρと呼ぶことにする.

∞ = r(123|456), 0 = r(156|234),
1 = r(135|246), −1 = r(126|345),
i = r(136|245), −i = r(125|346),

1 + i = r(124|356), 1− i = r(145|236),
−1 + i = r(146|235), −1− i = r(134|256).

このようにして, 集合 P と集合 F9 ∪ {∞}を 1対 1に対応させる.

注意 5.

Ri = {R{i,j} | j ∈ X6 \ {i}}.
R{i,j} = {r(ijk| ··· ) | k ∈ X6 \ {i, j}}.

補題 3. z, z′を F9 ∪ {∞}の異なる 2元とし, z = rρ, z
′ = rρ′ (ρ, ρ

′ ∈ P )であるとする. こ
のとき次が成り立つ.

(i) ある i, j ∈ X6に対して, {z, z′, z′′} ⊂ R{i,j}となるような z′′ = rρ′′ ∈ (F9 ∪ {∞}) \
{z, z′}が 4つ存在する. このとき ρ, ρ′, ρ′′はX6を図 (I)のように 8分割する.

(ii) 任意の i, j ∈ X6に対して, {z, z′, z′′} ̸⊂ R{i,j}となるような z′′ = rρ′′ ∈ (F9 ∪ {∞}) \
{z, z′}が 4つ存在する. このとき ρ, ρ′, ρ′′はX6を図 (II)のように 8分割する.
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1 1

0

{z, z′, z′′}や {ρ, ρ′, ρ′′}が補題 3の (i)(または (ii))のようになっているとき,それらを
type(I)(または type(II))と呼ぶことにする.

5 McLaughlin graphと Co3 two-graph の構成

W =
∪

z∈F9∪{∞}

E/Dz.

とする. |W| = 35/9 · 10 = 27 · 10 = 270である. 6点集合 R = {R1, . . . ,R6}と 270点集
合 Wを用いてCo3 two-graphを構成する.

i ∈ X6と ρ = (ijk|lmn) ∈ P に対して, ρi := {j, k}と表すことにする.

定義 5. i, j, kをX6の相異なる 3元, z, z′, z′′をF9∪{∞}の相異なる 3元とし, z = rρ, z
′ =

rρ′ , z
′′ = rρ′′ (ρ, ρ

′, ρ′′ ∈ P )とする. さらに xDz, x
′Dz, x

′′DzをE/Dzの相異なる 3元とし,
yDz′ ∈ E/Dz′ , wDz′′ ∈ E/Dz′′とする.

R ∪ W 上のブロックの説明を簡単にするために, W 上のグラフ ΓW を次のように定
める:

xDz s s x′Dz ⇐⇒ xDz = tx′Dz または xDz = t−1x′Dz;
xDz s s yDz′ ⇐⇒ |xDz ∩ yDz′| = 1.

R∪W上のブロックの集合 BEを次のようにして定める:

(i) {Ri,Rj,Rk} ∈ BE ( i, j, kの取り方に依らない)

(ii) {Ri,Rj, xDz} ∈ BE

⇐⇒ z ∈ R{i,j}
⇐⇒ ρ = (ij · | · · · ) ⇐⇒ j ∈ ρi.

(iii) {Ri, xDz, x
′Dz} ∈ BE

⇐⇒ xDz = tx′Dz ｔ xDz = t−1x′Dz.

(iv) {Ri, xDz, yDz′} ∈ BE

⇐⇒


|xDz ∩ yDz′| = 1 かつ ある j ∈ X6 \ {i}に対して, {z, z′} ⊂ R{i,j}.
または,
|xDz ∩ yDz′| = 0 かつ 任意の j ∈ X6 \ {i}に対して, {z, z′} ̸⊂ R{i,j}.

⇐⇒


|xDz ∩ yDz′| = 1 かつ ρ = (ijk|lmn), ρ′ = (ijl|kmn).
または,
|xDz ∩ yDz′| = 0 かつ ρ = (ijk|lmn), ρ′ = (ilm|jkn).

⇐⇒ |ρi ∩ ρ′i| = |xDz ∩ yDz′|.
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(v) {xDz, x
′Dz, x

′′Dz} ∈ BE

⇐⇒{xDz, x
′Dz, x

′′Dz}によって誘導されるΓWの部分グラフが
s

ss��� T
TT または

s
ss .

(vi) {xDz, x
′Dz, yDz′} ∈ BE

⇐⇒{xDz, x
′Dz, yDz′}によって誘導されるΓWの部分グラフが

s
ss��� T

TT または
s

ss .

(vii) {xDz, yDz′ , wDz′′} ∈ BE

⇐⇒



{z, z′, z′′} が type(I) かつ {xDz, yDz′ , wDz′′}によって

誘導される ΓW の部分グラフが
s

ss��� T
TT または,

s
ss .

または
{z, z′, z′′} が type(II) かつ {xDz, yDz′ , wDz′′}によって

誘導される ΓW の部分グラフが
s

ss��� T
TT または,

s
ss .

⇐⇒



{ρ, ρ′, ρ′′} が type(I) かつ {xDz, yDz′ , wDz′′}によって

誘導される ΓW の部分グラフが
s

ss��� T
TT または

s
ss .

または
{ρ, ρ′, ρ′′} が type(II) かつ {xDz, yDz′ , wDz′′}によって

誘導される ΓW の部分グラフが
s

ss��� T
TT または

s
ss .

D = (R∪W ,BE)とする.

次に 275点上のグラフを定める.

定義 6. X5 := X6 \ {6} = {1, . . . , 5},R′ := R \ {R6} = {R1, . . . ,R5}とする. z = rρに
対して Eρ6

z := E/Dzとする. グラフ ΓMを ΓM := DR6で定める. つまり, ΓM は R′ ∪W
上のグラフで v, v′ ∈ R′ ∪Wに対して,

v s s v′ ⇐⇒ {R6, v, v
′} ∈ BE

で辺が定まっている. 詳しく述べると j, k ∈ X5 (j ̸= k), z, z′ ∈ F9 ∪ {∞} (z ̸= z′),
z = rρ, z

′ = rρ′ (ρ, ρ
′ ∈ P ), xDz, x

′Dz ∈ E/Dz (xDz ̸= x′Dz), yDz′ ∈ E/Dz′に対して,

(i)′ Rj s s Rk ( j, kの取り方に依らない)

(ii)′ Rj s s xDz ⇐⇒ z ∈ R{6,j}
⇐⇒ j ∈ ρ6.

(iii)′ xDz s s x′Dz ⇐⇒ xDz = tx′Dz or xDz = t−1x′Dz.

(iv)′ xDz s s yDz′ ⇐⇒


|xDz ∩ yDz′ | = 1 かつ ある j ∈ X5に対して, {z, z′} ⊂ R{6,j}.
または
|xDz ∩ yDz′ | = 0 かつ 任意の j ∈ X5に対して, {z, z′} ̸⊂ R{6,j}.

⇐⇒ |ρ6 ∩ ρ′6| = |xDz ∩ yDz′|.
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R5

R1

R2

R3 R4

R′

E{3,4}
−i

E{1,5}
0

E{2,3}
1−i E{4,5}

∞

E{1,2}
−1E{1,3}

i

E{3,5}
1+i

E{2,5}
−1−i

E{2,4}
1

E{1,4}
−1+i

W

Dが ΓMの extensionになっていることが確認できる. したがってDは two-graphと
なる. さらにDが regular(λ = 112)になることも確認することができる. [2]で 276点上の
rgular two-graph の一意性が証明されているので, 次の主結果が得られる.

定理 1. D = (R∪W ,BE)はCo3 two-graphである.

系 1. ΓM は McLaughlin graphである.

最後に x ∈ Eに対して,

Ri
φx7−→ Ri;

yDz
φx7−→ xyDz

と定義された写像φx : R∪W → R∪Wは明らかに D = (R∪W ,BE)や ΓMの自己同型
になっている. さらに H ⊂ Aut(D)やH6 ⊂ Aut(ΓM)であることから

31+4
+ : 4 · S6 ⊂ Co3,

31+4
+ : 4 · S5 ⊂ McL : 2

という 2つ非自明な包含関係を計算機を用いずに実感することができた.
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1 はじめに

有限群 G の Burnside 環とは, 推移的 G-集合の同型類を基底にもつ自由 Z-加群に対

し, 直積によって積を定義したものである. Burnside 環は整数環 Z の直積環の部分環と

同型になることが知られている. 　したがって Burnside 環の単元群の構造は必ず基本可

換 2-群となる. Burnside環を用いると, シローの定理などいくつかの Gの部分群の個数

に関する合同式を得られる ([DSY92]). また, Burnside環の代数的構造と可解性の関係が

[Dr69]で述べられており, [to79]では特に奇数位数の有限群に関しては Burnside環の単

元群と可解性との関係が述べられている. 本報告では, Burnside 環の単元群に焦点を当

てる.

Burnside環の単元群に関して, 松田が [Ma82]において様々なことを証明した. さらに

Burnside環の拡張として, 一般 Burnside環が [Yo90]で定義されており, ある条件のもと

で一般 Burnside環は部分 Burnside環と呼ばれている. 本報告では, 松田の Burnside環

の単元群に関する結果を部分 Burnside環に拡張し, それを用いることで得られた結果を

紹介する.

〒577-8502 大阪府東大阪市小若江 3－ 4－ 1
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2 記号

とくに注意しない限り, 本報告では以下の意味で各記号を用いる.

G : 有限群

1 : (Gの)自明な群

Sub(G) : Gの部分群全体

Gc : Gの群に関する共役類の集合

Dc : (G共役で閉じた)Gの部分群の族 D における群の共役類の集合
(H) : Gの部分群 H の共役類

[X] : G-集合 X の (G-集合に関する)同型類

|X|,#X : 有限集合 X の濃度

3 Burnside環と単元群

Burnside環の定義はいくつか存在するが, ここでは自由 Z加群を用いて Burnside環を

記述したほうが分かりやすいので, 次のように Burnside環を定義する.

定義 3.1. 有限群 Gの Burnside環 Ω(G)とは, 推移的 G-集合の同型類たちを基底にもつ

自由 Z-加群
Ω(G) := ⟨[G/H] | (H) ∈ Gc⟩Z

に対し, 積を
[G/H] · [G/K] =

∑
HgK∈H\G/K

[G/g−1Hg ∩K].

で定義したものである.

特に非交和 (disjoint union)を和とみなすことで任意のG-集合 (の同型類)は Burnside

環の元とみることができる.

定理 3.2. Gを有限群, X,Y を有限 G-集合とする. このとき

X ≃ Y ⇔ |invH(X)| = |invH(Y )| ∀H ≤ G

となる. ここで, invH(X) := {x ∈ X | hx = x, ∀h ∈ H}である.
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各 H ≤ G に対し, 写像 φH : Ω(G) → Z は環準同型となるので, 定理 3.2 は環準同型

写像
φ =

∏
(H)∈Gc

φH : Ω(G) →
∏

(H)∈Gc

Z

が単射であることを意味する. この写像 φを Burnside準同型写像という.　

この単射性は後述する一般 Burnside環に対しても同様に成り立つことが示されている

([Yo90]).

さらに, この Burnside 準同型写像から得られる表現行列をマーク行列と呼ぶ. つまり

マーク行列M は,
M = (φH [G/K])H,K∈Sub(G)

である. マーク行列はうまく基底を並び替えることで三角行列となる.

Burnside準同型写像の単射性より, 次の系を得る.

系 3.3. Gを有限群とするとき, Ω(G)は整数環 Zの直積環の部分環と同型であり, さら

に Ω(G)の単元群 Ω(G)× は基本可換 2-群となる.

これによって Burnside環の単元群の位数は常に 2冪となることが分かる. また, [to79]

の Problem1.5.2で述べられている, Burnside環の単元群の位数と有限群の構造と密接に

関わっていることがわかる定理を紹介する.

定理 3.4 ([to79]). ”非可換単純群の位数が偶数である”ための必要十分条件は, ”奇数位数

の群 Gに対し, Ω(G)× = {±1Ω(G)}” となることである.

非可換単純群の位数が偶数であることは既に Feitと Thompsonによる奇数位数定理の

系として得られている, そのため奇数位数の群の Burnside環の単元群の構造は自明なも

のであることが分かる. しかし面白いことにこの”非可換単純群の位数が偶数である”こと

を予想したのは Burnsideなので, Burnside環を用いて Burnsideの予想を証明すること

が期待される. さらにそこから奇数位数定理の別証明が Burnside環を用いて出来る可能

性がある.

4 部分 Burnside環

Burnside環の単元を求めるための計算手法はあまり知られておらず, 群 Gの構造が複

雑になるほど難しくなってくる. そこで, 研究対象を少しでも小さくするために, Burnside

環の部分環を構成しつつ一般化する方法を述べる.

32



定義 4.1. Gの部分群の族 D が閉じているとは, 次の 2つの条件を満たすものとする.

• H ∈ D ⇒ Hg ∈ D ( ∀g ∈ G )

• H,K ∈ D ⇒ H ∩K ∈ D

特に, Gの閉じた部分群族 D が Gを含むとき, D をコレクションと呼ぶ.

定義 4.2 (一般 Burnside環と部分 Burnside環). Gを有限群とする. Gの閉じた部分群

に対し,
Ω(G,D) := ⟨[G/H] | (H) ∈ Dc⟩

を G の D に関する一般 Burnside 環と呼ぶ. 特に D がコレクションであるとき,

Ω(G,D)を部分 Burnside環と呼ぶ.

一般 Burnside環に対しても Burnside環同様に Burnside準同型 φD とマーク行列MD

を定義でき, それぞれ Gの D に関する Burnside準同型, マーク行列と呼ぶ.

Remark 4.3. 一般 Burnside 環は Burnside 環の単位的とは限らない部分環であり, 部分

Burnside環は必ず単位的部分環となる. 特に部分群族として D = Sub(G)のとき, 部分

Burnside環と Burnside環は一致する.

5 拡張版松田の定理

この章では拡張された松田の定理 ([Ma82, Theorem 4.1, 4.2])を紹介する.

定義 5.1 (基本コレクション). Gのコレクション D が基本コレクションであるとは, 次

の 3つの条件を満たすことを言う.

• 1 ∈ S.

• H ∈ S ならば H は正規部分群.

• 任意の H,K ∈ S に対し HK ∈ S.

ここで, HK = {hk|h ∈ H, k ∈ K}である.

Gを有限群, D を Gのコレクション, S を Gの基本コレクションとする. 各 H ∈ S に

対し,

SD(H) := {F ∈ D | H ≤ F, if H ′ ∈ S and H ≤ H ′ ≤ F, then H = H ′}.

と置く. SD(H)は閉じた部分群族なので, Ω(G, SD(H))は一般 Burnside環となる. 特に,

33



Ω(G, SD(H))が部分 Burnside環となるための必要十分条件は H = Gである.

松田の定理と同じような方法で, 次の定理が得られる.

定理 5.2 (拡張版松田の定理). Gを有限群とし, D を G のコレクションとする. さらに

S を G の基本コレクションとすると,

|Ω(G,D)×| = 2
∏

H∈S\{G}

|Ω(G, SD(H))|,

ここで
Ω(G,SD(H)) := {x ∈ Ω(G, SD(H)) | x2 + 2x = 0}.

さらに,

|Ω(G,D)×| = 2
∏

H∈S\{G}

∣∣∣(MSD(H))−1
(
Z′
2
|SD(H)|

)
∩ Z|SD(H)|

∣∣∣ ,
ここで MSD(H) は G　の SD(H)　に関するマーク行列であり, Z′

2 = {0,−2} ⊆ Zであ
る. 特に,

{−1Ω(G)} ∪
∪
H∈S

∪
x∈Ω(G,SD(H))\{0}

{1Ω(G) + x}

は丁度 Ω(G,D)× を生成する.

6 拡張版松田の定理の応用

この章では, 松田の定理を用いて得られた様々な結果を紹介する.

命題 6.1. Gを正規部分群とし, NS(G) を Gの正規部分群全体の集合とする. このとき,

|Ω(G,NS(G))×| = 2#{H≤G||G:H|≤2}.

さらに,
{−1Ω(G)} ∪ {uH | H ≤ G, |G : H| = 2}

は Ω(G,NS(G))× を生成する. ここで, uH = 1Ω(G) − [G/H]である.

Proof. 今 S := NS(G) とすると S は基本コレクションである. 各 H ∈ NS(G)\G に対
し, SNS(G)(H) = {H} より Ω(G,SNS(G)(H)) = Z · [G/H] となる. H は正規部分群な

ので,

|Ω(G, SNS(G)(H))| =

{
1 |G : H| ̸= 2,

2 |G : H| = 2,
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を得る.

この命題 6.1 は　 [Ma82, Example 4.5]　の拡張となっている. 実際次の系が得られる.

系 6.2. Gを有限可換群とする. このとき,

|Ω(G)×| = 2#{H≤G||G:H|≤2}.

補題 6.3. Gを有限群とし, N を G の正規部分群とする. このとき,

Ω(G/N) ≃ Ω(G, Sub(G)N ),

ここで Sub(G)N := {H ≤ G | N ≤ H}　である.

Proof. 対応定理より, すぐに計算で確かめられる.

次の補題もすぐに確かめられる.

補題 6.4. G1, G2 を有限群, D を G1 のコレクションとする. もし, 全射群準同型写像

f : G1 −→ G2 が存在するならば, G2 の部分群族

f(Dker f ) = {f(H) ≤ G2 | H ∈ D, ker f ≤ H}

はコレクションとなる.

この 2つの補題と, 拡張版松田の定理により, 以下が得られる.

定理 6.5 (W.). G1, G2 を有限群とし, D を G1 のコレクションとする.

f : G1 −→ G2 が全射群準同形写像ならば,

Ω(G1,Dker f ) ≃ Ω(G2, f(Dker f )),

ここで

Dker f := {H ∈ D | ker f ≤ H}.
f(Dker f ) := {f(H) ≤ G2 | H ∈ D, ker f ≤ H}.

さらに次の結果が得られる.

定理 6.6 (W.). Gを有限群とすると以下は同値である.

(1) G が非可換単純群ならば, |G|は偶数.

(2) |G|が奇数ならば, Ω(G)× = {±1Ω(G)}.
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(3) |G|が奇数ならば, Ω(G)× ≃ Ω(G,NS(G))×.

(4) |G|が奇数ならば, Ω(G)× ≃ Ω(G, Sub(G)G′)×.

ここで, NS(G) は Gの正規部分群の集合, Sub(G)G′ = {H ≤ G | G′ ≤ H}, G′ は Gの

交換子部分群である.

Proof. (1) ⇔ (2) は [to79] で示されている. 命題 6.1 より, |G| が奇数ならば
|Ω(G,NS(G))| = 2. よって (2) ⇔ (3). 補題 6.3より, Ω(G,GG′) ≃ Ω(G/G′). G/G′ は

可換群なので, 命題 6.1 より |Ω(G/G′)| = 2. したがって (2) ⇔ (4).

Burnside環に関する写像として次の興味深い写像がある.

定理 6.7 ([DSY92, Theorem 1.]). Cn を位数 nの巡回群, C := C|G| とする. さらに,

α = αG : Ω(C) −→ Ω(G)

を各 K ≤ Gに対し, φG
K(α(x)) = φC

C|K|
(x)で与えられる写像とする. このとき, 写像 α

は環準同形写像である. この写像を Frobenius-Wielandt 準同形写像と呼ぶ.

Frobenius-Wielandt 準同形写像と拡張版松田の定理を組み合わせることで次の結果を

得た.

定理 6.8 (W.). Gを位数 nの有限群, C を位数 nの巡回群とする. G がべき零群ならば,

α(Ω(C)×) ⊆ Ω(G,NS(G))×.

ここで NS(G)は Gの正規部分群全体, α は Frobenius-Wielandt 準同形写像である.

今までに現れた群構造と Burnside環との関係は可解性であったが, これによって新た

にべき零性との関わりも分かった.

参考文献

[Dr69] A. Dress : A Characterisation of Solvable Groups, Math. Z. 110 (1969), 213–

217.

[DSY92] Dress, A.W.M. ; Siebeneicher, C. ; Yoshida, T.: An application of Burnside

rings in elementary finite group theory, Adv. Math. 90 (1992), 27–44.

[Ma82] Matsuda, T.: On the unit groups of Burnside rings, Japan. J. Math. (N.S.)8

(1982), no. 1, 71–93.

36



[to79] tom Dieck, T. : Transformation Groups and Representation Theory, Lecture

Notes in Mathematics, 766, Springer, Berlin, 1979.

[Yo90] Yoshida, T. : The generalized Burnside ring of a finite group, Hokkaido Math.

J. 19 (1990), no. 3, 509–574.

37



Reduced Fock representation of the

Virasoro algebra

Hiro-Fumi YAMADA (Kumamoto University)

1 Excuse

The main body of this report is essentially due to Minoru Wakimoto
[W]. He considered the basic representation L(Λ0) of the affine Lie

algebra A
(1)
1 . He observed that the principal realization of L(Λ0)

admits an action of a larger algebra A
(1)
1 +Vir, which he calls the ex-

tended affine Lie algebra. Here Vir stands for the Virasoro algebra.
In this way one has the reduced Fock representation of the Virasoro
algebra. Wakimoto succeeded in the irreducible decomposition of it
by finding the highest weight vector of each irreducible component.
The reduced Fock representation of Vir is realized on the space of
polynomials, and the highest weight vectors are expressed in terms of
the Schur functions labeled by the 2-core partitions. This is already
beautiful and interesting. However, more amazingly, polynomials in
“ lower” components are nothing but the Hirota polynomials for
the BKP hierarchy. Once Wakimoto told me the story. At first, he
had no idea on Hirota polynomials living in the lower components.
He computed quite a few examples and made a phone-call to Ryogo
Hirota (1932-2015). Knowing that the first nontrivial polynomial is
of degree 6, Hirota answered that they must be BKP. At that time it
was already known that the Schur functions are deeply related with
the KP and the KdV hierarchies. And so I had some uncomfortable
feeling hearing that BKP appears in this A

(1)
1 context.

Now, after 35 years, I know that Schur’s Q-functions are suitable
for the BKP hierarchy. It is natural to understand Wakimoto ’s
theory in the framework of Q-functions and the basic representation

of D
(2)
2 , which is isomorphic to A

(1)
1 . The following is an attempt of

sweeping my embarrassment away.
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2 Reduced Fock representation

Everything is played on the polynomial ring of infinitely many vari-
ables:

V = R[tj ; j ≥ 1, odd] =
∞⊕

n=0

Vn,

where Vn denotes the space of homogeneous polynomials of degree
n, subject to the counting deg tj = j. We call this the reduced Fock
space. This space is equipped with a symmetric bilinear form

〈F, G〉 = F (2∂̃)G(t)|t=0,

where ∂̃ = ( ∂
∂t1

, 1
3

∂
∂t3

, 1
5

∂
∂t5

. . .). Define operators aj : Vn → Vn−j for
odd integers j by

aj =
√

2∂j =
√

2
∂

∂tj
, a−j =

j√
2
tj (j ≥ 1, odd).

These satisfy the Heisenberg relation:

[aj, ak] = jδj+k,0 id.

For integers k, define the operators Lk : Vn → Vn−2k by

Lk =
1

4

∑
j∈Zodd

: a−jaj+2k : +
1

16
δk0 id (k ∈ Z).

Here the symbol : ∗∗ : denotes the normal ordering:

: ajak : = ajak if j ≤ k, akaj if j > k.

These operators satisfy the Virasoro relation:

[Lk, Lm] = (k − m)Lk+m +
k3 − k

12
δk+m,0 id.

Namely we have a representation (π, V ) of the Virasoro algebra:

Vir =
⊕
k∈Z

R`k ⊕ Rz

by
π(`k) = Lk, π(z) = id.
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We call it the reduced Fock representation of the Virasoro algebra.
This is completely reducible, i.e., is decomposed into irreducible
components.

Here is concrete form of generators:

L0 =
1

2

∑
j≥1

jtj∂j +
1

16
,

L1 =
1

2
∂2

1 +
1

2

∑
j≥1

jtj∂j+2,

L2 = ∂1∂3 +
1

2

∑
j≥1

jtj∂j+4,

L−1 =
1

8
t21 +

1

2

∑
j≥3

jtj∂j−2,

L−2 =
3

4
t1t3 +

1

2

∑
j≥5

jtj∂j−4.

With respect to the bilinear form, we have a∗
j = a−j and hence

L∗
k = L−k. Namely the bilinear form is contravariant for the Vi-

rasoro operators. Therefore the reduced Fock representation (π, V )
is decomposed into irreducible components which are orthogonal to
each other.

We call a homogeneous polynomial f ∈ V a singular vector if
Lkf = 0 for k ≥ 1. A singular vector generates an irreducible
component of the reduced Fock representation, i.e.,

{L−k1L−k2 · · ·L−k`
f ; ` ≥ 0, k1 ≥ · · · ≥ k` ≥ 1 }

spans an irreducible highest weight representation with highest weight
vector f . By Kac character formula, each irreducible component
has formal character 1/φ(q2), where φ(q) =

∏∞
k=1(1− qk), the Euler

function.
To describe the highest weight vector, we recall Schur’s Q-functions.

For a strict partition λ = (λ1, . . . , λ`) of n, define

Qλ(t) =
∑

ρ

2b
`(λ)−`(ρ)+1

2
c ζλ

ρ

tm1
1 tm3

3 · · ·
m1! m3! · · ·

∈ Vn,

where the summation runs over all odd partitions ρ = (1m13m3 . . .)
of n, and ζλ

ρ denotes the spin character value of the symmetric group
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Sn, which is an integer. We need the sign alternation coming from

the isomorphism A
(1)
1 ' D

(2)
2 [NY]:

alt : V −→ V, F (t) 7→ F a(t)

with
F a(t) = F (t1,−t3,−t5, t7)

with reading tj as tj(mod 8). Here is an example.

Q(51)(t) =
1

180
t61 +

1

6
t31t3 − t23 − t1t5,

and

Qa
(51)(t) =

1

180
t61 −

1

6
t31t3 − t23 + t1t5.

Reflecting the orthogonality relation of spin characters of the
symmetric group, the Q-functions satisfy the orthogonality relation:

〈Qa
λ, Q

a
µ〉 = 0 if λ 6= µ

This means that the Q-functions form an orthogonal basis for the
reduced Fock space V .

Strict partitions are illustrated as bead-configurations on the fol-
lowing abacus:

1 3

2

4 5 7

6

8 9 11

10

12 13 15

14
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Given a bead-configuration on the abacus. Consider the following
types of up-moves (resp. down-moves) of the beads:

(1) Move a bead one place up (resp. down) on a runner.

(2) Remove (resp. put) a bead on the position 2.

(3) Remove (resp. put) two beads from (resp. to) the positions 1
and 3 simultaneously.

In any move, beads should not overlap at the same position, because
a bead-configuration indicates a strict partition.

A bead-configuration from which no up-moves can be achieved is
called a hard-core. One easily sees that the set of the hard-cores is

HC = {∅, Lr, Rr ; r ≥ 1},
where

Lr = (4r − 3, 4r − 7, . . . , 5, 1), Rr = (4r − 1, 4r − 5, . . . , 7, 3).

Namely, a hard-core is a filling of beads from the top to some place
without gap on one of the runners of 1, 3. Note that |Lr| = r(2r−1)
and |Rr| = r(2r + 1).

Theorem 1 (Wakimoto[W] 1983, rephrased by Yamada).

LkQ
a
λ = 0 (k ≥ 1)

for λ ∈ HC.

Let denote by V (λ) the irreducible highest weight subrepresen-
tation of V generated by the singular vector Qa

λ(t) (λ ∈ HC). Using
the Gauss identity, one computes the character of the direct sum of
all found irreducible components as follows.

∑
λ∈HC

ch(V (λ))q|λ| =
1

φ(q2)

∞∑
r=0

q
r(r+1)

2

=
1

φ(q2)
· φ(q2)2

φ(q)

=
φ(q2)

φ(q)
= ch(V ).
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This completes the irreducible decomposition:

V =
⊕
λ∈HC

V (λ).

For a given strict partition µ, apply consecutive up-moves until the
stalemate. The resulting configuration is a hard-core. This is called
the hard-core of µ. Namely, each strict partition has its own hard-
core. For λ ∈ HC denote by SPλ the set of strict partitions whose
hard-core is λ.

Theorem 2. For each hard-core λ, the irreducible component V (λ)
has an orthogonal basis consisting of Q-functions:

{Qa
µ(t); µ ∈ SPλ}.

3 Hirota polynomials

We recall a remarkable observation of Wakimoto in 1983 [W]. Al-
though this has been proved by using vertex operators [Y], I am
still puzzled by the relation of the Virasoro algebra and this kind of
integrable systems.

Consider

V (∅)⊥ =
⊕

λ∈HC,λ6=∅

V (λ) =
⊕

λ∈HC,λ 6=∅

⊕
µ∈SPλ

R Qa
µ(t).

Take a polynomial P (t) ∈ V (∅)⊥. Then the Hirota bilinear equa-
tions

P (
√

2D̃) τ · τ = 0

are the KP hierarchy of type B (BKP for short). Here D̃ =
(D1,

1
3
D3,

1
5
D5, . . .) denotes the Hirota bilinear differential operator.

This means that the BKP hierarchy is nothing but the orthogonal-
ity relation of the Virasoro representation, or more basically, that
of the spin characters of the symmetric group. Here is an example.
Take Qa

(51)(t), the highest weight vector of the irreducible component

V (L2). Then

Qa
(51)(

√
2D̃) =

2

45
(D6

1 − 5D3
1D3 − 5D2

3 + 9D1D5).
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This is the first nontrivial Hirota polynomial for the BKP hierarchy.
Hirota polynomials of low degrees for KP, mKP, KdV and BKP
hierarchies are tabulated in [JM].

There is one more rather vague remark. We call a homogeneous
polynomial f ∈ V a quasi-singular vector if L1f = 0. The following
is contained in the full set of the quasi-singular vectors:

{Qa
λ(t) ; λ ∈ HC} ∪ {QBr(t) ; r ≥ 1 },

where Br = (2r − 1, 2r − 3, . . . , 3, 1). For example

QB2(t) =
1

12
t41 − t1t3

.
That QBr(t) is quasi-singular is proved in [IMNY]. We know that

QB2(D̃) =
1

12
(D4

1 − 4D1D3)

is the first Hirota polynomial for the KdV hierarchy. It is plausible
that the Hirota bilinear equations for the KdV hierarchy are

Qλ(D̃) τ · τ = 0

for the strict partitions λ with at least one odd part. Therefore the
KdV hierarchy, too, could be viewed from the Virasoro representa-
tion.
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ユニタリ群上の大対蹠集合とHamming cube

栗原　大武

北九州工業高等専門学校生産デザイン工学科一般科目

1 序

まずこの報告書で扱う記号を整理しておく. nは 2以上の整数とし, [n] :=

{1, 2, . . . , n} とおく. 2[n] を [n] の冪集合とする. 集合 X に対して
(
X
2

)
:=

{{x, y} |x, y ∈ X, x ̸= y} とする. また (Zn)+ := {λ = (λ1, λ2, . . . , λn) ∈
Zn | λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn}とする.

1977年に Delsarte-Goetals-Seidel [4]によって球面上のデザイン理論が与

えられ, その後さまざま多様体上でデザイン理論が考えられてきた. 特に多

様体の中でもコンパクト対称空間についてはその上でのデザイン理論が数多

く研究されている. この報告書ではコンパクト対称空間としてユニタリー群

U(n)の場合を考える. U(n)の中の性質の良い有限部分集合に大対蹠集合と

呼ばれるものがある. 今回大対蹠集合がデザインとしてはどのようなものに

なるかを調べる. この話はコンパクト対称空間として球面の場合で言えば, Sn

の中の対蹠点 {x,−x}がHarm2k+1(S
n) (k = 1, 2, . . .)に関するデザインにな

ることに対応する. また U(n)の大対蹠集合に自然な距離構造を入れること

で Hamming cubeグラフと呼ばれる良く知られたグラフになる. その観点か

ら U(n)と Hamming cubeの調和解析の関係を調べる.

2 対称R空間と対蹠集合

最初に対称空間について述べる.

定義 2.1. リーマン多様体 (M, g)が対称空間であるとは以下の条件を満たす

こと: 各点 x ∈M に対して点対称 sx が存在する. ただし点対称とは,

(1) sx : M →M は等長変換,

(2) sx ◦ sx = idM ,

(3) xは sx の孤立不動点.

1
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M の等長変換群 Isom(M)は Lie変換群であり, M に推移的に作用する. 一

方でリーマン対称空間は特別なリー群の組とみなせる. Gを連結リー群, K

を Gの閉部分群とする. これらの組 (G,K)が次の条件を満たすときこの組

をリーマン対称対という：

(1) 次の条件を満たす対合 σ : G → G が存在する：Fix(σ,G)0 ⊂ K ⊂
Fix(σ,G). ただし Fix(σ,G)はGの σによる固定部分群, Fix(σ,G)0は

Fix(σ,G)の単位元を含む連結成分である.

(2) K はコンパクト.

リーマン対称空間M は Isom(M)から自然にリーマン対称対を構成できる.

一方でリーマン対称対 (G,K)からは等質空間G/Kと対合 σを考えることで

逆にリーマン対称空間を得る.

定義 2.2. M を連結なコンパクト対称空間とし, sxを xでの点対称とする. M

の部分集合Sが対蹠集合であるとは以下の条件を満たすこと: 任意の x, y ∈ X

に対して, sx(y) = yが成り立つ.

M はコンパクトであり, 各点 x ∈ M は sx の孤立不動点なので, 対蹠集合

は有限集合になる. Chen–Nagano [3]はM の 2-numberを

♯2M := max{#S | S is an antipodal set in M },

として定めた. |S| = ♯2M である対蹠集合 S を大対蹠集合と呼ぶ. コンパク

ト対称空間の中で “良い”性質を持ったものを対称 R空間という. この報告

書の中では定義は述べず, 今回の話題に関連する結果のみを紹介する. 対称

R空間について定義やその他の性質については, Nagano [7], Takeuchi [10],

Faraut, et al. [5, §II.1 in Part II]などを参考にせよ.

事実 2.3 (Takeuchi [12]). M が対称 R空間であるとき,

♯2M = dimH∗(M,Z2)

が成り立つ. ただしH∗(M,Z2)は Z2 係数のM のホモロジー群である.

事実 2.4 (Sánchez [9], Tanaka–Tasaki [13]). M = G/K が対称 R空間であ

るとき, 次が成り立つ：

(1) M の極大対蹠集合は全て大対蹠集合である. すなわちM の任意の対蹠

集合 S0 に対して, S0 ⊂ S となる大対蹠集合 S が存在する.

(2) M の大対蹠集合はG作用を除き一意的である. すなわち, M の任意の

2つの大対蹠集合 S, S′ に対して, S′ = gS となる g ∈ Gが存在する.

2
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この報告書では空間 M がユニタリ群 U(n) の場合を考える. U(n) は以

下の対称対との対応により対称空間とみなせる. U(n) × U(n) 上の写像

σ : (g1, g2) 7→ (g2, g1) は U(n) × U(n) の対合的自己同型であり, σ の固定

部分群は diagU(n) := {(g, g) | g ∈ U(n)} である. このとき (U(n) ×
U(n),diagU(n)) はリーマン対称対である. 今後 G := U(n) × U(n) and

K := diagU(n)とする. さらに U(n)は対称 R空間であることも知られてい

る. 事実 2.4より U(n)上の大対蹠集合の構造は一意的であり, またその構造

は以下のようになることが容易に確かめられる：

S :=




ϵ1 0 · · · 0

0 ϵ2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 . . . ϵn


∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ϵ1, ϵ2, . . . , ϵn ∈ {±1}

 .

dist : U(n) × U(n) → R≥0 を U(n)上の距離関数とする. 大対蹠集合 S に

関して, U(n)上で S の最小距離を以下のように定義する：

distmin(S) := min{dist(x, y) |x, y ∈ S, x ̸= y}

distmin(S)により S に距離構造を入れることより, 次を得る.

定理 2.5 (栗原-奥田 [6]). E := {{x, y} ∈
(
S
2

)
|dist(x, y) = distmin(S)}とす

るとき, (S,E)は Hamming cube Qn である.

なお [6]において, 他の対称 R空間の大対蹠集合についてもそれぞれに応

じた距離正則グラフの構造が自然に得られることも述べてある.

• Grk(Fn)の大対蹠集合 (F = R,C,H) ↔ Johnson graph J(n, k)

• SO(2n)/U(n)の大対蹠集合 ↔ Halved Hamming cube 1
2Qn

など.

3 Schur polynomials

ここではヤング図形, 半標準盤, Schur多項式について復習をする.

3.1 半標準盤

mを正整数とする. 整数 mの n個の分割 λ = (λ1, λ2, . . . , λn) に対して,

mj(λ) := #{i | λi = j}とおき, これを重複度という. 今後 λとヤング図形

は同一視する. 写像 T : λ→ [n]が以下の条件を満たすとき, T を λの半標準

盤と呼ぶ：

3
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• Ti,j ≤ Ti,j′ for (i, j), (i, j
′) ∈ λ with j < j′,

• Ti,j < Ti′,j for (i, j), (i′, j) ∈ λ with i < i′.

SSTn(λ)を λの [n]に関する半標準盤全体の集合とする.

例 3.1. SST3((3, 1, 0))は以下の 15個の集合からなる.

SST3((3, 1, 0)) = {
1 1 1
2 ,

1 1 1
3 ,

1 1 2
2 ,

1 1 2
3 ,

1 1 3
2 ,

1 1 3
3 ,

1 2 2
2 ,

1 2 2
3 ,

1 2 3
2 ,

1 2 3
3 ,

1 3 3
2 ,

1 3 3
3 ,

2 2 2
3 ,

2 2 3
3 ,

2 3 3
3 }

3.2 Schur多項式

x = {x1, x2, . . . , xn}を変数の集合とし, λ = (λ1, λ2, . . . , λn) に対して x

の交代式 aλ を

aλ = det(x
λj

i )

で定義する. 特に δ = (n− 1, n− 2, . . . , 0) のときは aδ はVandermondeの行

列式になる. λ+ δ := (λ1 + n− 1, λ2 + n− 2, . . . , λn) とおき,

sλ :=
aλ+δ

aδ

とすることで sλ は xの対称多項式となる. これを Schur多項式と呼ぶ.

Schur 多項式は半標準盤を用いて表示できることが知られている. T ∈
SSTn(λ)に対して, xT :=

∏n
i=1 x

#T−1(i)
i とおく.

事実 3.2 ([8]). sλ(x) =
∑

T∈SSTn(λ)
xT である.

例 3.3. 例 3.1により, 次を得る.

s(3,1,0)(x1, x2, x3) =x
3
1x2 + x31x3 + x21x

2
2 + x21x2x3 + x21x2x3 + x1x

3
2 + x1x

2
2x3

+ x1x
2
2x3 + x1x2x

2
3 + x1x2x

2
3 + x1x

3
3 + x32x3 + x22x

2
3 + x2x

3
3

=
∑
i,j

x3ixj +
∑
i,j

x2ix
2
j + 2

∑
i,j,k

x2ixjxj .

4 再生核

4.1 再生核の定義

ここでは簡単のために,コンパクト群G（有限群も含む）とその閉部分群Kに

限った話を行う. より詳しい話はBekka-de la Harpe-Grigorchuk [2]を見てい

ただきたい. X = G/Kとおき, µをX上のコンパクト台を持つ正のG不変測

度, πをヒルベルト空間をL2(X,µ)とするGの標準的なユニタリー表現とする.
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πの中の既約表現Hを一つ固定し, HK := {ψ ∈ H | π(k)ψ = ψ for all k ∈ K}
とおく. さらに今 dimC HK = 1 という仮定もつけておく. なお, (G,K)が対

称対でHが既約表現であるときは上の性質を満たすことが知られている.

Hに以下のような標準的な内積を定義する：

⟨ϕ |χ⟩ :=
∫
X

ϕ(x)χ(x)dµ.

このとき Riesz の表現定理より各 x ∈ X に対して次の条件を満たす関数

φx ∈ Hがただ一つ存在する：各 ϕ ∈ Hに対して, ϕ(x) = ⟨ϕ |φx⟩. 再生核
Φ: X ×X → Cを Φ(x, y) := ⟨φy |φx⟩ = φy(x)により定める. このとき定義

から Φは次の性質を持つことがわかる.

ϕ(x) = ⟨ϕ |Φ(·, x)⟩ for all ϕ ∈ H and x ∈ X. (1)

HK の中から単位ベクトル ξを一つ選び固定する. Hの帯球関数 f : G→ C
を

f(g) = ⟨π(g)ξ | ξ⟩;

により定義する. このとき f は両側K 不変関数となる. ω ∈ X を標準的な基

点とする. つまり X = G/K と見たとき, ω = K ということである. 再生核

と帯球関数には次の関係がある.

命題 4.1 ([2]).

Φ(gω, g′ω) =
dimC H
µ(X)

f(g−1g′) and ξ(gω) =

√
dimC H
µ(X)

f(g−1)

for all g, g′ ∈ G.

4.2 Hamming cubes

X を 2 元集合 {1,−1} の n 回直積集合とする. Hamming cube Qn =

(X,E) を以下のようなグラフとして定義する：頂点集合は X とし, 2 頂点

x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ∈ X の隣接関係 E を

(x, y) ∈ E ⇔ #{i | xi ̸= yi} = 1

により定める. ∂ を Qn の path-distance とするとき, ∂(x, y) = j と #{i |
xi ̸= yi} = j が同値であることはよく知られている.

次にQnの調和解析について考える. Qnには対称群 S2と Snの wreath積

が推移的に作用しており, 4.1節の枠組みにおいて, (G,K) = (S2 ≀ Sn, Sn)と

表せる. 以下で L2(Qn)の S2 ≀ Sn による既約表現分解を直接与える. C(X)

をX 上の C値関数からなるベクトル空間とする. C(X)に標準的な内積を

(f, g) =
1

2n

∑
x∈X

f(x)g(x) for f, g ∈ C(X).
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により定める. なお, Xは有限集合で測度は point massを考えるのでL2(Qn)

は C(X)のまま表すことにする. 各 i = 1, 2, . . . , nに対して, εi ∈ C(X)を

xの i成分の射影とする. すなわち εi(x1, x2, . . . , xn) = xi とする. また各

α ∈ 2[n] に対して

εα :=
∏
i∈α

εi.

とする. このとき直接計算により {εα}α∈2[n] は C(X)の正規直交基底である

ことが確かめられる. 各 j = 1, 2, . . . , nに対して, Vj := SpanC{εα |#α = j}
とおく. すると dimVj =

(
n
j

)
, C(X) =

⊕n
j=0 Vjが成り立つ. Φj : X×X → C

を Vj の再生核とする. このとき ∂(x, y) = uである x, y ∈ X に対して

Φj(x, y) =

min{u,j}∑
k=0

(−1)k
(
u

k

)(
n− u

j − k

)
であることがわかる. この右辺を変数 uに関する Krawtchouk 多項式と呼び,

今後Kj(u)で表す.

4.3 ユニタリー群

U(n)はコンパクトリー群であり, その既約表現はよく研究されている. こ

こでは詳しく述べないが最高ウエイト理論により, U(n)の既約表現の同値類

の集合 Û(n)は λ ∈ (Zn)+ と一対一対応がついている. またWeylの次元公

式により indexが λ ∈ (Zn)+ の既約表現 Vλ の次元は

dimC Vλ =
∏

1≤i<j≤n

λi − λj + j − i

j − i
. (2)

であることが知られている. この計算例として, λ = (1ℓ) := (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
ℓ

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−ℓ

)

のときは dimC Vλ =
(
n
ℓ

)
となる.

U(n) には直積群 U(n) × U(n) が自然に作用し, それにより C(U(n)) を

U(n)×U(n) の (無限次元)表現とみなすことができる. ここで各 λ ∈ (Zn)+

について, Vλ ⊠ V ∨
λ は U(n) × U(n) の既約表現となる. ただし, V ∨

λ は Vλ

の反傾表現とする. Hλ を Vλ ⊠ V ∨
λ と同型な C(U(n)) の部分表現とする.

Peter-Weyl の定理により, そのような空間は一意に定まり, かつ

C(U(n)) ⊃
dense

⊕
λ∈(Zn)+

Hλ

が成り立つ.

各 λ ∈ (Zn)+ に対して Φλ : U(n) × U(n) → C をHλ の再生核とする. こ

のとき帯球関数 f は既約表現 πλ を用いて

fλ(g1, g2) = πλ(t1, t2, . . . , tn),

6
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と書けることが知られている. ここで t1, t2, . . . , tnは g−1
1 g2の固有値である.

したがって

Φλ(g1, g2) = dimC Hλfλ(g
−1
1 g2) (3)

を得る.

5 主結果

定義 5.1. λ ∈ (Zn)+ を一つ固定する. このとき U(n)の有限部分集合 X が

λ-designであるとは以下を満たすこと：∫
U(n)

fdµ =
1

#X

∑
x∈X

f(x)

for any f ∈ Hλ. なお µは U(n)上の正規化した Haar測度である.

Remark 5.2. λ = (0, . . . , 0)のときはH(0,...,0)は U(n)上の定数関数からな

る集合となるので, U(n)の任意の有限部分集合は (0, . . . , 0)-designである.

再生核や Schur多項式を用いた λ-designの同値条件が知られている. 以下

でそれを紹介する.

命題 5.3. λ ∈ (Zn)+ with λ ̸= (0, . . . , 0)を一つ固定する. U(n)の有限部分

集合X に対して以下は同値：

(1) X は λ-design.

(2) X は以下を満たす. ∑
x,y∈X

Kλ(x, y) = 0.

(3) X は以下を満たす. ∑
x∈X

πλ(x) = 0.

λ ∈ (Zn)+ と k ∈ Zに対して, λ + 2k := (λ1 + 2k, . . . , λn + 2k) ∈ (Zn)+

とおく. このとき次が成り立つ.

補題 5.4. λ ∈ (Zn)+ と k ∈ Zと大対蹠集合の任意の要素 x ∈ S に対して,

sλ+2k(x) = sλ(x)

が成り立つ. したがって大対蹠集合 Sが λ-designならば, Sは λ+2k-design

でもある.
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Proof. x = (ϵ1, ϵ2, . . . , ϵn), ϵi = ±1とするとき,

sλ+2k(x) =
aλ+δ+2k(x)

aδ(x)

=
1

aδ(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ϵλ1+n−1+2k
1 ϵλ1+n−1+2k

2 · · · ϵλ1+n−1+2k
n

ϵλ2+n−2+2k
1 ϵλ2+n−2+2k

2 · · · ϵλ2+n−2+2k
n

...
...

. . .
...

ϵλn+2k
1 ϵλn+2k

2 · · · ϵλn+2k
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= ϵ2k1 ϵ
2k
2 · · · ϵ2kn

1

aδ(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ϵλ1+n−1
1 ϵλ1+n−1

2 · · · ϵλ1+n−1
n

ϵλ2+n−2
1 ϵλ2+n−2

2 · · · ϵλ2+n−2
n

...
...

. . .
...

ϵλn
1 ϵλn

2 · · · ϵλn
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ϵ2k1 ϵ

2k
2 · · · ϵ2kn

aλ+δ(x)

aδ(x)

= sλ(x).

であることから従う.

(Zn)+ に以下のような同値関係を入れる：

λ ∼ λ′ ⇔ ∃k ∈ Z s.t. λ′ = λ+ 2k

[λ]を上で入れた同値関係による λを含む同値類とする. 補題 5.4より, 大対蹠

集合に対しては [λ]-designを定義することができる. 一方で, [(λ1, λ2, . . . , λn)]

の偶奇を代表元 λの成分の総和
∑

i λi により定める. これは明らかに well-

definedである. また [λ]に対して, λn = 0, 1となる (λi) ∈ [λ]がただ一つ定

まる. 今後はこれを λrep と表す.

補題 5.5. (0, . . . , 0) /∈ [λ]である [λ]を一つ固定する. λrep ∈ [λ] と大対蹠集

合 S に関して次は同値：

(1) S は [λ]-design,

(2) 各 T ∈ SSTn(λrep) with weight w(T ) := (µ1, µ2, . . . , µn)に対して, µi

が奇数となる i = 1, 2, . . . , nが存在する.

この証明は SSTを用いた Schur多項式と S の定義より容易に従う.

これから大対蹠集合が何 designなのかについて言及する. まずはHamming

cubeの再生核との関係を調べることで特定のλが大対蹠集合と相性が良いこと

を見ていく. (1j) := (1, 1, . . . , 1, 0, 0, . . . , 0) ∈ (Zn)+に対して, K(1j)をH(1j)

の再生核とする. このとき, dist(x1, y1) = dist(x2, y2)ならば, K(1j)(x1, y1) =

K(1j)(x2, y2)であることに注意する（なおこの性質は一般の λに対しても成

り立つ）.
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定理 5.6. K(1j)の定義域を S×Sに制限すると, K(1j)|S×SはHamming cube

の再生核Kj と一致する. すなわち, dist(x, y) = n − uである x, y ∈ S に対

して, K(1j)(x, y) = Kj(x, y) = Kj(u) (Krawtchouk poly.) が成り立つ.

Proof. K(1j)(x, y)を直接計算することで得られる.

Hamming cubeの再生核の性質より容易に次の結果を得る.

系 5.7. 大対蹠集合 S は [(1j)]-designである.

次に [λ]の偶奇に注目して大対蹠集合が何 designなのかを述べる.

補題 5.8. U(n)上の大対蹠集合 S に対して次が成り立つ.

(1) [λ]が奇数ならば, S は [λ]-designである.

(2) S が [λ]-designとなる偶数の [λ]は高々有限個しかない.

Proof. (1) [λ]が奇数ならば,
∑

i λi =
∑

i µi より必ず奇数の µi が存在する.

したがって補題 5.5から S は [λ]-designであることを得る.

(2) nによる帰納法で証明をするが冗長であるためこの報告書においては省

略する.

以下では小さい nに対して, Sが [λ]-designとなる偶数 [λ]を分類した結果

を記載する. なお n ≥ 5以上では計算機を用いて分類した.

例 5.9. 各 nに対して, U(n)上の大対蹠集合 S が [λ]-designとなる偶数 [λ]

は以下の通りである.

n [λ]

2 [(1, 1)] (1 class)

3 [(1, 1, 0)], [(2, 1, 1)] (2 classes)

4 [(1, 1, 0, 0)], [(2, 1, 1, 0)], [(1, 1, 1, 1)], [(3, 1, 1, 1)], [(2, 2, 1, 1)], [(3, 3, 3, 1)] (6 classes)

5 [(1, 1, 0, 0, 0)], [(2, 1, 1, 0, 0)], [(1, 1, 1, 1, 0)], [(3, 1, 1, 1, 0)], [(2, 2, 1, 1, 0)], [(3, 3, 3, 3, 0)],

[(2, 1, 1, 1, 1)], [(4, 1, 1, 1, 1)], [(3, 2, 1, 1, 1)], [(2, 2, 2, 1, 1)], [(3, 3, 3, 2, 1)], [(4, 3, 3, 3, 1)]

(12 classes)

6 (26 classes)

7 (48 classes)

8 (91 classes)

9 (158 classes)

問い 5.10. 1, 2, 6, 12, 26, 48, 91, 158, . . .という数列に何か意味はあるか. な

おOEISに似たような数列が存在するが完全に一致してはいない. (cf. OEIS

A246584, number of overcubic partitions of n; 1, 2, 6, 12, 26, 48, 92, 160, . . .)

9
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調和解析的視点からの有限群の部分集合による近似
広島大学理学研究科専攻修士 2年

梶浦　大起 (hikajiura@hiroshima-u.ac.jp)

0 記号のお約束
Gを有限群，X ⊂ G（構造には頓着しないことに注意），f ∈ CG，χρ を表現 ρに対応する指標，

Ĝを Gの既約表現の共役類全体，1G は（既約な）自明表現とする。

1 本講演の問題と予備知識
最初に，標語的な形で本講演で紹介する問題とその（部分的な）答えを述べる:
本講演の問題と答え� �
問題 G上の平均を X 上の平均で近似するとき，Gの近似しやすさを決定するGの性質は何か？
答え X の近似の上手さに関する尺度をひとつ定義し，次のような性質を満たすことを示した:

共役類が多い Gは近似しやすい。� �
もう少し詳細に問題を述べる。G上の平均 µ(f ;G)と X 上の平均 µ(f ;X)は次で定義される:

µ(f ;G) :=
1

#G

∑
x∈G

f(x), µ(f ;X) :=
1

#X

∑
x∈X

f(x).

このとき，µ(f ;G)を µ(f ;X)で近似するときの誤差，すなわち

Error(f ;X) := |µ(f ;G)− µ(f ;X)|

がより小さくなるのはどのような群 Gか？ という問題である。
Error(f ;X)は f と X どちらにも依存するため，誤差にどれくらい X の近似の上手さが寄与する

かを考えることが難しい。そこで，少々技巧的であるが，Peter–Weylの定理による分解 f =
∑

ρ∈Ĝ fρ

を考え，自明表現に対応する部分*1以外の L2-ノルムの和 ‖f‖Ĝ を f の尺度とする*2。
このとき，次の定理から我々は X の近似の上手さに関する尺度をひとつ定義することができる:

結果 1（有限群上の Koksma-Hlawka型不等式） f ∈ CG と X ⊂ G について，次の不等式が成り
立つ:

Error(f ;X) ≤ ‖f‖Ĝd(X).

ここで，‖f‖Ĝ と d(X)は次で定義される:

‖f‖Ĝ :=
∑
ρ∈Ĝ
ρ 6=1G

‖fρ‖, d(X) := max
ρ∈Ĝ
ρ 6=1G

√
dim ρ

#X2

∑
x,y∈X

χρ(xy−1).

また，fρ は f の Peter-Weylの定理による分解 f =
∑

ρ∈Ĝ fρ とする。

この結果から，本講演では「Gを上手く近似できる X」とは「同濃度の部分集合の中で d(X)が最小
になるもの」であると考え，その尺度を使って Gを上手く近似できる X を調べる。

*1 すなわち，定数函数部分であり，µ(f ;G)と一致する。
*2 これは f の「変動」のようなものがどれくらい大きいかということを表すような尺度であると思える。
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2 本講演の背景
ここでは，Koksma-Hlawka型不等式を示した背景について述べる。まず最初に，区間 [0, 1)s 上の

“よい”実函数空間 H（少なくとも，可積分は要求されているものとする）におけるMonte Carlo積
分を以下で定義する:

定義 2（Monte Carlo積分） f ∈ H について，f のMonte Carlo積分 I(f)は次で定義される:

IX(f) :=
∑
x∈X

f(x)

ここで，X は [0, 1)s 上で “ランダムに選んだ”点集合である。

このMonte Carlo積分はシミュレーション等で様々な工学領域に応用されている。MonteCarlo積
分の収束の速さについて，次のような定理が一般に知られている:

結果 3（Monte Carlo積分の収束の速さ [2]）
∣∣∣∣∣
∫
[0,1)2

f(x)dx− IX(f)

∣∣∣∣∣ = O(#X−1/2)

これはつまり “ランダムに選んだ” 場合は，真の積分値との誤差について 1 桁増やすためには
100 倍の点集合が必要であるということである。これは実用上大きな痛手となりやすい。そのため，
quasi-Monte Carloでは，“ランダムに選ぶ”のではなく，H の元に都合が良い点集合を決定論的に選
ぶことでより高速な収束を実現することを研究している。
そこで知られている古典的な定理として Koksma-Hlawkaの不等式がある:

結果 4（Koksma-Hlawkaの不等式 [1]） H を区間 [0, 1) 上の “全変動有界” な関数のなす空間とす
る。また，X ⊂ [0, 1)を有限部分集合としたとき，任意の f ∈ H に対して，∣∣∣∣∣

∫
[0,1)2

f(x)dx− IX

∣∣∣∣∣ ≤ V (f)D?(X)

ここで，V (f) は f の “全変動” とし，D?(X) は star-Discrepancy と呼ばれる X に関する尺度で
ある。

この定理に関して，充分濃度が大きな X について，D?(X) = O((log #X)s/#X) を満たす点列
（すなわち，“ランダムに選ぶ”よりちょっとだけ効率の良い点列）の構成法などが示されている [1]。さ
らに H を再生核 Hilbert空間などに限定することで，再生核を用いてより tightな Koksma-Hlawka
型の不等式を示すことなども研究されている [2]。

3 近似しやすい Gの性質について
d(X)の下限について次のような定理がある:

定理 5 X ⊂ Gについて次の不等式が成り立つ:

d(X) ≥

√
#G− #X

#X2(C − 1)
.

ここで，C は Gの共役類の個数である。また，等号成立は各 ρ ∈ Ĝで
∑

x,y∈X χρ(xy
−1)が一致す

るときに限る。
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この定理は有限群 Gそのものに関する「Gの近似しやすさ」みたいなものを理解する不等式とも
思える。具体的にいうと，Gの共役類が多ければ多いほど d(X)の下限が小さくなり，d(X)がより
小さいX（つまり，上手に近似できるX）が存在する可能性があるということがわかる。実験的にも
S3 と Z/3Zでは Z/3Zの方がより近似しやすい（つまり，同濃度では d(X)が小さくなることが多
い）ことを示した。
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1 Introduction
Quantum walks are the quantum version of classical random walks. There have been many studies about dif-
ferent kinds of quantum walks for years while one of them is ”Grover walks”, a widely studied quantum walk.
For example the Grover walk on a connected graph from the view point of an application to graph isomorphism
problem was studied by Emms, Hancock, Severeni and Wilson [4] in the year 2006 and it has been very useful
in several practical applications such as the study of quantum search algorithms [5].

A tailed quantum walk model is introduced and studied by Feldman and Hillery [1] [2]. In these papers
the authors suggest the study of l∞ space which is used in studying the resonant-tunneling phenomenon of
quantum walks by Matsue, Matsuoka, Ogurisu and Segawa [6]

In this paper, we restrict our discussion into the tailed model of the Grover walk and we extend the model
into a walk with several tails connected to a finite graph. In section 2, we introduce our model and some known
results in the model, where in section 3 we discuss the walk on hypercubes and in section 4 we extend our
results to distance regular graphs.

Let G = (V,E) be a connected graph, A be the set of arcs induced by E. For any a ∈ A, we denote the inverse
arc of a by a, origin of a by o(a) and the terminal of a by t(a). We have that o(a) = t(a), t(a) = o(a) ∈ A. The
state space of the Grover walk is generated by the arc set A induced by the set of edges E.

Definition 1 The dynamics of the Grover walk is defined by the unitary operator U on A defined as follows.

∀ a, b ∈ A

Uab =


2

deg(t(b)) − δab if o(a) = t(b)

0 otherwise

where deg(u) is the degree of the vertex u in G.

Let ψn be the state of the walker at time step n. Then we have the following.

∀n ∈ Z+, ψn = Uψn−1

It follows that for any given initial state ψ0, we have the following.

∀n ∈ Z+
0 , ψn = Unψ0

By the above definition, we have the following expression. For any l2(A),

(Uψn)(a) =
∑

b:t(b)=o(a)

(
2

deg(t(b)) − δab

)
ψn−1(b) (1)

1
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In general, the above mentioned Grover walk on a finite graph does not converge to a stationary state be-
cause U is unitary and hence the spectrum of U lies on the unit circle. We modify the walk in a way that the
walk converges to a stationary state.

2 Tailed Grover model on Graphs
Let G0 = (V0, E0) be a finite connected graph and A0 be the arc set induced by E0. We join a semi-infinite
length path, called the input tail, by the vertex at the finite end to an arbitrary vertex in G0. We denote this
path by P+ and the common vertex by u+. i.e. u+ ∈ V0 ∩ V (P+) where V (P+) is the vertex set of P+. Other
than this input tail, we join semi-infinite paths, called the output tails, to the chosen vertices in G0.

Let G̃ = (Ṽ , Ẽ) be the total graph we get by joining the infinite tails to G0 and Ã be the arc set induced
by Ẽ. Let v0 = u+, v1 ∈ V (P+) such that v1 is adjacent to v0, v2 ∈ V (P+) such that v2 is adjacent to v1 and
so on. We set the initial state ψ̃0 defined on Ã as follows. For any a ∈ Ã

ψ̃0(a) =
{

1 if o(a) = vn and t(a) = vn−1 for somen

0 otherwise

This initial state provides a continuous constant input to the graph throughout each time step through the
input tail P+. We study the dynamics of this walk in various classes of graphs with the various configurations
of output tails as well as the walk in a general graph. In this study, the following are known by the forthcoming
paper [3].

Theorem 1

1.
lim
n→∞

Unψ0 = ∃ψ∞

2. If δV ⊂ V0 be the set of vertices connected to tails. Then ∀a ∈ Ã, ψ∞(a) + ψ∞(a) = 2
|δV |

Remark that the stationary state ψ∞ satisfies the condition, Uψ∞ = ψ∞. In particular, by equation (1) we
have the following expression.

(Uψ∞)(a) =
∑

b:t(b)=o(a)

(
2

deg(t(b)) − δab

)
ψ∞(b) (2)

3 Tailed Grover model on Hypercubes
We denote the d-hypercube by H(d, 2) in terms of the Hamming graph. We know that H(d, 2) is d-regular and
has the diameter d. Moreovere it is a distance regular graph and has a high symmetricity. We use these facts
to compute the stationary distribution in some special cases.

We use the following notation to study the walk when G0 = H(d, 2).

For given j ∈ Z such that 0 ≤ j ≤ d,

Γj = {v ∈ V0 : dist(v, u+) = j}

It is clear that |Γj | =
(
d
j

)
. Also we can state that, for given v ∈ Γj with j > 0, | {w ∈ Γj−1 : w ∼ v} | = j and

for given v ∈ Γj with j < d, | {w ∈ Γj+1 : w ∼ v} | = d− j. To make our study simple, we join the output tails
to H(d, 2) in a way that the symmetricity is preserved. i.e. for a given j, ψ∞(a) and ψ∞(a) are invariant for
any a ∈ A0 such that o(a) ∈ Γj and t(a) ∈ Γj+1. In the remaining sections of this paper, we denote ψ∞(a) and
ψ∞(a) such that o(a) ∈ Γj and t(a) ∈ Γj+1 by qj,j+1 and qj+1,j respectively.

2
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In this paper we give the stationary state explicitly in the following cases.

1. When the tails are connected to Γ0 and Γd (Lemma 1)

2. When the tails are connected to all the vertices in A0 (Lemma 2)

3. When the tails are connected to Γ0,Γr,Γr+1,...,Γd (Lemma 3)

4. When the tails are connected to Γ0 = ΓJ0 ,ΓJ1 ,ΓJ2 , ...,ΓJm ≤ Γd (Theorem 2)

Remark that case 4 contains all the cases above. So we will show these step by step.

3.1 Tails on Γ0 and Γd

In this model we add an output tail to the vertex in Γd preserving the symmetricity. Then we have the following
lemma.

Lemma 1 For 0 ≤ j < d,

qj,j+1 = 1
2

{
1 + 1

(d− j)
(
d
j

)}

and

qj+1,j = 1
2

{
1− 1

(d− j)
(
d
j

)}
Proof of Lemma 1

Let 1 ≤ j < d. Then by a combinatorial argument on equation (2), the following holds.

qj+1 = 2
d
jqj−1,j + 2

d
(d− j − 1) qj+1,j +

(
2
d
− 1
)
qj+1,j (3)

Also in this case, we obtain that qj,j+1 + qj+1,j = 1. Then, by equation (3), it follows that,

qj,j+1 = 2jqj−1,j + d− 2j
2 (d− j) .

Let f (j) := qj,j+1. Then we have the following recursion for 1 ≤ j < d.

f (j) = 2jf (j − 1) + d− 2j
2 (d− j) .

Now consider the initial condition. By a similar combinatorial argument, the following holds.

q0,1 = 2
d+ 1 + 2

d+ 1 (d− 1) q1,0 +
(

2
d+ 1 − 1

)
q1,0.

Again by using the property q0,1 + q1,0 = 1 and simplifying, we get,

f (0) = q0,1 = 1 + d

2d .

We can observe that f (j) is of the form,

f (j) = gj+1(d)
2P (d, j + 1) .

where gj+1(d) is a j + 1 degree polynomial of d and P (d, j + 1) denotes the (j + 1)-permutations of d. Then it
follows that,

gj+1(d) = jgj(d) + (d− 2j)P (d, j).

3
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By simplifying this, we get,

gj+1(d)− P (d, j + 1) = j (gj(d)− P (d, j)) .

Define hj(d) := gj(d)− P (d, j), then we have,

hj+1(d) = jhj(d).

It follows that,

hj+1(d) = j!h1(d).

From f(0), we have g1(d) = d+ 1, hence h1(d) = 1, which follows that hj+1(d) = j!
So we have the expression for gj+1(d) as follows,

gj+1(d) = j! + P (d, j + 1).

Then f(j) becomes,

f(j) = j! + P (d, j + 1)
2P (d, j + 1) .

By simplifying this, we get,

f(j) = 1
2

{
1 + 1

(d− j)
(
d
j

)} .
So we have the stationary states as follows,

qj,j+1 = 1
2

{
1 + 1

(d− j)
(
d
j

)} .
and by using the property qj,j+1 + qj+1,j = 1, for any 0 ≤ j < d, we have,

qj+1,j = 1
2

{
1− 1

(d− j)
(
d
j

)} .

Remark 1 Note that the walk restricted to the internal graph is not unitary hence does not preserve the total
probability. But the total probability converges to a constant value.

Without the normalization, we plot the shape of the relative finding probability µΓj of the walker at the jth
level as follows.

µΓj =
∑

a∈G0:t(a)∈Γj

|ψ∞(a)|2

For d = 100, the plot of µΓj vs j is as follows.
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3.2 Tails on all the vertices
In this case, we add the output tails on all the vertices except u+. That is the tails including P+ are connected
to all the vertices in H(d, 2). It can be noted that the graph preserves the symmetricity after adding the tails.
The by a similar argument, we have the following lemma.

Lemma 2 For 0 ≤ j < d

qj,j+1 = 1
2d

{
1 +

∑d
k=j+1

(
d
k

)
(d− j)

(
d
j

) }
and

qj+1,j = 1
2d

{
1−

∑d
k=j+1

(
d
k

)
(d− j)

(
d
j

) }
Proof of Lemma 2

Let 1 ≤ j < d, again by a similar combinatorial argument, we have the following.

qj,j+1 = 2
d+ 1jqj−1,j + 2

d+ 1 (d− j − 1) qj+1,j +
(

2
d+ 1 − 1

)
qj+1,j . (4)

In this case we have that qj,j+1 + qj+1,j = 21−d. Then by equation (4), it follows that,

qj,j+1 = jqj−1,j + 2−d (d− 2j − 1)
d− j

.

Defining f(j) := qj,j+1, we have the following recursion.

f(j) = jf(j − 1) + 2−d (d− 2j − 1)
d− j

.

Now consider the initial condition, We have the following.

q0,1 = 2
d+ 1 + 2

d+ 1 (d− 1) q1,0 +
(

2
d+ 1 − 1

)
q1,0.

Again by using the property qj,j+1 + qj+1,j = 21−d, we have,

f(0) = q0,1 = 1 + 2−d(d− 1)
d

.

5

63



It can be observed that f(j) is of the form,

f (j) = gj+1(d)
P (d, j + 1) .

It follows that gj+1(d) satisfies the following recursion.

gj+1(d) = jgj(d) + 2−d(d− 2j − 1)P (d, j).

Defining hj := gj(d)− 2−dP (d, j), we have the following.

hj+1 = jhj − 2−dP (d, j).

Solving the above recursion, we have,

hj+1 = j!h1 − 2−dj!
j∑

k=0

(
d

j − k

)
+ 2−dj!.

By the initial condition, we have g1(d) = 1 + 2−d(d− 1) and hence h1 = 1− 2−d. It follows that,

hj+1 = j!− 2−dj!
j∑

k=0

(
d

j − k

)
.

Substituting the above expression, we get the following result.

f(j) = qj,j+1 = 1
2d

{
1 +

∑d
k=j+1

(
d
k

)
(d− j)

(
d
j

) } .
By the property qj,j+1 + qj+1,j = 21−d we have,

qj+1,j = 1
2d

{
1−

∑d
k=j+1

(
d
k

)
(d− j)

(
d
j

) } .
Also in this case we plot the shape of the finding probability of the walker at jth level when d = 50
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3.3 Tails on Γ0, Γr, Γr+1, ..., Γd

In this setting, we join the output tails to all the vertices in Γr,Γr+1, ...,Γd, preserving the symmetricity. By a
similar argument, we have the following lemma.

Lemma 3 Let |δV | be the number of tails connected. For 0 ≤ j < d

qj,j+1 =



1
|δV |

{
1 + |δV | − 1

(d− j)
(
d
j

)} if 0 ≤ j < r

1
|δV |

{
1 +
|δV | − 1−

∑j
k=r

(
d
k

)
(d− j)

(
d
j

) }
if r ≤ j < d

Proof of Lemma 3

The proof follows by combining the ideas of the proofs of Lemma 1 for 0 ≤ j < r and Lemma 2 for r ≤ j < d.

We further generalize Lemma 3 as follows.

3.4 Tails on Γ0 = ΓJ0 , ΓJ1 , ΓJ2 , ..., ΓJm ≤ Γd

In this case we generalize the walk by adding tails to all the vertices in Γ0 = ΓJ0 ,ΓJ1 ,ΓJ2 , ...,ΓJm ≤ Γd. It can
be observed that the walk is symmetric and hence we can use a similar argument to compute the stationary
state explicitly. We give the following theorem for the stationary state in this case.

Theorem 2 Let |δV | be the number of tails connected. For 0 ≤ j < d

qj,j+1 = 1
|δV |

{
1 + Number of tails fromΓj+1 toΓd

Number of edges betweenΓj andΓj+1

}
(5)

and
qj+1,j = 1

|δV |

{
1− Number of tails fromΓj+1 toΓd

Number of edges betweenΓj andΓj+1

}
(6)

Proof of Theorem 2

The proof can be done with the combination of the argument in Lemma 1 and induction on m.

We extend this theorem to any distance regular graph

4 Tailed Grover model on Distance regular graphs
Definition 2 Let G(V0, E0) be a distance regular graph with valancy d and diameter D. Let u+ ∈ V0 be the
vertex to which P+ is connected. Define the equitable partitions as follows.
For given j ∈ Z such that 0 ≤ j ≤ D,

Γj = {v ∈ V0 : dist(v, u+) = j}

By definition of the distance regular graphs, for any given j ∈ Z such that 0 ≤ j ≤ D and v ∈ Γj, | {w ∈ Γj−1 : w ∼ v} |,
| {w ∈ Γj : w ∼ v} | and | {w ∈ Γj+1 : w ∼ v} | are invariant of v. We define the parameters as follows.

For all 0 ≤ j < D, cj = | {w ∈ Γj−1 : w ∼ v} |
For all 0 ≤ j ≤ D, aj = | {w ∈ Γj : w ∼ v} | and

For all 0 < j ≤ D, cj = | {w ∈ Γj+1 : w ∼ v} |

We extend Theorem 2 to distance regular graphs.

7
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Theorem 3 Let the tails be connected to Γ0 = ΓJ0 ,ΓJ1 ,ΓJ2 , ...,ΓJm ≤ Γd in the distance regular graph. Then
the stationary distribution is as follows.

qj,j+1 = 1
|δV |

{
1 + Number of tails fromΓj+1 toΓd

Number of edges betweenΓj andΓj+1

}
(7)

and
qj+1,j = 1

|δV |

{
1− Number of tails fromΓj+1 toΓd

Number of edges betweenΓj andΓj+1

}
(8)

To prove this theorem we use the following lemma.

Lemma 4 For a given k > 0, for jk ≤ j < jk+1,

qj,j+1 = 1
|δV |

{
1 + bjk−1|Γjk−1| (|δV |qjk−1,jk − 1)− |Γjk |

bj |Γj |

}
and for 0 ≤ j < j1,

qj,j+1 = 1
|δV |

{
1 + |δV | − 1

bj |Γj |

}
The proof of Lemma 4 is similar to the proof of Lemma 1.

Proof of Theorem 3

We prove the following statement which is equivalent to the equation (7)
For jk ≤ j < jk+1

qj,j+1 = 1
|δV |

{
1 +

∑m
α=k+1 |Γjα |
bj |Γj |

}
(9)

To equation (9), we use induction on k. The results follows by Lemma 4. Also the equation (8) follows by
Theorem 1.
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対称空間論の離散化とカンドル代数, Part III. ∗

田丸 博士 † (広島大学理学研究科)

概要

カンドル (quandle) は, Joyce によって導入された代数系であり, 主として結び目

の研究に用いられてきた. 我々の研究テーマは, カンドルを離散的な対称空間と考え,

対称空間論を参考にして, その構造理論を構築することである. 以前の原稿において,

カンドルの基本事項に加え, 二点等質カンドルや連結な平坦カンドルに関する結果を

紹介した. 本稿では, 等質な平坦カンドルに関する結果を紹介する. 特に, グラフと

の関連について述べたい.

1 導入

我々はカンドルを対称空間論の視点から研究している. 本稿は, このような研究の概要

を紹介することを目的としている. なお, 本稿は Part I ([7]), Part II ([8]) の続編という

位置付けで書いている. しかし, 独立しても読めるように心掛けた積りである.

まずはカンドルの定義を紹介する. カンドルは, 結び目の研究の過程で Joyce ([3]) に

よって導入された代数系であり, 元々の定義は二項演算の形で与えられている. しかしこ

こでは, 二項演算を “各点に写像を与える対応” に置き換えたものを定義として紹介する.

以下では, Map(X,X) を X から X への写像全体の集合とする.

定義 1.1. X を集合とし, 写像 s : X → Map(X,X) : x 7→ sx を考える. このとき, (X, s)

が カンドル とは, 以下が成り立つこと:

(S1) ∀x ∈ X, sx(x) = x.

(S2) ∀x ∈ X, sx は全単射.

(S3) ∀x, y ∈ X, sx ◦ sy = ssx(y) ◦ sx.

∗ 第 35回代数的組合せ論シンポジウム記録集
† 2018/10 からの所属は大阪市立大学理学研究科, tamaru@sci.osaka-cu.ac.jp
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以前から, 連結リーマン対称空間やアフィン対称空間, あるいは k-対称空間 (各点に位

数 k の然るべき写像が対応する空間) などがカンドルとなることは知られていた. 従って

カンドルはこれらの空間の “離散化”, すなわち, 各点に写像 (点対称) が対応していると

いう条件のみを抽出し, (リーマン) 多様体あるいは位相などの構造を全て忘れたものだと

考えることができる.

我々は特に有限カンドルに興味をもち研究を行っているが, 何の制約も付けずに一般的

な性質を調べることは, 恐らく極めて困難である. そこで, 対称空間論を参考にして, 然る

べき良いクラスのカンドルに着目する. Part II ([8]) でも紹介した内容だが, 我々は二点

等質カンドルおよび平坦カンドルの概念を定式化し, その研究を行っている. そのうち, 本

稿では平坦カンドルに関連する話題を扱う.

定義 1.2 ([2]). カンドル (X, s) に対して, {sx ◦ sy | x, y ∈ X} で生成される群を 変位の
群 と呼ぶ. また, 変位の群が可換群となるとき, カンドルは 平坦 であるという.

リーマン対称空間において平坦な部分多様体 (コンパクトリー群論における極大トーラ

ス) が重要な役割を果たしてたことを考えると, 平坦カンドルは, カンドルの構造理論にお

いて重要な役割を果たすことが期待される. 一方で, 次章で詳しく述べるが, 連結な有限平

坦カンドルは極めて限定的なものしかない (離散トーラスに限る). そこで本稿では, 連結

性の仮定を等質性に弱めた場合にどうなるか, という問題を考察する. 次が本稿で紹介す

る主結果だが, この結果は, 等質性を仮定したとしても, 有限平坦カンドルは極めて豊富に

存在することを示唆する.

定理 1.3. 任意の単純グラフ G から, 非連結な平坦カンドル QG を構成することができ

る. さらに, QG が等質であるための必要十分条件は, G が頂点推移的であること.

なお, 我々は主に念頭に置いているのは有限グラフ (構成されるカンドルが有限カンド

ル) の場合であるが, 定理の主張そのものは無限グラフであっても成立する. また, 等質な

有限平坦カンドルが全てこの方法で構成できる訳でもない, ということにも注意しておく.

等質な有限平坦カンドルの全体像には, 多くの未解明な部分が残っている.

2 準備

本稿の主結果は, グラフを用いた非連結な等質平坦カンドルの構成である. ここでは, そ

の問題意識を紹介するとともに, 必要な用語の復習をする. 平坦性は前章で定義を紹介し

た. そこでまずは, 連結性と等質性の復習のために, 準同型の定義から始める.
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定義 2.1. カンドル間の写像 f : (X, sX) → (Y, sY ) が 準同型 であるとは, 次が成り立つ

こと: ∀x ∈ X, f ◦ sXx = sYf(x) ◦ f . また, カンドル間の写像が 同型 であるとは, 全単射か

つ準同型となること.

定義より, 各 x ∈ X に対して, sx : X → X はカンドルの自己同型写像となる. このこ

とを用いて, 以下の群およびカンドルの連結性や等質性が定義される.

定義 2.2. カンドル (X, s) 上の自己同型写像全体の集合を Aut(X, s) で表し, 自己同型

群 と呼ぶ. Aut(X, s) が X に推移的に作用するとき, (X, s) は 等質 であるという. ま

た, {sx | x ∈ X} で生成される群を 内部自己同型群 と呼び, Inn(X, s) で表す. Inn(X, s)

が X に推移的に作用するとき, (X, s) は 連結 であるという.

定義から明らかに Inn(X, s) ⊂ Aut(X, s). 小さい方の群が推移的に作用するなら大き

い方の群も推移的に作用するので, 次が成り立つ.

命題 2.3. カンドル (X, s) は連結ならば等質である.

カンドルの具体例を構成する一つの手法として, 部分カンドルを用いることが挙げられ

る. 次章でも紹介するが, 例えばリーマン対称空間内の有限部分カンドルは, 多くの興味深

い具体例を供給する.

定義 2.4. (X, s) をカンドルとする. 部分集合 A ⊂ X が 部分カンドル であるとは次が

成り立つこと: ∀a ∈ A, s±1
a (A) ⊂ A.

部分カンドルは自動的にカンドルとなる. ここでは球面内の部分カンドルを取り上げる.

Rn+1 内の原点 o 中心の単位球を Sn とする. このときのリーマン対称空間としての点対

称は, 各 x ∈ Sn に対して直線 ox に関する折り返しで与えられていた.

例 2.5. Rn を S1 上の n 等分点の集合とすると, これは S1 内の部分カンドルである (こ

れを 二面体カンドル と呼ぶ). このとき Rn は等質かつ平坦なカンドルである. また Rn

が連結となるための必要十分条件は, n が奇数であること.

カンドル (X, sX), (Y, sY ) に対して, その直積 X × Y 上には自然にカンドルの構造が

入る (記号で書くと sX×Y
(x,y) := sXx × sYy ). 特に, 二面体カンドルの直積 Rn1 × · · · ×Rnk

の

ことを 離散トーラス と呼ぶ.

定理 2.6 ([2]). 有限カンドル (X, s) が連結かつ平坦であるための必要十分条件は, 奇数

位数の離散トーラスと同型となること.
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この定理より, 連結な有限平坦カンドルは極めて限られたものしかないことが分かる.

例えば, 各点に付いている写像 sx の位数は, 一般のカンドルでは何の制約もなかったにも

関わらず, 離散トーラスの場合は必然的に対合的 (s2x = id) である.

注意 2.7. 一般に, 直積カンドル X × Y が連結 (または平坦) となるための必要十分条件

は, X と Y が共に連結 (または平坦) となることである. 従って, 奇数位数の離散トーラ

スが連結かつ平坦となることは, この一般論から容易に従う. また, 偶数位数の離散トーラ

スは, 非連結な平坦カンドルとなる. 等質であることも, 比較的容易に分かる.

非連結な等質平坦カンドルがどの程度存在するか, というのは, 当然次に考えるべき問

題である. 特に, 偶数位数の離散トーラスのようなものしかないか, 全く違うタイプのもの

があるか, という疑問は自然であろう. 本稿の主結果は, 離散トーラスとは遠く離れた全く

様相の異なる例が存在する, ということを示唆している.

3 有向実グラスマン多様体内の部分カンドルの例

ここでは, 有向実グラスマン多様体内の部分カンドルで, 等質な有限平坦カンドルとな

るものを紹介する. ここで紹介する例は, 次章で紹介する「グラフを用いた構成」の発想

の基となったものである. まずはグラスマン多様体を復習する.

定義 3.1. Rn 内の k 次元線型部分空間全体の集合を Gk(Rn) で表し, これを 実グラ

スマン多様体 という. また, Rn 内の向き付けられた k 次元線型部分空間全体の集合を

Gk(Rn)∼ で表し, これを 有向実グラスマン多様体 という.

ここで線形空間 V の向きは, V の順序付き基底 {v1, . . . , vk} 全体の集合を, GL(k,R)+

による右作用で割った商集合の元として定義される. 向きを [(v1, . . . , vk)] のように表す.

記号の簡略化のため, {e1, . . . , en} を Rn の標準基底とし, 次のように書く:

(i1, . . . , ik) := (span{ei1 , . . . , eik}, [(ei1 , . . . , eik)]) ∈ Gk(Rn)∼.

また, 向きが逆のものをマイナスを付けて表す. 例えば (i2, i1) = −(i1, i2).

命題 3.2. 各 V ∈ Gk(Rn) に対して, rV : Rn → Rn を V に関する折り返しとする. こ

のとき, rV を用いて自然に sV : Gk(Rn) → Gk(Rn) および s̃V : Gk(Rn)∼ → Gk(Rn)∼

を定めると, Gk(Rn) および Gk(Rn)∼ はカンドルとなる.

ここで rV は, rV |V = id, rV |V ⊥ = −id となる線型写像である. sV および s̃V につい
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ては, 次をみると感覚が掴めると思われる.

例 3.3. G2(Rn)∼ に対して, 以下が成り立つ:

(1) s̃(1,2)(1, 3) = (span{e1,−e3}, [(e1,−e3)]) = −(1, 3);

(2) s̃(1,2)(3, 4) = (span{−e3,−e3}, [(−e3,−e4)]) = (3, 4).

次が本章の主定理である. 有向実グラスマン多様体内の部分カンドルで, 極めて興味深

いものが存在する. 単なるグラスマンではなく有向なものを考えているところがポイント.

定理 3.4. 次で定義される A(k, n) は Gk(Rn)∼ 内の部分カンドルであり, 非連結かつ等

質な有限平坦カンドル:

A(k, n) := {±(i1, i2, . . . , ik) | 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n}.

A(k, n) が部分カンドルであることと非連結であることは, 例 3.3 の計算から容易に想

像できるはず. 平坦であることは, s̃±(i1,i2,...,ik) 同士が可換であることから従う.

例 3.5. A(2, 4) = {±(1, 2),±(1, 3),±(1, 4),±(2, 3),±(2, 4),±(3, 4)}. またこの場合に,

[i, j] を頂点集合とし, s±(i,j) が {±(k, l)} に非自明に作用するときに [i, j] と [k, l] を辺

で結ぶ. すると次のグラフが得られる:

[1,2] [1,3]

[1,4] [2,3]

[2,4] [3,4]

A(2, 4) のカンドル構造は, グラフをみた方が分かりやすいと思われる. 逆に, グラフが

与えられると, カンドルを構成することもできる. その構成方法を次章で紹介する.

4 グラフから構成されるカンドル

G = (V (G), E(G)) を単純グラフ (V (G) は頂点集合, E(G) は辺集合) とし, その隣接

写像を e : V (G)× V → Z2 とする. ここで Z2 = Z/2Z であり, v と w が辺で結ばれて
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いれば e(v, w) = 1, そうでなければ e(v, w) = 0 と定義する.

命題 4.1. G = (V (G), E(G)) を単純グラフとする. このとき, 次で定義される写像 s は,

X := V (G)× Z2 上のカンドル構造である:

s(v,a)(w, b) := (w, b+ e(v, w)).

上で定義されたカンドルを QG = (V (G)× Z2, s) と表し, グラフ G から構成されたカ

ンドルと呼ぶ. これはグラフの各頂点に “Z2 を載せた” もの, と考えることができる. カ

ンドル QG の性質を次にまとめる.

定理 4.2. 単純グラフ G から構成されたカンドル QG に対して, 以下が成り立つ:

(1) QG は非連結;

(2) 内部自己同型群 Inn(QG) は可換, 従って特に QG は平坦;

(3) QG が等質カンドルであることと, グラフ G が頂点推移的であることは同値.

ちなみに G が辺をもたないグラフ (空グラフ) の場合には, 構成されるカンドル QG は

自明カンドルである.

例 4.3. G を完全グラフ (全ての頂点同士が辺で結ばれている) とする. もし #V (G) = n

ならば, 構成されるカンドル QG は A(1, n) と同型.

証明は, QG と A(1, n) のカンドル構造をじっと眺めると, 比較的簡単に分かる. ちなみ

に A(1, n) は G1(Rn)∼ ∼= Sn−1 内の部分カンドルであった. 同様に, 一般の A(k, n) に

ついても, グラフから構成することができる.

例 4.4. n を自然数, 1 ≤ k < n とし, V (G) を {1, . . . , n} 内の k 点部分集合全体の集合

とする. このとき, v, w ∈ V (G) に対して, #(v \ w) が奇数のときに辺で結び, グラフ G

を作る. このグラフから構成されるカンドル QG は, A(k, n) と同型.

上で考えているグラフは, k = 1 のときは完全グラフ, k = 2 のときはジョンソング

ラフである. 実際に k = 2 のとき, v, w ∈ V (G) が辺で結ばれるための必要十分条件は

#(v ∩ w) = 1 = k − 1 となる. 一般の k に対して, このグラフに名前が付いているかど

うか筆者は知らない.

最後に, グラフから構成されるカンドルの特徴付けを紹介する. 一般のグラフから構成

される場合の特徴付けを記述することも可能だが, 複雑になるため, グラフが頂点推移的

な場合に限定したものを紹介する.
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命題 4.5. カンドル Q に対して, 空でない頂点推移的なグラフ G から構成されるための

必要十分条件は, 以下が成り立つこと:

(1) 内部自己同型群による軌道は全て 2 点集合である;

(2) 任意の x, y ∈ Q に対して, “sx(y) = y ならば sy(x) = x”;

(3) Q は等質カンドル.

上の条件 (2) の性質は crossed と呼ばれており, カンドルの研究にしばしば登場する

性質である. ちなみにリーマン対称空間は crossed であり, その部分カンドルも自動的に

crossed となる.
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Tight t-designs on one shell of Johnson association
schemes

Yan Zhu, Shanghai University

1 Relative t-designs in Q-polynomial association schemes
Given a semilattice (L,⪯), we can define a lentgh function ℓ: L → N such that ℓ(y) =
ℓ(x) + 1 whenever y covers x. (Here y covers x means that if x ≺ y and there is no z
such that x ≺ z ≺ y.) Let k be the maximal value of ℓ(x), then L is partitioned into
k + 1 fibers L0,L1, . . . ,Lk with Li = {x | ℓ(x) = i}. We call X := Lk the top fiber of the
semilattice. Delsarte defined regular semilattice as follows.

Definition 1.1 ([2, Definition 9.1]). The semilattice (L,⪯) is called regular if it admits
a length function which satisfies the following three properties.

(i) Given y ∈ X , z ∈ Lr with z ⪯ y, |{u ∈ Ls | z ⪯ u ⪯ y| = µ(r, s) is a constant.

(ii) Given u ∈ Ls, |{z ∈ Lr | z ⪯ u}| = ν(r, s) is a constant.

(iii) Given y ∈ X, a ∈ Lr with a ∧ y ∈ Lj, |{(b, z) ∈ Ls × X | b ⪯ z, b ⪯ y, a ⪯ z}| =
π(j, r, s) is a constant.

Whenever (L,⪯) is a regular semilattice, the top fiber X carries an association scheme.
Throughout this report, when a Q-polynomial association scheme arises from a regular
semilattice, the Q-polynomial ordering we choose, denoted E0, E1, . . . , Ek, is always the
one associated to length function ℓ. It is known that the top fiber of the Boolean semi-
lattice carries the Johnson association scheme J(v, k).

For 0 ≤ j ≤ k, let Wj be the j-th incidence matrix indexed by Lj ×X whose (x, y)-
entry is defined as follows.

Wj(x, y) =

{
1, x ⪯ y, x ∈ Lj, y ∈ X,
0, otherwise.

We will present two equivalent definitions of relative t-designs in Q-polynomial asso-
ciation schemes with respect to a fixed point u0 introduced by Delsarte [3].

Definition 1.2 ([3]). Let X = (X, {Rr}0≤r≤k) be a symmetric Q-polynomial association
scheme associated with a regular semilattice (L,⪯). For any fixed point u0 ∈ X, a weighted
subset (Y,w) is called a relative t-design in X with respect to u0 if the following condition
holds.

Wjχ(Y,w) = λj,j11 for all 0 ≤ j ≤ t, (1.1)

where λj,j1 is determined by j and j1 = ℓ(z ∧ u0).
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Definition 1.3 ([3, Theorem 5.9]). A weighted subset (Y,w) is called a relative t-design
in X with respect to u0 if Ejχ(Y,w) and Ejχu0 are linearly dependent for 1 ≤ j ≤ t, where

χ(Y,w)(y) =

{
w(y), if y ∈ Y,
0, otherwise.

2 Designs in product association schemes
In this section, we will introduce some definitions and notations about designs in product
association schemes given by Martin in [4, 5].
For 1 ≤ i ≤ m, let (Yi,Ai) be a ki-class association scheme with the Bose-Mesner algebra
Ai consisting of adjacency matrices. The direct product of these association schemes is

(X,A) = (Y1,A1)⊗ (Y2,A2)⊗ · · · ⊗ (Ym,Am)

defined by
X = Y1 × Y2 × · · · × Ym

and
A = {⊗m

i=1Bi | Bi ∈ Ai, 1 ≤ i ≤ m}.

Then (X,A) always gives an association scheme. Suppose (L(i),⪯i) is a regular semilattice
whose top fiber carries the association scheme (Yi,Ai). Consider the product poset (L,�)
given by

L = {x = (x1, x2, · · · , xm) | xi ∈ L(i)}

with partial order x� y if xi ⪯i yi for each 1 ≤ i ≤ m. Let Ci be the totally ordered chain
in [ki] and define C = Ck1 × · · · × Ckm . We call a set T ⊂ C a downset in (C,�) if j ∈ T
and i� j imply i ∈ T .

If ℓi is the length function on L(i), then it is natural to obtain a vector-valued function
ℓ : L → C as follows. For x = (x1, x2, · · · , xm) ∈ X with ℓi(xi) = ji, ℓ(x) = (j1, j2, · · · , jm)
gives a length function on L. Similarly, for j = (j1, j2, . . . , jm), we define the incidence
matrix Wj indexed by Lj ×X whose (x, y)-entry is given by

Wj(x, y) =

{
1, if x� y, x ∈ Lj, y ∈ X,

0, otherwise,

where
Lj = {x ∈ X : ℓ(x) = j}

and
X = {x ∈ X : ℓ(x) = (k1, · · · , km)} = Y1 × Y2 × · · · × Ym.

Theorem 2.1 ([5, Theorem 2.3]). Assume T is a downset in (C,�). Let X = (X,A) be a
product of some Q-polynomial association schemes, where the Q-polynomial ordering for
each component arises from its semilattice structure. Then the weighted subset (Y,w) of
X is a weighted T -design in X if one of the following holds.

(T1′) Wjχ(Y,w) = λj1 for some constant λj with j ∈ T .
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(T2′) Ejχ(Y,w) = 0 for any j ∈ T \{0}, where Ej are the idempotents of X.

In particular, (Y,w) is called a weighted t-design in X if either (T1′) or (T2′) holds for

T = {j ∈ C : 0 ≤ j1 + · · ·+ jm ≤ t}.

3 Relative t-designs on one shell of J(v, k)

Given two positive integers v and k with v ≥ 2k, let V = {1, 2, · · · , v} and X =
(
V
k

)
be

the set of all k-subsets of V . For any two elements x, y ∈ X, define

(x, y) ∈ Rr if |x ∩ y| = k − r.

Then X = (X, {Rr}0≤r≤k) is called a Johnson association scheme J(v, k), which is a
Q-polynomial association scheme and associated with the Boolean semilattice.

Let A0, A1, . . . , Ak be the adjacency matrices of J(v, k). The Q-polynomial ordering of
the primitive idempotents are denoted by E0, E1, . . . , Ek. Fix a point u0 ∈ X arbitrarily
and denote the r-th shell of J(v, k) with respect to u0 by Xr = {x ∈ X : |x∩u0| = k− r}.
Without loss of generality, we may assume u0 = {1, 2, . . . , k}. It is known that Xr carries
the structure of a product of two smaller Johnson association schemes. Without confusion,
we also use Xr to represent the vertex set of the product association scheme Xr. More
explicitly, let v1 = k and v2 = v − k, then we have

(1) If 2 ≤ r ≤ k
2
, take Xr := {(u0 − x, x− u0), x ∈ Xr}, i.e., Xr = J(v1, r)⊗ J(v2, r).

(2) If k
2
< r ≤ v−k

2
, take Xr := {(x∩u0, x−u0), x ∈ Xr}, i.e., Xr = J(v1, k−r)⊗J(v2, r).

(3) If v−k
2

< r ≤ k − 2, take Xr := {(x ∩ u0, (V − u0) − x, x ∈ Xr}, i.e., Xr = J(v1, k −
r)⊗ J(v2, v − k − r).

Our main theorem is Delsarte’s generalized Assmus–Mattson Theorem in the case of
the Johnson association schemes with weaker assumption.

Theorem 3.1. Let (Y,w) be a relative t-design in J(v, k) with respect to u0 on p shells
Xr1 ∪Xr2 ∪ · · · ∪Xrp. Put Yrν = Y ∩Xrν , then (Yrν , w) is a weighted (t + 1 − p)-design
in the product association scheme Xrν for 1 ≤ ν ≤ p.

We give two two proofs of this result. One is a direct proof using Definition 1.2 Another
approach makes use of the Terwilliger algebra, based on the work of Tanaka [6].

4 Tight relative t-designs on one shell of J(v, k)
By Bannai et al. [1] and Theorem 3.1, we have the following lower bounds.

Theorem 4.1. If (Y,w) is a relative 2e-design in J(v, k) for Q-polynomial structure on
one shell Xr, then

|Y | ≥

{(
v
e

)
−

(
v

e−1

)
, if t = 2e,

2
((

v−1
e

)
−
(
v−1
e−1

))
, if t = 2e+ 1.

(4.1)
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Moreover, equality holds whenever Y contains a pair of (h1, h2)-related elements satisfying

F (h1, h2) =
∑
j∈E

Qj(h) = 1 +Q
(1)
1 (h1) +Q

(2)
2 (h2) = 0,

where Q
(i)
j (x) = 3F2

( −j, j − vi − 2, x
−ki,−vi + ki

; 1
)
.Two points x, y ∈ X are called h-related if

(x, y) ∈ Rh in X.

Definition 4.2. A relative t-design in J(v, k) on one shell is called ‘tight’ if equality in
(4.1) holds.

4.1 Tight relative 2-designs on one shell of J(v, k)

For v ≤ 1000, we can give a list of all possible parameters of tight relative 2-designs in
J(v, k) on one shell Xr. In the following three tables, the notation ℓ = x → y means that
ℓ takes all the integers from x to y.

Case 1: If 2 ≤ r ≤ k
2
, then Xr = J(k, r)⊗ J(v − k, r).

v k r λ(1,0) λ(0,1) λ(1,1) λ(2,0) λ(0,2) (h1, h2)
210 77 21 57 33 9 15 5 (3ℓ, 28− 2ℓ), ℓ = 4 → 7
210 77 28 76 44 16 27 9 (14,25), (21,20), (28,15)
378 117 36 116 52 16 35 7 (18,35), (27,30), (36,25)
378 117 45 145 65 25 55 11 (5ℓ, 54− 3ℓ), ℓ = 3 → 9
990 345 105 301 161 49 91 26 (56 + 14ℓ, 99− 9ℓ), ℓ = 0 → 3
990 345 120 344 184 64 119 34 (45 + 3ℓ, 120− 2ℓ), ℓ = 0 → 25

Table 1: Possible parameters for tight mixed 2-designs in Xr for r ≤ k
2

It seems not easy either to find an example or to prove the non-existence of tight mixed
2-designs with the parameters in the above table, since the classification of either 2-
(k, r, λ(2,0)) designs or 2-(v − k, r, λ(0,2)) designs is not complete.

Case 2: If k
2
< r ≤ v−k

2
, then Xr = J(k, k − r)⊗ J(v − k, r).

In this case, if λ(0,2) = λ(1,1) = λ(2,0)−1, i.e., h1+h2 = r, then Y is a tight mixed 2-design
in Xr. Namely, Y arises from a symmetric 2-(v, k, λ(0,2)) design with one block removed.
Conversely, if we have a tight mixed 2-design in Xr, then whether h1 + h2 = r is true or
not becomes an interesting problem. We check this for v ≤ 1000 and find that all the
possible parameters satisfy h1 + h2 = r except the following case.

v k r λ(1,0) λ(0,1) λ(1,1) λ(2,0) λ(0,2) (h1, h2)
528 187 165 62 255 30 7 123 (5ℓ, 132− 12ℓ), ℓ = 0 → 4

It is still an open question whether we can find an example with the required parameters.

Case 3: If v−k
2

< r ≤ k − 2, then Xr = J(k, k − r)⊗ J(v − k, v − k − r).

4
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v k r λ(1,0) λ(0,1) λ(1,1) λ(2,0) λ(0,2) (h1, h2)
36 15 12 7 15 3 1 6 (0,9),(2,6) ∄
100 45 40 11 27 3 1 7 (3,14),(4,12),(5,10)
205 85 70 36 85 15 6 35 (3ℓ, 50− 5ℓ), ℓ = 0 → 5
484 231 165 138 168 48 39 58 (9ℓ, 10(11− ℓ)), ℓ = 3 → 7
676 325 273 108 150 24 17 33 (35,72), (42,63), (49,54)
981 441 297 320 441 144 104 198 (8ℓ, 243− 9ℓ), ℓ = 0 → 18

Table 2: Possible parameters for tight mixed 2-designs in Xr for v−k
2

< r ≤ k − 2

Proposition 4.3. There exists no tight relative 2-design in J(36, 15) on the shell X12.

4.2 Tight relative 3-designs on one shell of J(v, k)

By computer search, for v ≤ 1, 000, the only family that appears is of the following type:
v = 4u, k = 2u, k1 = k2 = r and 2 ≤ r ≤ u for any integer 2 ≤ u ≤ 250. And the set Λ
contains the variables below.

λ(1,0) = λ(0,1) = 4u− 2;

λ(2,0) = λ(0,2) = λ(1,1) − 1 = 2u− 2;

λ(3,0) = λ(0,3) = λ(1,2) − 1 = λ(2,1) − 1 = u− 2.

For 2 ≤ u ≤ 250, if a Hadamard 2-(4u − 1, 2u − 1, u − 1) design exists, then we can
construct a tight mixed 3-design in Xu with v = 4u and k = 2u.

Problem. Whether there exists a tight mixed 3-design in Xr which is not from Hadamard
2-designs is an open and interesting problem.
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1 Spherical Design

A spherical t-design X is a finite subset of the unit sphere

Sn−1 = {(x1, . . . , xn) | x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n = 1} ⊂ Rn

such that for any polynomial f(x) = f(x1, . . . , xn) of degree ≤ t
1

|Sn−1|

∫
Sn−1

f(x)dσ(x) =
1

|X|
∑
x∈X

f(x)

where σ denotes the surface measure on Sn−1. It is actually enough to show
that the equality holds for all monomial of degree at most t.

Delsarte-Goethals-Seidel [4] in 1977 introduced an analogous concept of
combinatorial designs for continuous spheres by defining what they called
spherical t-design. Regarding the existence of spherical t-design on Sn, there
is a method to reduce it to the existence of interval t-designs with certain
weight function (i.e. Gegenbauer weight function) for the integral.

For a, b ∈ R, a < b, the subset X is an (a,b)-interval t-design with
respect to the weight function wm(x), if the following holds

1∫ b
a wm(x)dx

∫ b

a
f(x)wm(x)dx =

1

|X|
∑
x∈X

f(x), (1)

for any polynomial f(x) of degree at most t. We will be working only on
the interval (−1, 1) and (0, 1).

By using (−1, 1)-interval t-design and spherical t-design of a lower di-
mension, Rabau and Bajnok [6] constructed new spherical t-designs.

Theorem 1 (Rabau-Bajnok, 1991) Let Y ⊆ Sn−1 be a spherical t-design,
and let V ⊂ [−1, 1] be an (−1, 1)-interval t-design with weight function

wn−2(x) = (1− x2)
n−2
2 . Then

Z = {(
√

1− v2y, v) | y ∈ Y, v ∈ V }

is a spherical t-design on Sn.

1
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We may conclude that an interval design with certain weight function can
elevate any existing spherical design.

G. Kuperberg [5] in 2005 managed to explicitly construct interval t-
design for constant weight function. By Rabau-Bajnok Theorem, it is possi-
ble to construct a spherical t-design on S2 for any t. In attempt to generalize
this result to higher dimensions, by using a similar set as that of Kuperberg,
in 2013, M.S.B and D. Suprijanto [1], some interval t-designs with Gegen-
bauer weight function wk(x) for some small t and k need to be constructed.
It appears that it is quite difficult to construct interval t-design with non-
constant weight function. Bannai–Bannai–Tanaka–Zhu’s survey paper [2]
mentioned that other explicit constructions seem not to be solved, except
for some special cases. Bondarenko et.all [3] in 2011 proved that for each
N ≥ cdt

d there exists a spherical t-design in the sphere Sd consisting of
N points, where cd is a constant depending only on d. Can we find some
spherical designs with better size (at least for some special cases)?

Theorem 2 (Rabau-Bajnok, 1991) Let Y ⊆ Sn−1 be a spherical t-design,
and let V ⊂ [−1, 1] be an (−1, 1)-interval t-design with weight function

wn−2(x) = (1− x2)
n−2
2 . Then

Z = {(
√

1− v2y, v) | y ∈ Y, v ∈ V }

is a spherical t-design on Sn.

Idea of the proof: ∫
Sn

� =

∫
Sn−1

� ·
∫ 1

−1
�

||

∑
z∈Z⊂Sn

�︸ ︷︷ ︸
s. t-design on Sn

=
∑

y∈Y⊂Sn−1

�

︸ ︷︷ ︸
spherical t-designs on Sn−1

·
∑

v∈V⊂[−1,1]

�

︸ ︷︷ ︸
[−1, 1]-interval t-design

�s are just monomials.
We can see it as this: let (n, 1) be a composition of n+ 1.

1

|Sn|

∫
Sn

� =
1

|Sn−1|

∫
Sn−1

� · 1

|S0|

∫
S0

� · 1∫ 1
−1

∫ 1

−1
�

2
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||

1

|Z|
∑

z∈Z⊂Sn

�︸ ︷︷ ︸
s. t-design on Sn

=
1

|Y |
∑

y∈Y⊂Sn−1

�

︸ ︷︷ ︸
sph. t-designs on Sn−1

· 1

|Y ′|
∑

y′∈Y ′⊂S0

�

︸ ︷︷ ︸
sph. t-designs on S0

· 1

|V |
∑

v∈V⊂[−1,1]

�

︸ ︷︷ ︸
[−1, 1]-interval t-design

Spherical t-designs on S0 are just {±1}.
We can do the same process for arbitrary composition of n? Let (n1, . . . , np)

be a composition of n.∫
Sn−1

=

∫
Sn1−1

·
∫
Sn2−1

· · ·
∫
Snp−1

·
∫

?

||

∑
z∈Z⊂Sn−1︸ ︷︷ ︸

sph. t-design on Sn−1

=
∑

y1∈Y1⊂Sn1−1

·
∑

x∈Y2⊂Sn2−1

· · ·
∑

y2∈Yp⊂Snp−1︸ ︷︷ ︸
sph. t-designs on Sn1−1, . . . , Snp−1

·
∑

x∈X⊂?︸ ︷︷ ︸
? design

Let ∆p−1 = {(x1, . . . , xp) |
∑p

i=1 xi = 1, xi ≥ 0 for all i}. This is a
p-dimensional simplex.

Lemma 3 Let n, p, ni, 1 ≤ i ≤ p be positive integers and (n1, . . . , np) be a
composition of n. Also, let {ki,j} 1≤i≤p,

1≤j≤ni

be positive integers. Then,

1

|Sn−1|

∫
Sn−1

p∏
i=1

ni∏
j=1

z
2ki,j
i,j dσSn−1(z1,1, z1,2, . . . , z1,n1 , z2,1, . . . , zp,np)

=
1∫

∆p−1

∏p
i=1 x

ni
2 −1

i dσ∆p−1(x)

∫
∆p−1

p∏
i=1

x

ni∑
j=1

ki,j+
ni
2 −1

i dσ∆p−1(x)

·
p∏
i=1

1

|Sni−1|

∫
Sni−1

ni∏
j=1

y
2ki,j
i,j dσi(yi).

We can see it as this kind of integrals product:∫
Sn−1

=

∫
Sn1−1

·
∫
Sn2−1

· · ·
∫
Snp−1

·
∫

∆p−1

3
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2 Simplex Design

A finite subset V of ∆n−1 is called a simplex t-design with weight function
w : ∆n−1 → R if

1∫
∆n−1 w(x)dσ∆n−1(x)

∫
∆n−1

f(x)w(x)dσ∆n−1(x) =
1

|V |
∑
v∈V

f(v) (2)

holds for all polynomials f(x) = f(x1, x2, . . . , xd) of degree at most t, where
σ∆n−1 denotes the surface measure on ∆n−1.∫

Sn−1

=

∫
Sn1−1

·
∫
Sn2−1

· · ·
∫
Snp−1

·
∫

∆p−1

||

∑
z∈Z⊂Sn−1︸ ︷︷ ︸

s. t-design on Sn−1

=
∑

y1∈Y1⊂Sn1−1

·
∑

x∈Y2⊂Sn2−1

· · ·
∑

y2∈Yp⊂Snp−1︸ ︷︷ ︸
spherical t-designs on Sn1−1, . . . , Snp−1

·
∑

x∈X⊂∆p−1︸ ︷︷ ︸
simplex b t

2
c-design

Theorem 4 Let n, p be positive integers, (n1, . . . , np) a composition of n,
and Yi a spherical (2t+ 1)-design on Sni−1 for 1 ≤ i ≤ p. Also, let X be a

simplex t-design on ∆p−1 with weight function w(x) =
∏p
i=1 x

ni
2 −1

i . Then,
the set

Z = {(
√
x1y1,

√
x2y2, . . . ,

√
xpyp) | yi ∈ Yi, (x1, . . . , xp) ∈ X}

is a spherical (2t+ 1)-design in Sn−1.

Corollary 5 Let d, t be positive integers, d ≥ 2, and Y a spherical t-design
on S1 for 1 ≤ i ≤ d. Also, let X be a simplex [ t2 ]-design on ∆d−1 with
constant weight function. Then, the following set is a spherical t-design on
S2d−1:

Z = {(
√
x1y1,

√
x2y2, . . . ,

√
xdyd) | yi ∈ Y, (x1, . . . , xd) ∈ X}

∫
S2d−1

=

d︷ ︸︸ ︷∫
S1

·
∫
S1

· · ·
∫
S1

·
∫

∆d−1

||

4
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∑
z∈Z⊂Sn−1︸ ︷︷ ︸

s. t-design on S2d−1

=
∑

y1∈Y1⊂S1

·
∑

x∈Y2⊂S1

· · ·
∑

y2∈Yd⊂S1︸ ︷︷ ︸
spherical t-designs on S1

·
∑

x∈X⊂∆d−1︸ ︷︷ ︸
simplex b t

2
c-design

with const. w.f

Since spherical t-design on S1 is just a (t+1)-gon, the size of the spherical
t-design on S2d−1 by this method is

|Z| = (t+ 1)d · |X|

where |X| is a simplex t
2 -design with constant weigh function. Recal that

Bondarenko et.al [3] in 2011 proved the existence for each N ≥ c2d−1t
2d−1.

We can see it as a linear transformation of interval t-design with constant
weight function.

G. Kuperberg in 2005 [5] managed to construct interval t-design for constant
weight function.

Theorem 6 (Kuperberg, 2005) Let p ≥ 2 be an integer, P = {p− (2i+
1) | 0 ≤ i ≤ p − 1}. Then, there exists unique constants a1 > · · · > at > 0
such that

X = {a1x1 + a2x2 + · · ·+ atxt | (x1, . . . , xt) ∈ P t}

is an interval 2t-design with constant weight.

Corollary 7 Let t be a positive integer and let Y be a spherical t-design on
S1 and T a [−1, 1]-interval [ t2 ]-design with constant weight function. Then,

Z = {(
√

1−t
2 y1,

√
1+t

2 y2) | y1, y2 ∈ Y, t ∈ T}

is a spherical t-design on S3.

Unfortunately, the size is not really good: (t+ 1) · 2
t
2 .

5
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3 Simplex t-design with constant weight function
in ∆2

This is a representation of ∆2 on R3.

The question is how can we distribute the points ”nicely” on equilateral
triangle?

For the set of points V to be a simplex t-design, the equation

1∫
∆n−1 dσ∆n−1(x)

∫
∆n−1

f(x)dσ∆n−1(x) =
1

|V |
∑
v∈V

f(v) (3)

have to hold for all polynomials f(x) = f(x1, x2, . . . , xd) of degree at most
t. We can simplify this condition to be as follows:

Lemma 8 Let n, s, t ∈ Z>0, n ≥ 2, (xi,j)1≤i≤s,1≤j≤n ∈ (0, 1)s×n where∑n
j=1 xi,j = 1 for all i. Also,

X = {(xi,π(1), xi,π(2), . . . , xi,π(n)) ∈ Rn | 1 ≤ i ≤ s, π ∈ Cn}.

Then, the multiset X is a simplex t-design if and only if

1

sn

s∑
i=1

n∑
j=1

xki,j =
(n− 1)!k!

(n+ k − 1)!
(2 ≤ k ≤ t). (4)

Recall
1

sn

s∑
i=1

n∑
j=1

xki,j =
(n− 1)!k!

(n+ k − 1)!
(2 ≤ k ≤ t). (5)

Let say we want to find 3 points forming a simplex 2-design, that is
(a, b, c), (b, c, a), and (c, a, b). Then, it has to satisfy the following equations:

a+ b+ c = 1

1

3
(a2 + b2 + c2) =

2!2!

4!
=

1

6

6
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It has infinitely many solutions!
Let’s set b = c. We need to find a, b that satisfy the following equations:

a+ 2b = 1

1

3
(a2 + 2b2) =

1

6

that is (a, b) = (0, 0.5) and (a, b) = (2
3 ,

1
6).

(0, 0.5, 0.5), (0.5, 0, 0.5), (0.5, 0.5, 0) and (2
3 ,

1
6 ,

1
6), (1

6 ,
1
6 ,

2
3), (1

6 ,
2
3 ,

1
6).

Corollary 9 Let d, t be positive integers, d ≥ 2, and Y a spherical t-design
on S1 for 1 ≤ i ≤ d. Also, let X be a simplex [ t2 ]-design on ∆d−1 with
constant weight function. Then, the set

Z = {(
√
x1y1,

√
x2y2, . . . ,

√
xdyd) | yi ∈ Y, (x1, . . . , xp) ∈ X}

is a spherical t-design on S2d−1.

In this corollary, we set d = 3, t = 5.

We’d like to construct a simplex 3-designs with 6 points that consist of
cyclic permutations of (x1, x2, x2) and (x3, x4, x4). Then, the points has to

7
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satisfy the following equations:

x1 + 2x2 = 1,

x3 + 2x4 = 1,

1

6
(x2

1 + 2x2
2 + x2

3 + x2
4) =

1

6
,

1

6
(x3

1 + 2x3
2 + x3

3 + x3
4) =

1

10
.

It only has one solution which is :

x1 = 0.107332,

x2 = 0.446334,

x3 = 0.747031,

x4 = 0.126485.

Can we make it with just 3 points that consist of cyclic permutations of
(x1, x2, x3)?. Then, the points has to satisfy the following equations:

x1 + x2 + x3 = 1,

1

3
(x2

1 + x2
2 + x2

3) =
1

6
,

1

3
(x3

1 + x3
2 + x3

3) =
1

10
.

Yes. It has one solution which is :

x1 = 0.659028,

x2 = 0.231933,

x3 = 0.109039.

8
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Can we make it with just 3 points that consist of cyclic permutations of
(x1, x2, x2), (x3, x4, x4), (x5, x6, x6)?.

9

87



Some future problems:

• Is it true that the set of 3s points {(xi, yi, yi)π | 1 ≤ i ≤ s, π ∈ C3}
always can make a simplex (s+ 1)-design?

• Can we do a similar way for non-constant simplex design?
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Unitary designs in quantum information science

Yoshifumi Nakata (The University of Tokyo)∗

Abstract

Unitary designs are recently attracting much attention in quantum infor-
mation science. In this report, we first overview how unitary designs are
used in quantum information science and what is important there. We then
explain constructions of approximate unitary designs recently proposed by
us. We also present a couple of combinatorial problems we met in our
analysis, which may be of independent interest. We hope that this report
will motivate fruitful collaborations between design theory and quantum
information science.

1. Introduction –quantum information meets design theory–

“Information is physical” – a famous phrase by a physicist Ralph Landauer originally
back in 1991 [1] tells us that at the fundamental level of information processing, it is
essential to take the laws of physics into account. This is just because information
processing is necessarily performed by changing a property of matters. For instance,
one bit, 0 or 1, is usually expressed by the existence of electrons or the direction of small
magnets in our computers. Thus, information processing in our computers is performed
by changing the properties of such physical objects, which is why information processing
itself should necessarily obey the fundamental laws of physics. This, in turn, implies
that there should be a physical limitation to information processing, induced by the
fundamental laws of physics. So, what is the limitation?

Quantum information science is the research area that has been trying not only to
answer the question but also to realise the ultimate information processing by consid-
ering information processing based on quantum mechanics, often called quantum in-
formation processing. Quantum mechanics is the most fundamental theory in physics,
where lots of counter-intuitive phenomena are observed: for instance, the direction of
a magnet can be up and down at the same time, which may sound contradictory but is
possible in some sense in quantum mechanics. Making use of such strange phenomena
in quantum mechanics, new types of information processing based on radically different
rules become possible, which may be more powerful than what we can currently do.

Quantum information science has rapidly grown up in the past decades, and it was
theoretically revealed that quantum phenomena indeed enhance the ability of many
information processing, such as communication, cryptography, and computation. Due
to this potential, a big race towards quantum information technology has recently
get started. However, quantum phenomena are very fragile and are hard to control
in practice, implying that it is not so easy to experimentally implement quantum
information processing. Hence, despite the high expectation, we are still at the very
elementary stage of the race.
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One of the provisional goals towards quantum information technology is to im-
plement random quantum dynamics. Randomness is often very useful in information
processing, ranging from shuffling cards to algorithmic or cryptographic uses. This
is true even in quantum information processing, where randomness is described by a
unitary matrix chosen uniformly at random from the unitary group with respect to the
Haar measure. Although such a random unitary, which we often call a Haar random
unitary, is known to be extremely useful in quantum information processing, exper-
imental implementations of the random dynamics corresponding to a Haar random
unitary are yet extremely difficult due to the limitation of experimentally available
techniques. Hence, we often replace the Haar random one with approximate ones,
namely with unitary designs. Fortunately, unitary designs can be used instead of a
Haar random unitary in many applications. So, implementing unitary designs is one
of the important steps towards the development of quantum information technology.

In this way, quantum information science has met unitary designs. We here em-
phasise that “implementing” unitary designs has a rather specific meaning in quantum
information science. We would like to experimentally implement the physical dynam-
ics that corresponds to a unitary design. Hence, it is of crucial importance to find
“experimentally-friendly” constructions of unitary designs. This is a particular prob-
lem in quantum information science and hopefully introduces notable perspectives into
design theory in mathematics. This report aims to accelerate collaborations between
quantum information science and mathematics by providing a brief overview of unitary
designs in quantum information science. In particular, we clarify what researchers in
the field care about unitary designs.

The report is organised as follows. Section 2 is devoted to preliminaries, where
we explain quantum mechanics and unitary designs in brief. We then explain local
unitaries and efficiency of a unitary in Section 3, which are ones of the most es-
sential concepts in quantum information. In Section 4, we provide constructions of
approximate or exact unitary designs known in quantum information science. Two
mathematical problems, both appeared in the construction of approximate unitary de-
signs, and partial solutions to them are presented in Section 5. The report will be
concluded with a summary in Section 6.

Before we start, the author would like to make an excuse that the author is a
physicist and am not good at mathematics. Although the author made the best effort
to write down everything as mathematically clearly as possible, the author apologises
if there are inappropriate expressions.

2. Preliminaries

2.1. Notation

Throughout the report, we consider a finite dimensional Hilbert space H. A set of
all linear operators acting on H is denoted by L(H). Following the standard notation
in physics, the Hermite conjugate is denoted by †. The unitary group of degree d is
denoted by U(d). As is often the case in physics, we consider only a natural represen-
tation of the unitary group. Hence, a unitary U ∈ U(d) is always identified with a d×d
unitary matrix acting on a d-dimensional Hilbert space.

For unit vectors, we use the so-called Dirac’s bra-ket notation: a unit vector in a
Hilbert space H is called a ket and is denoted by ∣φ⟩, and its Hermite conjugate (∣φ⟩)†

is called a bra denoted by ⟨φ∣. Note that φ is just a labelling of the vector and, if
needed, can be replaced with anything, e.g. ∣a⟩ , ∣e1⟩ , ∣-⟩ , ∣/⟩ etc.
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We also use the following standard asymptotic notation. Let f(n) and g(n) be
functions from N to R+. We say f(n) = O(g(n)) if there exist c, n0 > 0 such that
f(n) ≤ cg(n) for all n ≥ n0. When there exist c, n0 > 0 such that f(n) ≥ cg(n) for all
n ≥ n0, we say f(n) = Ω(g(n)). If f(n) = O(g(n)) and f(n) = Ω(g(n)), we denote it
by f(n) = Θ(g(n)). If limn→∞ f(n)/g(n) = 0, we write it by f(n) = o(g(n)).

For given integers i, j (i < j), we denote by [i, j] a sequence of integers from i to j,
[i, j] ∶= {i, i + 1,⋯, j − 1, j}. For any set S, we denote its cardinality by ∣S∣.
2.2. Quantum mechanics in brief

Quantum mechanics consists of three fundamental concepts, quantum states, quan-
tum dynamics, and quantum measurements. Because we use only quantum states and
dynamics in this report, we will here explain the very basics of the two.

2.2.1. Quantum states

A quantum state is an abstract object that describes all properties of a physical system,
such as energy, charge, momentum, position, and so on. Mathematically, a state is
described by a unit vector ∣φ⟩ in a Hilbert space1 H. The dimension of the Hilbert
space depends on the type of quantum systems, which can be infinite. In this report,
we consider only quantum systems with finite-dimensional Hilbert spaces. Since a
quantum system has different physical properties, e.g. different energy or positions, it
can be in a different quantum state, while the Hilbert space itself is fixed. Thus, we
sometimes understand that a Hilbert space is attached to each quantum system and
that every unit vector in the Hilbert space represents a different quantum state in the
system.

When there is more than one quantum system, the Hilbert space for the whole
system is described by a tensor product of each Hilbert space. More concretely, if
there are N quantum systems, to each of which a Hilbert space H(j) is attached, the
total Hilbert space is given by HN =⊗N

j=1H(j).

2.2.2. Unitary dynamics

In physics, it is important to understand time evolution or dynamics. In quantum
mechanics, the most fundamental dynamics is a unitary dynamics, which is described
by a unitary matrix. If a quantum system is initially in a state ∣ψ⟩ ∈ H and evolves to
another state ∣ψ′⟩ ∈ H after some time, then they are related by a unitary U ∈ U(dimH)
as ∣ψ′⟩ = U ∣ψ⟩. When there are N quantum systems, the unitary dynamics of the
whole system is simply described by a unitary U ∈ U(D), where D is the dimension of
HN =⊗N

j=1H(j).

2.3. Approximate unitary designs

We here briefly overview approximate unitary designs. We define them in the manner
commonly used in quantum information science, but they should be essentially equiv-
alent to that in mathematics. We refer to Ref. [2] for a more mathematically-friendly
description of designs in quantum information science. A nice summary of various
definitions of designs in quantum information science can be found in Ref. [3].

We denote by H the Haar measure on U(d). For a given probability measure µ on
U(d), we often denote by EU∼µ a map averaging over the whole unitary group U(d)
with respect to the measure µ. We also introduce the diamond norm [4].

1More precisely, a quantum state is an element of a complex projective space. However, for a
historical reason, we often claim that a state is a unit vector in a Hilbert space. We here follow this
stupid convention.
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Definition 1 (Diamond norm) Let C be a map from L(H) to itself. The diamond

norm of C is defined as follows: ∣∣C∣∣◇ ∶= supk supX∈L(H⊗Hk)
∣∣(C⊗idk)(X)∣∣1

∣∣X ∣∣1 , where idk is the

identity map on L(Hk), Hk is a k-dimensional Hilbert space, and ∣∣X ∣∣1 ∶= tr[
√
XX†]

is the trace norm.

An ε-approximate unitary t-design (t ∈ N) is then defined as follows:

Definition 2 (ε-approximate unitary t-designs) Let t ∈ N and ε > 0. A prob-
ability measure ν on the unitary group U(d) is an ε-approximate unitary t-design

if ∣∣G(t)
ν − G(t)

H ∣∣◇ ≤ ε, where G(t)
µ for a probability measure µ on U(d) is defined by

G(t)
µ (X) ∶= EU∼µ[U⊗tXU †⊗t] for any operator X ∈ L(H⊗t).

When ε = 0, the design is said to be exact. Note that unitary designs are sometimes
defined by probability distributions on finite sets of unitaries. However, we do not
assume in Definition 2 that designs are finite.

3. What is important in quantum information
In quantum information science, we often consider a qubit, to which two-dimensional
Hilbert space is attached2. One qubit is a quantum analogue of one bit and is a basic
unit of quantum information. When there are N qubits, the total Hilbert space is
a 2N -dimensional Hilbert space HN . For later convenience, we denote by H(j) the
two-dimensional Hilbert space of the jth qubit. So,

HN =
N

⊗
j=1
H(j). (1)

In the following, we mostly consider this Hilbert space HN except when it is explicitly
stated. Note that N is the number of qubits and changes depending on what quantum
information processing we are interested in. Hence, precisely speaking, we should
consider a family of Hilbert spaces {HN}N∈N. This is an important point but will be
explicitly written only when it is needed. Note also that we are especially interested3

in a large N such as N = O(1010).
The tensor product structure of the Hilbert space HN introduces the concept of

efficiency of a unitary acting on HN , which is of central importance in quantum infor-
mation science. We below explain this point in detail.

3.1. Efficiency of unitaries in U(2N)
According to quantum mechanics, the dynamics in N -qubit systems corresponding to
any U ∈ U(2N) is in principle realisable. However, some unitary dynamics are easier to
implement than others from an experimental point of view, which introduces the idea
of efficiency of unitary dynamics.

To be more concrete, we need to introduce k-local unitaries. As stated above, we
often consider a family {HN}N∈N of Hilbert spaces. Correspondingly, we consider a
family {UN}N∈N of unitaries, where UN ∈ U(2N) is acting on HN =⊗N

j=1H(j). Since it is
essential to specify the Hilbert space the unitary acts on, we often explicitly denote the
Hilbert spaces in the superscript of a unitary. For instance, if a unitary u ∈ U(2k) for
k ∈ N is acting on the i1, i2, . . . , ik the Hilbert spaces in HN , we denote it by u(i1,i2,...,ik).

2We sometimes consider a quantum system with d-dimensional Hilbert space, which is called a qudit.
However, we consider only qubits in this report for simplicity.

3This will be understood by considering the number of bits in our computer, which is roughly
1011 ∼ 1013.
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Definition 3 (k-local unitaries) Let k ∈ N be constant and {HN}N∈N be a family of
Hilbert spaces as defined above. A family {UN}N∈N of unitaries, where UN ∈ U(2N) acts
on HN , is called a k-local unitary if there exists u ∈ U(2k) such that, for any N ≥ k,
the u is acting on ⊗k

m=1H(jm) where (j1, . . . , jk) ∈ [1,N]k (jm ≠ jn for n ≠m), by which
UN is written in the following form:

UN = u(j1,...,jk) ⊗
m≠j1,...,jk

I(j), (2)

where I(j) is the 2 × 2 identity matrix acting on the Hilbert space H(j).

The point of k-local unitaries is that they act non-trivially on a constant number of
qubits even when N grows. A family of unitaries {UN}N∈N is called a local unitary for
short if it is k-local unitaries for some constant k. A product of two k-local unitaries,
{UN}N∈N and {VN}N∈N, is defined simply by {UNVN}N∈N. In the following, we often
refer to a family {UN}N∈N of unitaries simply as a unitary UN on N qubits for simplicity.

The dynamics corresponding to a local unitary, which we call local unitary dynamics,
is important from an experimental point of view. In particular, 2-local dynamics, which
are the dynamics corresponding to a 2-local unitary, are essentially the only dynamics
we can implement in experiments. A basic fact is that any unitary UN on N qubits
can be written as a product of sufficiently many 2-local unitaries (see, e.g. Ref. [5]),
implying that any unitary dynamics can be achieved by combining appropriate 2-local
unitary dynamics. However, if the unitary is a product of a huge number of local
unitaries, it takes an unrealistically long time to implement the corresponding unitary
dynamics. In other words, a unitary {UN}N∈N is experimentally implementable only
when it can be written as a product of a small number of 2-local unitaries.

Based on this idea, the efficiency of unitaries is defined.

Definition 4 (Efficient unitaries) A family of unitaries {UN}N∈N is called efficient
if it can be written as a product of local unitaries, where the number of local unitaries
is O(poly(N)). Otherwise, it is called inefficient.

The dynamics is called efficient if the corresponding unitary is efficient. When there
are two efficient unitaries, the one with a shorter product is considered to be more
efficient. We here emphasise that the concept of efficiency makes sense only when a
Hilbert space has a tensor product structure and when we consider a family of unitaries
over N .

In quantum information science, we always care about whether or not a given
unitary UN on N qubits is efficient. Thus, we are concerned with the following two
problems:

1. how can a given unitary UN on N qubits be decomposed into a product of local
unitaries?

2. what is the minimum number of local unitaries for UN?

The second question arises from the fact that the decomposition of UN into a product
of local unitaries is not unique. Answering these two questions is of crucial importance
in quantum information science, while it is in general a hard task to solve.
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3.2. Efficient unitary designs

The situation is the same for unitary designs in quantum information. Since we are
most interested in a family of unitaries {UN}N∈N, our main interest is in a family
{νN}N∈N of unitary t-designs, where νN is a unitary t-design in U(2N). When we say
unitary designs on N qubits, we implicitly mean such a family of designs.

In the same spirit as Definition 4, we can define the efficiency of constructing unitary
designs. We say that construction of unitary designs on N qubits is efficient if each
unitary in the design is efficient, that is, if each unitary has a decomposition into a
product of local unitaries, where its length is O(poly(N)). When this is the case,
we often refer to such designs as efficient unitary designs. Considering the fact that
we can experimentally implement only efficient unitaries in realistic timescales, finding
efficient unitary designs, as efficient as possible, is one of the most important problems.

We remark on the fact that the Haar measure, which is an exact t-design for any
t ∈ N, is highly inefficient. So, it is out of our scope in practice, although we often use
it in theoretical analyses.

4. Efficient constructions of unitary designs
We here provide constructions of exact and approximate unitary t-designs, most of
which are on N qubits and are efficient. We first review in Subsection 4.1 important
results known in the literature of quantum information. In Subsection 4.2, efficient
constructions of approximate unitary t-designs on N qubits proposed by us are ex-
plained.

Before we start, we remark on the relation between t and N in quantum information.
As explained, we are often interested in a family of designs over N . On the other hand,
t is typically set to be a small constant, e.g. t = 2,4,8 and so on, independent of N ,
which is because such t-designs are sufficient in the applications.

4.1. Previous results

For unitary 2-designs, a number of efficient constructions are known [6, 7, 8, 9, 10, 11,
12, 13, 14, 15] because of the well-known fact that the Clifford group is a 2-design,
which may have been known in mathematics.

Theorem 1 (DiVincenzo, Leung, and Terhal, 2002 [6]) The Clifford group in U(d),
where d is not necessarily the power of 2, is an exact unitary 2-design.

The most successful result about efficient constructions of unitary 2-designs on N
qubits is the following theorem.

Theorem 2 (Cleve, Leung, Lie, and Wang, 2015 [14]) There exist efficient con-
structions of exact unitary 2-designs on N qubits, where each unitary in the designs is
a product of the following number of 2-local unitaries:

• O(N logN) assuming that the extended Riemann Hypothesis is true.

• O(N log2N) without assuming anything.

We here make a brief comment that the Clifford group in U(2N) is also an exact
unitary 3-design [16, 17]. However, it fails to be an exact unitary 3-design if the degree
of the unitary group is not the power of 2 [17].

In contrast to constructions of unitary 2-designs, little is known about constructions
of unitary t-designs on N qubits for t ≥ 3. For instance, no exact constructions, efficient
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# of local unitaries It works for

Harrow and Low [18] O(t3N4) t = O(N/ logN))
Brandao, Horodecki, and Harrow [19] O(t10N2) t =O(poly(N))
Nakata, Hirche, Koashi, and Winter [20] O(tN2) t = o(N1/2)

Table 1: A comparison of three efficient constructions of approximate unitary t-designs
on N qubits. The right-most column provides the condition for the construction to be
efficient.

nor inefficient ones, are known for t ≥ 4 to the best of our knowledge4. For approximate
ones, essentially three efficient constructions are known [18, 19, 20]5. The comparison
of three constructions is given in Table 1.

4.2. Efficient constructions of designs based on random diagonal unitaries

We here provide constructions of approximate unitary t-designs proposed in Ref. [20].

4.2.1. Constructing approximate unitary t-designs on U(d)
We first present constructions of ε-approximate unitary t-designs in U(d) for general
d. Let us introduce a Fourier-type pair of bases in a d-dimensional Hilbert space H.

Definition 5 (Fourier-type pair of bases) A pair of orthonormal bases (E,F ) in
a d-dimensional Hilbert space is called a Fourier-type pair of bases if each vector in
F = {∣fα⟩}α∈[1,d] is expanded in the basis of E = {∣ek⟩}k∈[1,d] as follows:

∣fα⟩ =
1√
d
∑

k∈[1,d]
e
√
−1θkα ∣ek⟩ , (3)

where the phases θkα ∈ [0,2π) satisfy the condition that ∀k, l, α ∈ [1, d], θk+l,α = θkα+θlα.
In the index of θ, + should be an additive operation with respect to which [1, d] is an
additive group.

The following are two important examples of Fourier-type pairs of bases.

Example 1 The following pairs of bases are Fourier-type:

1. any orthonormal basis {∣ek⟩}k∈[1,d] in a d-dimensional Hilbert space and

{d−1/2∑
k

ωαk ∣ek⟩}α∈[1,d], (4)

where ω is a dth root of unity.

2. let G = {∣g0⟩ , ∣g1⟩} be a basis of a two-dimensional Hilbert space. Then, an or-
thonormal basis G⊗N ∶= {⊗N

m=1 ∣gjm⟩}, where ∀m,jm ∈ {0,1}, in a 2N -dimensional
Hilbert space and (HG)⊗N ∶= {⊗N

m=1H ∣gjm⟩}, where H is the 2 × 2 Hadamard
matrix given by

H = 1√
2
(1 1

1 −1
) , (5)

in the basis {∣g0⟩ , ∣g1⟩}.

4For specific dimensions d, several exact designs for t ≥ 4 are known [2].
5Very recently, new efficient designs have been proposed [21], which uses O(N logN) local unitaries.
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We also introduce a unitary matrix DE ∈ U(d) diagonal in a given orthonormal
basis E with random eigenvalues:

DE ∶= diagE(e
√
−1φ1 , e

√
−1φ1 , . . . , e

√
−1φd), (6)

where each φk is independently chosen uniformly at random from [0,2π). This is called
a random diagonal unitary in the basis of E. Explicitly, random diagonal unitaries are
defined by the uniform measure on the set of all unitaries diagonal in the basis E. Note
that such a set forms a subgroup of U(d).

Theorem 3 (Nakata, Hirche, Koashi, and Winter, 2016 [20]) Let d, t, ` be nat-
ural numbers such that d = Ω(t2t!2), ε > 0, and (E,F ) be a Fourier-type pair of bases
in a d-dimensional Hilbert space. A random unitary D[`] defined by

D[`] =DE
` D

F
`−1D

E
`−1D

F
` . . .D

E
1 D

F
1 D

E
0 , (7)

where DE
j and DF

j (j ∈ [0, `]) are all independent random diagonal unitaries in the
basis of E and F , respectively, is an ε-approximate unitary t-design if

` ≥ 1

log d − 2 log(t!)(t log d + log(1/ε)), (8)

to the leading order of d and t.

4.2.2. Constructing efficient approximate unitary t-designs on N qubits

We now provide efficient approximate unitary t-designs on N qubits, of which Hilbert
space is HN = ⊗Nj=1H(j). We first fix an orthonormal basis E(j) of H(j) by {∣e(j)0 ⟩, ∣e(j)1 ⟩}.

We then denote the orthonormal basis E(i) ⊗ E(j) in H(i) ⊗ H(j) by E(i,j). We also
define u

(j)
diag(x) ∈ U(2) for x ∈ [0,2π) and u

(i,j)
diag (z) ∈ U(4) for z ∈ [0,2π) by

u
(j)
diag(x) = diagE(j)(1, e

√
−1x), (9)

u
(i,j)
diag (z) = diagE(i,j)(1,1,1, e

√
−1z), (10)

which are diagonal in the bases of E(j) and E(i,j), respectively. Note that they are
acting on H(j) and H(i) ⊗H(j), respectively. These unitaries are extended to the ones
in U(2N) in the same way as Eq. (2), which we denote by U

(j)
diag(x) ∈ U(2N) and

U
(i,j)
diag (z) ∈ U(2N), respectively. They are explicitly given by

U
(j)
diag(x) = u

(j)
diag(x)⊗

k≠j
I(k), (11)

U
(i,j)
diag (z) = u

(i,j)
diag (z) ⊗

k≠i,j
I(k), (12)

where I(k) is the 2 × 2 identity matrix acting on H(k). They naturally form families
{U (j)

diag(x)}N∈N and {U (i,j)
diag (z)}N∈N

Using these unitaries, we define a unitary Udiag(x,z) onN qubits for x ∶= (xj)j∈[1,N] ∈
[0,2π)N and z ∶= (zij)i∈[1,N−1],j∈[m+1,N] ∈ [0,2π)N(N−1)/2 as follows:

Udiag(x,z) = (
N

∏
k=1

U
(k)
diag(xk))(

N−1
∏
i=1

N

∏
j=i+1

U
(i,j)
diag (zij)), (13)
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which is a product of N(N + 1)/2 local unitaries by definition. Denoting by H(j) a
2 × 2 Hadamard matrix on the Hilbert space H(j), given in Eq. (1) in the basis E(j),
we define the Hadamard matrix on N qubits by HN ∶=⊗N

j=1H
(j).

We finally introduce a unitary U`(x⃗, z⃗) on N qubits for ` ∈ N, x⃗ = (x1, . . .x`) ∈
[0,2π)N`, and z⃗ = (z1, . . .z`) ∈ [0,2π)N(N−1)`/2 by

U`(x⃗, z⃗) = (
`−1
∏
l=1
Udiag(xl,zl)HN)Udiag(x`,z`) (14)

= Udiag(x1,z1)HN . . . Udiag(x`−1,z`−1)HNUdiag(x`,z`). (15)

Based on this unitary, efficient ε-approximate unitary t-designs on N qubits can be
constructed.

Theorem 4 (Nakata, Hirche, Koashi, and Winter, 2016 [20]) Let N, `, t = o(N1/2)
be natural numbers, and V[t, `] be a finite set of unitaries in U(2N) given by

V[t, `] ∶=

{U`(x⃗, z⃗) ∶ x⃗ ∈ {2πm/(t+1) ∶m ∈ [0, t]}N`, z⃗ ∈ {2πm/(⌊t/2⌋+1) ∶m ∈ [0, ⌊t/2⌋]}N(N−1)`/2}.

(16)

Then, the uniform distribution over V[t, `] is an ε-approximate unitary t-design on N
qubits if

` ≥ 2(t + 1

N
log2 1/ε) + 1, (17)

to the leading order of N and t.

Note that, by construction, each unitary U`(x⃗, z⃗) in V[t, `] is a product of roughly
`N2 local unitaries. By setting ` = 2(t + 1

N log2 1/ε) + 1, we obtain from Theorem 4 an
efficient ε-approximate unitary t-design on N qubits, where ≈ tN2 local unitaries are
needed.

5. Combinatorial problems
In this section, we present two combinatorial problems. One of them is the key problem
in the proof of Theorem 4 (see Ref. [20]) and may also be of mathematical interest.
The other is not directly related to the construction of designs, but we hope that it is
also interesting.

5.1. Local permutation check problems

Let t,N ∈ N, K = (Ksm)s∈[1,t],m∈[1,N] and K ′ = (K ′
sm)s∈[1,t],m∈[1,N] be t×N matrices with

elements in {0,1}. For given s ∈ [1, t] and I ⊂ [1,N], we denote a subsequence (Ksm)m∈I
of the sth row of K by KsI , and a set (KsI)s∈[1,t] of such subsequences over all s by KI .
We use the same notation also for K ′. Let Ω be a canonical map that rearranges the
subsequences KI in ascending order, where the subsequences are regarded as binary
numbers. For I = {Ij} (∀j, Ij ⊂ [1,N]), we say that K is an I-local permutation of K ′

if ∀Ij ∈ I, Ω(KIj) = Ω(K ′
Ij
). We say K is a row permutation of K ′ if Ω(KI) = Ω(K ′

I)
for I = [1,N], which simply implies that a set of rows of K is a permutation of that of
K ′. Using this notation, we define local permutation check problems as follows.
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Definition 6 (Local permutation check problems) Let t,N ∈ N, K and K ′ be
t ×N matrices with elements in {0,1}. For a given I = {Ij} (∀j, Ij ⊂ [1,N]), the task
of the I-local permutation check problem is to count the number of pairs (K,K ′) such
that K is not a row permutation but an I-local permutation of K ′. We denote the
number of such pairs by Λt×N(I).

We are interested in the quantity L(t,N, k, λ) defined by, for t,N, k, λ ∈ N,

L(t,N, k, λ) ∶= min{J ∶ ∃I = {Ij}Jj=1, such that ∀j ∈ [1, J], Ij ⊂ [1,N], ∣Ij ∣ ≤ k,
and Λt×N(I) ≤ λ}. (18)

When there does not exist I that satisfies the conditions, we define L(t,N, k, λ) =∞.
A preliminary result is given below:

Theorem 5 (Nakata, Murao, and Koashi, 2014 [22]) Let t,N and k be natural
numbers. Then,

L(t,N, k,0) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∞ when k ≤ N − 1 and t ≥ 2N ,

∞ when k ≤ ⌊log2 t⌋ and t ≤ 2N − 1,

NCk when k = ⌊log2 t⌋ + 1 and t ≤ 2N − 1,

1 when k ≥ N,

(19)

where NCk is a binomial coefficient.

The reason why we care about L(t,N, k, λ) is that it is related to the efficiency
of the constructions of approximate unitary t-designs on N qubits based on random
diagonal unitaries (see Ref. [20] for details). In Ref. [20], we especially considered the
case of k = 2 and have proved the following theorem:

Theorem 6 (Nakata, Hirche, Koashi, and Winter, 2016 [20]) Let N, t ∈ N, and
I2(N) ∶= {{m,n} ∶m ∈ [1,N − 1], n ∈ [m + 1,N]}. Then, Λt×N(I2(N)) ≤ 22t2+(t−1)N .

Theorem 6 implies that, for any N ∈ N, L(t,N,2,22t2+(t−1)N) ≤ ∣I2(N)∣ = N(N − 1)/2,
which was used to obtain Theorem 4.

One of the important open problems about L(t,N, k, λ) is whether there exists a
constant k independent of N such that L(t,N, k, λt2(t−1)N) = O(N logN), where λt
can depend on t but not on N (here, t is presumably independent of N). We are very
interested in this problem, and any suggestion will be appreciated.

5.2. Covering a hypercube by hyperplanes

We finally provide an interesting problem about covering a hypercube by hyperplanes.
A variant of the problem is used in the proof of Theorem 6.

Let n ∈ N, and Hn = {0,1}n ⊂ Rn be the n-dimensional hypercube, hence ∣Hn∣ = 2n.
The question is what can be its intersection with a k-dimensional linear subspace S of
Rn, namely,

H(n, k) ∶= {t > 0 ∶ ∃k-dimensional hyperplane S, t = ∣Hn ∩ S∣}. (20)

In Ref. [23], the following quantity was particularly studied:

H(∞, k) ∶= ⋃
n≥k

H(n, k), (21)
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about which some observations were obtained. For instance,

[1,6] ∪ {8} ⊂H(∞,3) (22)

[1,10] ∪ {12,16} ⊂H(∞,4) (23)

[1,18] ∪ {20,24,32} ⊂H(∞,5). (24)

From these instances, Melo and Winter succeeded to prove the following.

Theorem 7 (Melo and Winter, 2017 [23]) For any k ≥ 2, the second largest num-
ber in H(∞, k) is 3 ⋅ 2k−2. It is contained in H(n, k) for all n > k.

They also made a conjecture as follows:

Conjecture 1 (Melo and Winter, 2017 [23])

∀k ∈ Z+, [1,2k−1 + 2] ⊂H(∞, k), (25)

which is true at least when k ≤ 5.

6. Summary
In this report, we have overviewed unitary designs in quantum information science.
Although a number of ideas, including definitions, were imported from design theory,
designs in quantum information science have developed in a direction slightly different
from mathematics. This is mainly because quantum information science has severe
restrictions, local unitaries and efficiency, and we are always interested in efficient
constructions of (mostly approximate) unitary designs. We have briefly mentioned that
three efficient unitary designs on N qubits have been proposed in quantum information.
We have also presented two combinatorial problems, which are not only relevant to
efficient constructions of designs but also interesting from the mathematical point of
view.

We are still looking for more efficient constructions of designs, which helps the
development of quantum information technology. Towards this goal, more and more
collaborations between mathematics and quantum information science are desired. We
hope this report will motivate such fruitful collaborations.
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§1. Unitary t-design (Cf. Roy-Scott, 2009).

A finite set X ⊂ U(d) is called a unitary t-design
⇐⇒

∫
U(d)

U⊗t ⊗ (U∗)⊗tdU = 1
|X|
∑

U∈X U⊗t ⊗ (U∗)⊗t,

(where
∫
U(d)

dU = 1)

⇐⇒ 1
|X|2

∑
U,V ∈X |tr(U∗V )|2t =

∫
U(d)

|tr(U)|2tdU

1
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⇐⇒
∫
U(d)

f(U)du = 1
|X|
∑

U∈X f(U),

for all f ∈ Hom(U(d), t, t),
(and many other equivalent definitions).

Here, Hom(U(d), r, s) = the space of polynomials that are homogeneous of degree r in the
matrix entries of U , and homogeneous of degree s in the matrix entries of U∗.

§2. Irreducible representations of U(d).

Parametrized by the non-increasing length-d integer sequences:
µ = (µ1, µ2, . . . , µd) with ∀µi ∈ Z, µ1 ≥ µ2 ≥ . . . ≥ µd.

The degree of the representation µ is given by

dµ =
∏

1≤i<j≤d

µi − µj + j − i

j − i
.

(Note that d(1,0,...,0) = d.)

• The irreducible representations of U(d) appearing in (Cd)⊗r ⊗ (Cd∗)⊗s are those µ = (µ1, µ2, . . . , µd)
with
|µ| = |µ1 + µ2 + · · ·+ µd| = r − s and |µ+| ≤ r,
where µ+ =the sum of those positive µi’s.

• dim(Hom(U(d), r, s)) = D(d, r, s) =
∑

|µ|=r−s,|µ+|≤r d
2
µ.

D(d, 0, 0) = 1,
D(d, 1, 1) = (d2 − 1)2 + 1 = d4 − 2d2 + 2,
D(d, 2, 2) = 1

4
(d8 − 6d6 + 25d4 − 28d2 + 16),

D(d, 3, 3) = 1
36
(d12 − 12d10 + 103d8 − 378d6 + 778d4 − 600d2 + 252),

•X ⊂ U(d) is a 2s-design =⇒ |X| ≥ D(d, s, s).

• We call X ⊂ U(d) to be a tight 2s-unitary design, if X is a 2s-design with |X| = D(d, s, s).

• Let A(X) = {|tr(U∗V )|2 | U, V ∈ X,U ̸= V }.

• We say X is an s-distance set (or an s-code) in U(d), if |A(X)| = s.

• If |A(X)| = s, then |X| ≤ D(d, s, s).

• It is shown that if X satisfies |A(X)| = s and |X| = D(d, s, s) then X is a 2s-design.

However, it seems it is not clear, whether X is a tight 2s-design implies that X is an s-
distance set, except when s = 1 (i.e., t = 2).

2
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Perhaps, similar as it was discussed in Roy-Suda (Complex spherical designs and codes),
the right definition of an s-code is that there is an annihilator polynomial f(λ) for X with
f(λ) ∈ Hom(U(d), s, s) (but f(λ) is a function on U(d) with many variables). Note that an
s-distance set is a very special case of an s-code in this sense.

We are interested in the classification problem of tight unitary t-designs in U(d). (Here, we
assume t = 2s ≥ 2, unless otherwise stated.)

Remarks. No example of tight unitary t-design, for any t = 2s ≥ 2, is known.
(i) Gross-Audenaert-Eisert conjectures that there is no tight unitary 2-design. Moreover,
they conjecture that the actual lower bound of the size of unitary 2-designs is d4 − d2 (rather
than D(d, 1, 1) = (d2 − 1)2 + 1 = d4 − 2d2 + 2).

§3. Tight unitary 2s-designs.

We would like to study tight unitary 2s-designs for all s ≥ 1. However, we start with some
special cases.

Our first attempt (result) by Eiichi Bannai and Etsuko Bannai.

(i) There exists no tight unitary 4-design which is a 2-distance set.
(ii) There exists no tight unitary 6-design which is a 3-distance set.

(Can we generalize the proof for 2s-design which is an s-distance set for s ≥ 4 ?)

Note that it is not clear whether an A. S. of class s with relations given by A(X) is always
attached with a tight unitary 2s-design X.
(This is true for s = 2, but it seems open for larger s).

However, we can use the following formulas (Cf. A. J. Scott (2009)).

Let X be a tight 2s-design in U(d). We assume that d ≥ t = 2s.
Then |X| = D(d, s, s) = f(d) (an explicit polynomial of degree 4s.)

Let A(X) =
{
|tr(U∗V )|2

∣∣∣U, V ∈ X, U ̸= V
}
=
{
α1, α2, . . . , αs

}
.

and let Ki = |{(U, V ) | |tr(U∗V )|2 = αi}|/|X| (for i = 1, 2, . . . , s).

Then

1 +K1 +K2 + · · ·+Ks = f(d)(= |X|)

and
d2j + αj

1K1 + αj
2K2 + · · ·+ αj

sKs = j!f(d)

3
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holds for j = 1, 2, · · · , 2s.

So, there are 2s+ 1 equations and 2s+ 1 variables:
K1, K2, . . . , Ks, α1, α2, . . . , αs and d.
(At least) for s = 2, 3, we can eliminate the variables except d, and get a single equation
which involves only d. We get the contradiction from the integral condition on d.

The above calculations are fairly involved, and it was not so easy for us to generalize this
result for larger s.

We visited ICERM (Brown University, Providence, R.I.) in this April, and met Ziqing Xiang
(University of Georgia). So, I asked him whether he can do for general s.
He solved the problem almost completely.

§4. The work of Ziqing Xiang.

We will sketch the argument of Ziqing Xiang.
For a vector a⃗ = (a0, a1, . . . , a2s). The Hankel matrix H (⃗a) is the symmetric matrix of size
(s+ 1)× (s+ 1) whose entries are defined by

H (⃗a)i,j = ai+j with 0 ≤ i, j ≤ s.

Lemma. Let n, s, b and cℓ (0 ≤ ℓ ≤ 2s) be some constant. Consider the
system of equations

bℓ +
s∑

i=1

Kiα
ℓ
i = ncℓ where 0 ≤ ℓ ≤ 2s.

If it has solutions in Ki and αi and the Hankel matrix H(c⃗) associated with
c⃗ = (c0, c1, . . . , c2s) is invertible. Then

n = (b0, b1, . . . , b2s) H(c⃗)−1 t(b0, b1, . . . , b2s).

Proof. For a real number α, letH(α) be the Hankel matrix associated to (α0, α1, α2, . . . , α2s).
Then

H(αi) = H((α0
i , α

1
i , α

2
i , . . . , α

2s
i )) has rank at most 1.

Therefore
s∑

i=1

KiH(αi) has rank at most s.

Then

0 = det

(
s∑

i=1

KiH(αi)

)
= det

(
H((cℓn− bℓ))

)
= det

(
nH((cℓ))− t(b0, b1, . . . , bs) (b0, b1, . . . , bs)

)
4
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= det (nH((cℓ)))
× (1− (b0, b1, . . . , bs) (nH((cℓ)))

−1 t(b0, b1, . . . , bs))
(matrix determinant lemma)

= nsdet (H((cℓ)))
×(n− (b0, b1, . . . , bs) H((cℓ))

−1 t(b0, b1, . . . , bs)).

Corollary. Let X be an s-distance 2s-design in U(d). Then,

|X| = (d0, d2, d4, . . . , d2s)H((cℓ))
−1 t(d0, d2, d4, . . . , d2s).

Proof. Consider the system of equations:

d2ℓ +
s∑

i=1

Kia
ℓ
i = nℓ!

where 0 ≤ ℓ ≤ 2s. Then apply the previous Lemma. Note that H((cℓ)) = H((ℓ!)) is shown
to be invertible.

Main Theorem (Ziqing Xiang). Suppose that s ≥ 2 be fixed. With at
most 4s− 2 exceptional d ≥ 2s, there are no s-distance 2s-design on U(d).

Note that the classification of tight 2s-design is still open. Also, the case
s = 1 (i.e., the classification of 1-distance tight 2-design is still open).

Sketch of Proof.

(i) It is calculated that

|X| = (d0, d2, d4, . . . , d2s) ·H((cℓ))
−1 · t(d0, d2, d4, . . . , d2s)

=
1

(s!)2
(d4s − 2s2d4s−2 +O(d4s−3)).

(ii) It is calculated that

D(d, s, s) =
1

(s!)2
(d4s − s(s+ 1)d4s−2 +O(d4s−3)).

Since X is an s-distance 2s-design, |X| = D(d, s, s). So, we should have

|X| = 1

(s!)2
(d4s − 2s2d4s−2 +O(d4s−3) =

1

(s!)2
(d4s − s(s+ 1)d4s−2 +O(d4s−3)).

Both D(d, s, s) and (d0, d2, d4, . . . , d2s)H((cℓ))
−1 t(d0, d2, d4, . . . , d2s) are shown to be polyno-

mials in d. So, there are at most 4s− 2 exceptional d. Q.E.D.

§5. Discussion.

5
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So far, the concept of s-distance set X in U(d) was defined by

|A(X)| = {|tr(U∗V )|2 | U, V ∈ X.U ̸= V } = s.

Is this appropriate?

The following possible definition was suggested by Ziqing Xiang. Namely, How about defining

|B(X)| = |{Re(tr(U∗V )) | U, V ∈ X, U ̸= V }| = s.

The reason why this definition may be interesting is as follows.

For U, V ∈ U(d), let ⟨U, V ⟩ := tr(U∗V ). Then ||U || :=
√

⟨U,U⟩. Then dist(U, V ) := ||U − V ||
seems to be a natural distance on U(d).
Please note that for U, V ∈ U(d),
dist(U, V )2 = ||U − V ||2 = ⟨U − V, U − V ⟩ = tr((U − V )∗(U − V ))
= tr(U∗U + V ∗V − U∗V − (U∗V )∗) = 2d− 2Re(tr(U∗V )).

§6. Our further study.

Let us set B(X) = {a1, a2, . . . , as} (i.e., an s-distance st in our new sense), and let
Ki = |{(U, V ) | Re(tr(U∗V )) = ai}/|X| (with i = 1, 2, . . . , s).
Then

1 +K1 +K2 + · · ·+Ks = f(d)(= |X| = D(d, s, s)),

di +K1a
i
1 +K2a

i
2 + · · ·+Ksa

i
s = 0, if i =odd, 1 ≤ i ≤ 2s− 1,

di +K1a
i
1 +K2a

i
2 + · · ·+Ksa

i
s = i!

( i
(i/2))
2i

f(d), if i =even, 2 ≤ i ≤ 2s.

Theorem. There is no X in U(d) which is an s-distance set in our new sense,
i.e., |B(X)| = s, and 2s-design, for s = 1 and s = 2.

Remarks. (i) The method is similar to the one used to prove the non-existence proof of
2-disance 4-design on U(d).
(ii) It is expected that the proof would be generalized for all s ≥ 1, although we have not
completed the proof yet.

The Problems we are trying to work.

(i) Let X be a tight 2s-design in U(d). It would be nice if it could be shown that
(a) X is an s-distance set with |A(X)| = s, or
(b) X is an s-distance set with |B(X)| = s.
(However, it seems very difficult to show this. Also, it is not clear whether this actually

6
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holds.)

(ii) The following result holds.
Proposition (Suda). Let X be a 2-distance 2-design in U(d), then a strongly regular graph
is naturally attached.
Question. (i) Is it true that if X is an s-distance 2s− 2 design in U(d), then an A. S. of
class s is naturally attached?

In particular, is it true that if X is an s-distance 2s-design (so, tight 2s-design) in U(d) then
an A. S. of class s is naturally attached?
(So far, these questions seem to be open.)

We could determine the possible feasible list of such strongly regular graphs (with small
sizes) coming from 2-distance 2-design in U(d). We tried to find some explicit examples of
2-distance (with |A(X)| = 2) unitary 2-design.
(An explicit unitary 2-design giving a strongly regular graph was found (Suda) in this way.
(We expect further examples.)
(iii) We can consider the same question, for 2-distance (with |B(X)| = s) 2-designs in U(d).

§7. Study of unitary t-designs from the view point of
finite groups.

最後に U(d) の有限部分群自身が unitary t-design になっている場合を考えよう。

Let G be a finite subgroup of U(d).
Let ρ : G −→ U(d) be a representation of G, and let χ be the character of the representation
ρ.
Then G is called a unitary t-design group, if

1

|G|
∑
g∈G

|χ(g)|2t =
∫
U(d)

|tr(U)|2tdU.

For d ≥ 3, it seems no unitary 4-design group G is known.

Obviously, unitary t-design group G is a unitary t-design on U(d).

Clifford groups Z8 ∗ 21+2m
+ Sp(2m, 2) on U(2m) are known to be a unitary 3-design group,

but not a unitary 4-design group.

Some examples of unitary 3-design groups in U(d).

d = 3, 3.A6,
d = 3, 6.A7,
d = 6, 6.L3(4).21,
d = 12, 6.Suz,

7
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d = 18, 3.J3, etc.

G = 6.Suz is very close to a unitary 4-design.
Let γ(t, d) =

∫
U(d)

|tr(U)|2t. Then γ(4, 12) = 24, while 1
|G|
∑

U∈G |tr(U)|8 = 25.

I am wondering whether we can construct unitary 4-designs from G = 6.Suz.

• Let ρ be the natural representation of degree d of U(d).
Let G = 6.Suz. Then G is known to be a unitary 3-design group in U(12). Moreover, Then
(1, ρ⊗4 ⊗ (ρ∗)⊗4)U(12) = (ρ⊗4, ρ⊗4)U(12) = 24, while (1, ρ⊗4 ⊗ (ρ∗)⊗4)G = (ρ⊗4, ρ⊗4)G = 25. This
implies that there is a uniqueG-invariant, but not U(12)-invariant f(z) = f(z, z̄) ∈ Hom(U(12), 4, 4).
Let x0 ∈ U(d) be a zero of f(z). Then, if we consider X to be the orbit of x0 ∈ U(12) by the
action of G×G ⊂ U(12)× U(12), it is a unitary 4-design on U(12). (new result ! )

以上に書いたことはシンポジウムの講演の時点で分かっていたことでした。
その後 unitary t-design group の分類に関しては、群論的に（有限単純群
の分類も用いて）d ≥ 3 の場合のunitary 4-design group の非存在が示さ
れ、更に unitary 2-design group の完全な分類も得られたと思われます。
これに関しては、Eiichi Bannai, Gabriel Navarro, Noelia Rizo, Pham
Huu Tiep の４名の共著論文を準備中です。（乞うご期待。）
(追記。The arXiv number is: arXiv: 1810.02507.)

Ackowledgment. The author thanks Ziqing Xiang for allowing the
author to sketch the idea of his unpublished work in this workshop
and also in this report.
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1 Notation

In this section, we set up notation and terminology on association schemes and posets. For
the definition of association schemes, see [2, 3, 5], and for the theory of posets, see [4].

Let F be a field. For a finite set Ω, we will denote by MatΩ(F) the set of matrices whose
rows/columns indexed by Ω and whose entries are in F. For simplicity of notation, we will
use the symbols JΩ, IΩ to denote the all-ones matrix and the identity matrix in MatΩ(F),
respectively. For a subset A of MatΩ(C), we write SpanFA for the linear span of A over F.
An association scheme on a finite set Ω is the set A of (0, 1)-matrices in MatΩ(F) satisfying
the conditions:

1. The sum of all matrices in A is the all-ones matrix JΩ;

2. A contains the identity matrix IΩ;

3. A is closed under taking matrix transpose;

4. SpanFA is closed under matrix multiplication.

By definition, the set SpanF A becomes an algebra over F and we call it the adjacency algebra
of A. Fix an element ω ∈ Ω. For a matrix A ∈ A, the notation σω(A) means the diagonal
matrix in MatΩ(F) whose diagonal entry is given by the ω-th row of A. This diagonal matrix
is called the dual idempotent of A with respect to ω. Let E∗ denote the set of all dual
idempotents of A with respect to ω. For simplicity of notation, we write Dω = σω(IΩ),
whose (ω, ω)-entry is 1 and 0 everywhere else. Observe that SpanFE

∗ becomes an algebra
over F and we call it the dual adjacency algebra of A with respect to ω. An association
scheme A on a finite set Ω is called triply-regular if the set

T = SpanF{E∗AF ∗ | E∗, F ∗ ∈ E∗, A ∈ A}

∗Email: ywatanabe@ube-k.ac.jp
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is closed under matrix multiplication for every ω ∈ Ω. In this case, the algebra T is called
the Terwilliger algebra with respect to ω.

Let (X,≤) be a nonempty finite poset. A subset Y in X is called an anti-chain if any two
elements in Y is incomparable. For an anti-chain Y in X, the down-set of Y (also known as
the order ideal) is defined to be

Down(Y ) = {x ∈ X | x < y for some y ∈ Y }.

Note that this definition follows [1] and differs from [4], where Down(Y ) ∪ Y is called the
down-set of Y .

2 The generalized wreath products

In this section, we review the generalized wreath product of association schemes introduced
by R. A. Bailey [1] in 2006. Let X be a finite poset. For each x ∈ X, let Ax be an
association scheme on a finite set Ωx. Put Ω =

∏
x∈X Ωx. In this section, we fix an element

ω = (ωx)x∈X ∈ Ω. For each x ∈ X, let E∗
x denote the set of dual idempotents of Ax with

respect to ωx. We write the adjacency algebraAx = SpanF Ax and the dual adjacency algebra
A∗

x = SpanF A
∗
x.

For an anti-chain Y in X, let A(Y ) be the set of matrices in MatΩ(F) of the following
form: ⊗

x∈Down(Y )

JΩx ⊗
⊗
y∈Y

Ay ⊗
⊗

z∈X\(Y ∪Down(Y ))

IΩz , (1)

where Ay ∈ Ay \{Iy} for each y ∈ Y . Then let A denote the union of A(Y ) for all anti-chains
Y in X.

Theorem 1 ([1, Theorem 1]). With above notation, the union A is an association scheme
on Ω.

The association scheme in Theorem 1 is called the generalized wreath product of associ-
ation schemes Ax over the poset X.

Example 2. Let X = {1, 2} be a poset with 1 < 2. The set of adjacency matrices corre-
sponding to each anti-chain in the poset X is given as follows.

anti-chain Y Down(Y ) A(Y )
∅ ∅ {IΩ1 ⊗ IΩ2}
{1} ∅ {A1 ⊗ IΩ2 | A1 ∈ A1 \ {IΩ1}}
{2} {1} {JΩ1 ⊗ A2 | A2 ∈ A2 \ {IΩ2}}

Therefore, the generalized wreath product of association schemes {A1,A2} over the poset X
is the (ordinary) wreath product A1 ≀A2.

Example 3. Let X = {a, b} be a poset with a ̸< b. The set of adjacency matrices corre-
sponding to each anti-chain in the poset X is given as follows.
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anti-chain Y Down(Y ) A(Y )
∅ ∅ {IΩa ⊗ IΩb

}
{a} ∅ {Aa ⊗ IΩb

| Aa ∈ Aa \ {IΩa}}
{b} ∅ {IΩb

⊗ Ab | Ab ∈ Ab \ {IΩb
}}

{a, b} ∅ {Aa ⊗ Ab | Aa ∈ Aa \ {IΩa}, Ab ∈ Ab \ {IΩb
}}

Therefore, the generalized wreath product of association schemes {Aa,Ab} over the poset X
is the direct product Aa ×Ab.

The dual idempotents of the generalized wreath product are given as follows. For an
anti-chain Y in X, let E∗(Y ) be the set of matrices indexed by Ω of the following form:⊗

x∈Down(Y )

IΩx ⊗
⊗
y∈Y

E∗
y ⊗

⊗
z∈X\(Y ∪Down(Y ))

Dωz , (2)

where E∗
y ∈ E∗

y \ {Dωy} for each y ∈ Y . Then let E∗ denote the union of E∗(Y ) for all
anti-chains Y in X. Remark that E∗ depends on ω.

Lemma 4. With above notation, the union E∗ is the set of dual idempotents of the generalized
wreath product of association schemes Ax over the poset X with respect to ω.

Proof. Compair the ω-th row of (1) and the diagonal entries of (2).

We end this section by the following two lemmas.

Lemma 5 ([1, Lemma 2]). For a matrix S ∈
⊗

x∈X SpanF Ax, the following are equivalent.

1. S ∈ SpanFA;

2. Whenever x < y, either Sx is a scalar multiple of JΩx or Sy is a scalar multiple of IΩy .

Lemma 6. For a matrix S ∈
⊗

x∈X SpanFA
∗
x, the following are equivalent.

1. S ∈ SpanFA
∗;

2. Whenever x < y, either Sx is a scalar multiple of IΩx or Sy is a scalar multiple of Dωy .

Proof. Similar to the proof of [1, Lemma 2].

3 Main theorem

In this section, we consider when the generalized wreath product becomes triply-regular. We
follow the notation used in Section 2. With the notation

T = {E∗AF ∗ | E∗, F ∗ ∈ E∗, A ∈ A},

the generalized wreath product A is triply-regular if and only if SpanFT is closed under
matrix multiplication for every ω ∈ Ω. To characterize SpanFT, we carry out several obser-
vations.
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• Setting Tx = SpanF{E∗AF ∗ | E∗, F ∗ ∈ E∗
x, A ∈ Ax} for x ∈ X, it is clear that SpanFT

is the subset of SpanF(
⊗

x∈X Tx).

• For a given E∗, F ∗ ∈ E∗, A ∈ A and x, y ∈ X with x < y, we have either E∗
x = IΩx

or E∗
y = Dωy , and either Ax = JΩx or Ay = IΩy , and either F ∗

x = IΩx or F ∗
y = Dωy by

Lemmas 5 and 6. Thus, one of the following five cases occurs:

If E∗
x = IΩx , Ax = JΩx and F ∗

x = IΩx , then

(E∗AF ∗)x = JΩx .

If E∗
x = IΩx , Ax = JΩx and F ∗

y = Dωy , then

(E∗AF ∗)x ∈ JΩxA∗
x, (E∗AF ∗)y ∈ A∗

yAyDωy = AyDωy .

If E∗
x = IΩx , Ay = IΩy and F ∗

x = IΩx , then

(E∗AF ∗)x ∈ Ax, (E∗AF ∗)y ∈ A∗
y.

If E∗
y = Dωy , Ax = JΩx and F ∗

x = IΩx , then

(E∗AF ∗)x ∈ A∗
xJΩx , (E∗AF ∗)y ∈ DωyAyA∗

y = DωyAy.

Otherwise, (E∗AF ∗)y = Dωy or (E∗AF ∗)y is the zero matrix.

By these observations, we introduce the following notations.

Definition 7. A nonzero matrix T ∈
⊗

x∈X Tx is called triply-nice whenever for x, y ∈ X
with x < y, either one of the following holds.

(TR1) Tx is a scalar multiple of JΩx ;

(TR2) Tx ∈ JΩxA∗
x and Ty ∈ AyDωy ;

(TR3) Tx ∈ Ax and Ty ∈ A∗
y;

(TR4) Tx ∈ A∗
xJΩx and Ty ∈ DωyAy;

(TR5) Ty is a scalar multiple of Dωy .

We write N for the set of triply-nice matrices in
⊗

x∈X Tx and N = SpanFN.

Then we characterize SpanFT as follows.

Lemma 8. With above notation, we have N = SpanFT.
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Proof. By the observation above, we show that T ⊆ N and so SpanFT ⊆ N . We next check
that N ⊆ SpanFT. Any matrix N ∈ N is a linear combination of triply-nice matrices all of
whose components are in

{E∗AF ∗ | E∗, F ∗ ∈ E∗
x ∪ {IΩx}, A ∈ Ax ∪ {JΩx}}.

So it suffices to show that N ∈ N of this form belongs to T. Let N =
⊗

x∈X E∗
xAxF

∗
x , where

E∗
x, F

∗
x ∈ E∗

x ∪ {IΩx} and Ax ∈ Ax ∪ {JΩx}. We consider the all the five cases (TR1), (TR2),
. . . , (TR5). Take x, y ∈ Ω with x < y.

(TR1) Suppose E∗
xAxF

∗
x is a scalar multiple of JΩx . Then E∗

x, F
∗
x are scalar multiples of IΩx ;

Ax is a scalar multiple of JΩx .

(TR2) Suppose E∗
xAxF

∗
x ∈ JΩxA∗

x and E∗
yAyF

∗
y ∈ AyDωy . Then E∗

x is a scalar multiple of IΩx ;
Ax is a scalar multiple of JΩx ; F

∗
y is a scalar multiple of Dωy .

(TR3) Suppose E∗
xAxF

∗
x ∈ Ax and E∗

yAyF
∗
y ∈ A∗

y. Then E∗
x, F

∗
x are scalar multiples of IΩx ; Ay

is a scalar multiple of IΩy .

(TR4) Suppose E∗
xAxF

∗
x ∈ A∗

xJΩx and E∗
yAyF

∗
y ∈ DωyAy. Then E∗

y is a scalar multiple of Dωy ;
Ax is a scalar multiple of JΩx ; F

∗
x is a scalar multiple of IΩy .

(TR5) Suppose E∗
yAyF

∗
y is a scalar multiple of Dωy . Then E∗

y , F
∗
y are scalar multiples of Dωy ;

Ay is a scalar multiple of either IΩx or JΩx .

Therefore, if E∗
x is not a scalar multiple of IΩx , then E∗

y is a scalar multiple of Dωy . This
means E∗ =

⊗
x∈X E∗

x is in E∗ by Lemma 6. Similarly, by Lemmas 5 and 6, we can show
that A =

⊗
x∈X Ax is in A and F ∗ =

⊗
x∈X F ∗

x is in E∗. This means that N ∈ T. The result
follows.

By this lemma, we prove that the following theorem.

Theorem 9. With above notation, if SpanFTx is closed under matrix multiplication for
every x ∈ X, then SpanFT is also closed under matrix multiplication.

Proof. By Lemma 8, we need to show that N is closed under matrix multiplication. Since
N is the span of N, it suffices to show that the product NM of two matrices N,M in N is
also triply-regular. Indeed, this is true because the multiplication table for the five cases is
given as follows.

N\M (TR1) (TR2) (TR3) (TR4) (TR5)
(TR1) (TR1) (TR2) (TR1) (TR1) (TR2)
(TR2) (TR1) (TR2) (TR2) (TR1) (TR2)
(TR3) (TR1) (TR2) (TR3) (TR4) (TR5)
(TR4) (TR4) (TR5) (TR4) (TR4) (TR5)
(TR5) (TR4) (TR5) (TR5) (TR4) (TR5)
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In this table, we have (TR2) at the intersection of the (TR1)-th row and (TR5)-column. This
means that if N is in the case (TR1) and M is in the case (TR5), then the product NM is
in the case (TR2).

By definition of the triply-regularity, Theorem 9 can be rephrased as follows.

Theorem 10. The generalized wreath product of triply-regular association schemes is also
triply-regular.
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Double centralizers of association schemes ∗

Akihide Hanaki †(Shinshu University)

アソシエーション・スキームの典型的な例は有限可移置換群から得られ、そのよう
なものはシュアー的スキームと呼ばれる。アソシエーション・スキームの問題の一つに
与えられたアソシエーション・スキームがシュアー的であるかどうかの判定がある。一
般にシュアー的であるかどうかを判定するには、その自己同型群を求め、それから得ら
れるアソシエーション・スキームが元のものと一致するかどうかを見ればよい。しかし
自己同型群の計算は簡単ではない。本講演では、アソシエーション・スキームの double
centralizerを考える。よく知られているように複素数体上では double centralizerは必ず
元のものと一致するが、正標数の体上では必ずしも一致しない。しかしシュアー的なも
のに限れば double centralizer は必ず元のものと一致する。すなわち double centralizer
が元のものと一致しなければシュアー的ではないということが出来る。
ここでは、アソシエーション・スキームの隣接代数がいつくかの特別な形をしてい

るときに、その double centralizer が元のものと一致することを紹介し、更に元のもの
と一致しないときにはどのよになっているのかを見る。

記号などの説明は後でするが、少し例を見てみよう。

|X| No. p dimKS dimC(C(KS))

16 19 2 4 5
16 79, 85 2 7 9
16 89, 94 2 7 8
16 90, 95 2 7 12
16 173 2 10 14
18 62 3 8 10
24 56, 57, 58 2 5 7
24 133, 134, 135 2 6 8
24 90, 91, 95, 100, 101 2 6 9

(|X| = 24 にはまだまだたくさんの例が存在する。) ここでは [3] のアソシエーション・
スキームの分類を用いている。最後の 2 列の数値が違うことが double centralizer が元
と一致しないことを意味している。例で見ると、一致しないもののうち dimKS = |S|
が最小のものは dimKS = 4である。実際 |S| < 4では常に KS = C(C(KS))であるこ
とを後で説明する。|X| が小さいときには KS = C(C(KS)) となるものが多いが、|X|
が大きい非シュアー的スキームでは KS ̸= C(C(KS)) となるものが多いことが例の計
算から分かっている。

∗第 35 回代数的組合せ論シンポジウム、広島工業大学、2018 年 6 月 20 日
†花木章秀、信州大学理学部、hanaki@shinshu-u.ac.jp
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1 Centralizers

K を体とする。Mn(K) で K 上 n 次の全行列環を表す。U ⊂ Mn(K) に対して

C(U ) = CMn(K)(U ) = {P ∈ Mn(K) |任意の U ∈ U に対して PU = UP}

とおいて、これを U の (Mn(K) における) centralizer という。C(U ) は Mn(K) の
部分代数になる。C(C(U )) を U の double centralizer という。明らかに

C(C(U )) ⊃ U , C(C(C(U ))) = C(U )

が成り立つ。今回考えるのは C(C(U )) = U という性質である。

2 アソシエーション・スキームとシュアー的スキーム

X を有限集合とし S を X ×X の分割とする。したがって X ×X =
∪

s∈S s である。組
(X,S) がアソシエーション・スキームであるとは次の条件が成り立つことである。

(1) 1 := {(x, x) | x ∈ X} ∈ S

(2) s ∈ S ならば s∗ := {(y, x) | (x, y) ∈ s} ∈ S

(3) s, t, u ∈ S に対して pust ∈ Z が存在して、(x, y) ∈ u ならば ♯{z ∈ X | (x, z) ∈
s, (z, y) ∈ t} = pust

s ⊂ X ×X に対して、その隣接行列を σs ∈ MX(Z) で表す。すなわち σs は行、列とも
に集合 X で添字付けられた行列で、その (x, y) 成分は (x, y) ∈ s のとき 1 で、そうで
ないとき 0 と定めたものである。(3) の条件は σsσt =

∑
u∈S p

u
stσu であることと同値で

ある。定義から、アソシエーション・スキーム (X,S) に対して、σs を体 K 上の行列と
見て KS :=

⊕
s∈S Kσs とおけば、これは K-代数となる。これを (X,S) の K 上の隣接

代数という。KS ⊂ MX(K) と定義されているので、自然な埋込みから標準表現が定ま
る。対応する加群は X を自然な基底にもつので KX と表され、標準加群と呼ばれる。

G を有限集合 X 上の可移置換群とする。g ∈ G の作用を (x, y)g = (xg, yg) で定め
て G は X ×X にも作用する。このときの軌道の集合 S は X ×X の分割を定め、こ
れによって (X,S) はアソシエーション・スキームとなる。このようにして得られるア
ソシエーション・スキームをシュアー的であるという。異なる置換群が同じアソシエー
ション・スキームを定めることもある (例えば X 上の二重可移置換群による軌道は 2 つ
だけなのですべて等しくなる)。

(X,S) を置換群 G から得られるシュアー的スキームとする。G の置換表現を D と
する。このとき KS = C(D(G)) となることがすぐに分かる。したがってシュアー的ス
キームに対しては C(C(KS)) = C(C(C(D(G)))) = C(D(G)) = KS が常に成り立つ。

命題 1. アソシエーション・スキーム (X,S)がシュアー的であるならば C(C(KS)) = KS
である。
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3 係数体の変更

アソシエーション・スキームの表現に関する考察をするとき、面倒を避けるために係数
体が代数的閉体であると仮定することが多い。しかし具体的に計算するときには代数的
閉体を考えるわけにもいかず適切な体を考える必要がある。Double centralizer に関す
る性質は係数体に依存しないことを示す。

命題 2. K を体、L をその拡大体とする。U ⊂ Mn(K) に対して

CMn(L)(LU ) = L · CMn(K)(U )

が成り立つ。特に dimL CMn(L)(LU ) = dimK CMn(K)(U ) であり、U が部分空間である
ならばCMn(L)(CMn(L)(LU )) = LU と CMn(K)(CMn(K)(U )) = U は同値である。

Proof. CMn(L)(LU ) ⊃ L · CMn(K)(U ) は明らかである。
P = (pij) ∈ CMn(L)(LU ) とする。L0 =

∑
i,j Kpij とおけば L0 は L の有限次

元 K-部分空間である。v1, . . . , vℓ を L0 の K-基底とする。このとき P =
∑ℓ

i=1 viPi

(Pi ∈ Mn(K)) と一意的に書くことができる。U ∈ U に対して PU = UP であるから∑ℓ
i=1 viPiU =

∑ℓ
i=1 viUPiであり、v1, . . . , vℓがK 上一次独立であることからPiU = UPi

(i = 1, . . . , ℓ) となる。よって Pi ∈ CMn(K)(U ) であり P ∈ L · CMn(K)(U ) である。

4 いくつかの特別な場合

4.1 隣接代数が半単純であるとき

(X,S) をアソシエーション・スキームとし K を体とする。隣接代数が半単純であると
きを考える。半単純になるための条件は [2] で求められている。命題 2 より K は十分
大きいと仮定して構わない。よって KS ∼=

⊕r
i=1Mni

(K) としてよい。Vi (i = 1, . . . , r)
を単純 KS-加群とする。dimK Vi = ni である。標準加群が KX ∼=

⊕r
i=1miVi である

ときC(KS) ∼=
⊕r

i=1 Mmi
(K) である。C(KS) の単純加群を Wi (i = 1, . . . , r) とする。

(mi = 0 ならば Wi = 0 であるが、一般に mi > 0 である。) KX を C(KS)-加群と見
れば KX ∼=

⊕r
i=1 niWi である。KS 加群と見たときとは、単純加群の次元と重複度が

入れ替わる。よって C(C(KS)) = KS が成り立つ。

命題 3. 隣接代数 KS が半単純ならば C(C(KS)) = KS が成り立つ。

4.2 隣接代数が uniserial であるとき

K-代数 A が K[x]/(xℓ+1) と森田同値であるとき、A を uniserial であるという。この
とき、多くのことが A = K[x]/(xℓ+1) の場合に帰着され、この場合もそうである。直既
約 A = K[x]/(xℓ+1)-加群は

Ui = K[x]/(xi+1) i = 0, 1, . . . , ℓ

である。HomA(Ui, Uj) は計算でき、dimK HomA(Ui, Uj) = min{i, j}+ 1 である。D を
A の表現とするとき、HomA(Ui, Uj) を用いて計算すれば C(D(A)) や C(C(D(A))) は
完全に記述できる。詳細は省くが、次が成り立つ。
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命題 4. 隣接代数 KS が uniserial ならば C(C(KS)) = KS が成り立つ。

隣接代数の両側イデアルとしての直和因子をブロックという。Centralizer はブロッ
ク毎に考えることが出来るので次も成り立つ。

命題 5. 隣接代数 KS のすべてのブロックが uniserial または単純ならば C(C(KS)) =
KS が成り立つ。

例 6. 島袋-吉川 [5] で Grassmann グラフから得られるアソシエーション・スキーム
Jpf (v, d) の隣接代数の構造が決定されている。K が標数 p の体であるとき

KJpf (v, d) ∼= K ⊕K[x]/(xd)

である。これはシュアー的スキームなので C(C(KJpf (v, d))) = KJpf (v, d) が成り立つ
ことは明らかである。これに対して twisted Grassmann グラフ [6] は非シュアー的であ
るがGrassmannグラフと同型な隣接代数をもつ。よって命題 5より twisted Grassmann
グラフに対しても C(C(KS)) = KS が成り立つことが分かる。(これらは非同型な標準
加群をもつことが、計算機を用いてパラメータが小さい (pf , v, d) = (2, 5, 2), (3, 5, 2) に
ついてだけ確認されている。)

4.3 |S| = 2 のとき

|S| = 2 であるアソシエーション・スキーム (X,S) を考える。このとき隣接代数は

KS ∼= K ⊕K or K[x]/(x2)

である。したがって命題 5から次が成り立つ。

命題 7. |S| = 2 ならば C(C(KS)) = KS が成り立つ。

4.4 |S| = 3 のとき

|S| = 3 であるアソシエーション・スキーム (X,S) を考える。このとき K を代数的閉
体とすれば [4] より隣接代数は

K ⊕K ⊕K, K[x]/(x2)⊕K, K ⊕K[x]/(x2),

K[x]/(x3), or K[x, y]/(x2, xy, y2)

である。はじめの 4つの場合は命題 5から C(C(KS)) = KS が成り立つ。最後の場合は
[4] で標準加群 KX の構造も決まっていないので、まずこれを考え、更に C(C(KS)) =
KS が成り立つことを説明する。

K を代数的閉体と仮定する。KS ∼= K[x, y]/(x2, xy, y2) と仮定する。KS の直既約
表現は分類されている [1, Theorem 4.3.2]。

• 単純表現 V1

x 7→ (0), y 7→ (0)

4
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• V2n+1 (n = 1, 2, 3 . . . )

x 7→


1 0

0 . . . . . .

1 0

0 0

 , y 7→


0 1

0 . . . . . .

0 1

0 0


• V ∗

2n+1 (n = 1, 2, 3 . . . )

x 7→



0

0 1
. . .
. . . 0

1

0 0


, y 7→



1

0 0
. . .
. . . 1

0

0 0


• W2n(α) (n = 1, 2, 3 . . . , α ∈ K)

x 7→



1

0 . . .
. . .

1

0 0


, y 7→



α 1

0 . . . . . .
. . . 1

α

0 0


• W2n(∞) (n = 1, 2, 3 . . . )

x 7→



0 1

0 . . . . . .
. . . 1

0

0 0


, y 7→



1

0 . . .
. . .

1

0 0


x =

∑
s∈S σs (すべての成分が 1 である行列) と仮定することができる。このとき

rankx = 1 である。したがって KX のただ一つの直和因子が x にランク 1 をもつこと
が分かる。標準加群は自己反傾的 [4, Proposition 5] なので、x がランクをもつ直既約加
群も自己反傾的である。更に標準加群は正則加群を部分加群にもたなければならない。
これらの条件をみたす直既約表現は W4(∞) しかないことが分かる。他の直既約因子は
x にランクをもたないので V1 または W2(∞) である。よって標準表現は

W4(∞)⊕ aW2(∞)⊕ bV1 (a, b ∈ Z≥0)

5
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と表される。ここまで分かれば計算によって C(KS) や C(C(KS)) を求めることがで
きるが、参考のために計算の概略を記しておこう。

D を A の表現として D = D1 ⊕ · · · ⊕Dr を直既約分解とする。

Hom(Di, Dj) = {M | Di(a)M = MDj(a) for all a ∈ A}

とおけば

C(D(A)) =

 Hom(D1, D1) . . . Hom(D1, Dr)
. . .

Hom(Dr, D1) . . . Hom(Dr, Dr)


である。また W4(∞), W2(∞), V1 に対して Hom(•, •) は

W4(∞) W2(∞) V1

W4(∞)


a b d e

a d
f a c

a




a b
a
c




a

b


W2(∞)

(
a b c

b

) (
a b

a

) (
a
)

V1

(
a b

) (
a
) (

a
)

である1。これを組合せて C(KS) が分かる。またこれらと可換になるものは KS に限
ることも確認できる。
以上をまとめて次が成り立つ。

命題 8. |S| = 3 ならば C(C(KS)) = KS が成り立つ。

4.5 |S| = 4 のとき – 例

|S| = 4 では KS ⊊ C(C(KS)) となる例がある。すべての場合の様子を記述することは
難しいので、一番小さい例について、その構造を詳しく見る。

4.5.1 |X| = 16, No. 19, p = 2

KS ∼= K[x1, x2, x3]/(xixj | 1 ≤ i, j ≤ 3) である。(この代数の表現型は wild で、直既約
表現を分類することはできない。) dimC(KS) = 86, C(KS)/J(C(KS)) ∼= K ⊕M2(K)
が計算でき、したがって標準加群は、二つの非同型な直既約加群 V , W を用いて

KXKS = V ⊕W ⊕W

1表記をわかりやすくするために W4(∞) は x 7→


0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

, y 7→


0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 で計算し
ている。また

(
a b c

b

)
などは

{(
0 a b c
0 0 0 b

) ∣∣∣ a, b, c ∈ K

}
の意味である。

6
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と表される。dimC(C(KS)) = 5 であり

C(C(KS)) ∼= K[x1, x2, x3, x4]/(xixj | 1 ≤ i, j ≤ 4)

となる。
標準加群の構造を注意深く計算すれば

KXKS
∼= •

�� �#
@@

@@
@@

@

@@
@@

@@
@ •

�� �#
@@

@@
@@

@

@@
@@

@@
@ •

��

•

�� �#
@@

@@
@@

@

@@
@@

@@
@

~w� ~~
~~
~~
~

~~
~~
~~
~

~~
~~
~~
~

•

�� �#
@@

@@
@@

@

@@
@@

@@
@ •

��

•

��

•

��
• • • • • • • •

となることが確認できる。ここで、• は加群の基底を表し、3 種類の矢印がそれぞれ
x1, x2, x3 の作用を表している。自己反傾的であること、正則加群を部分加群に含むこと
も図から理解できる。(C(KS) については計算機を用いて次元などを計算しただけであ
る。C(KS)は次元も大きく、その構造を完全に求めることは容易ではないと思われる。)

4.5.2 |X| = 28, No. 29, p = 2

KS ∼= K[x1, x2, x3]/(xixj | 1 ≤ i, j ≤ 3)である。dimC(KS) = 299, C(KS)/J(C(KS)) ∼=
K ⊕M4(K)⊕M4(K)⊕M4(K) が計算でき、したがって標準加群は

KXKS = V ⊕ 4W1 ⊕ 4W2 ⊕ 4W3

と表される (直既約因子の構造などは計算していない)。dimC(C(KS)) = 8 であり

C(C(KS)) ∼= K[x1, . . . , x7]/(xixj | 1 ≤ i, j ≤ 7)

となる。

5 補足

ここまでの話とは直接には関係ないが、今後役に立つかもしれないことを補足しておく。

補足 9. (X,S), (X ′, S ′) をアソシエーション・スキームとし、KS ∼= KS ′ と仮定する。
更に KS-加群としてKX ∼=

⊕r
i=1miVi, KX ′ ∼=

⊕r
i=1m

′
iVi (mi > 0, m′

i > 0, Vi は非同
型な直既約加群) とする。このとき dimC(C(KS)) = dimC(C(KS ′)) が成り立つ。特
に C(C(KS)) = KS であることと C(C(KS ′)) = KS ′ であることは同値である。

補足 10. Di (i = 1, 2) を代数 A の表現とする。D = D1 ⊕ D2 とする。このとき
C(C(Di(A))) = Di(A) (i = 1, 2) であってもC(C(D(A))) = D(A) となるとは限らない。

この補足から C(C(KS)) = KS という性質は直和因子毎に見ることはできないデリ
ケートなものであることが分かる。
講演後、どのくらいの非シュアー的スキームについて C(C(KS)) ̸= KS が成り立つ

のかを計算してみた。標数 2、 |X| は 4 の倍数、に対して以下の通りである。

7
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|X| isomorphism classes non-schurian C(C(KS)) ̸= KS
16 222 16 8
20 95 0 0
24 750 81 60
28 185 61 24
32 18210 13949 13287

ある程度大きな |X| に対して、多くの非シュアー的スキームに対して C(C(KS)) ̸= KS
であり、この性質がそれなりに意味のある性質であることが分かる。
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古典直交多項式に対するカーネル多項式の代数幾何
的側面とその応用

澤　正憲 (神戸大学)∗

1. 序
区間 (a, b)上の重み関数wに関する直交多項式列{Φr}rについて，

Kr(x, y) :=
r∑

k=0

hrh
−1
k Φk(x)Φk(y), hk =

∫ b

a

Φk(x)
2 w(x)dx

で定められる二変数多項式Kr(x, y)をカーネル多項式という．カーネル多項式は次数 r

以下の多項式の空間に付随する再生核で，関数解析の古典的な研究対象である．また
カーネル多項式はガウス求積公式の点配置の特徴付けにも用いられており，矩形求積公
式の理論の基本的な道具として古くから研究されている．これらの事実はカーネル多
項式が主に解析的な視点から研究されてきたことを示唆している ([15, 16]等参照)．本
稿では古典直交多項式列に関するカーネル多項式の代数幾何的側面に興味がある．本
研究は内田幸寛氏（首都大学東京）との共同研究 [18, 19]に基づいている．
Bochner [3]はStrum-Liouville型の2階常微分方程式の固有関数になる多項式を分類

した．これらの多項式で正定値汎関数に関して直交性をもつものはヤコビ多項式，（一
般）ラゲール多項式，エルミート多項式の３種に限られ [8]，古典直交多項式と呼ばれ
ている．本稿では有理的多項式，すなわち有理係数の古典直交多項式のみを扱う．

2. 主結果
次の結果は有理的多項式に対するカーネル多項式の代数幾何的特徴付けを与える．

定理1 ([18])．自然数 r ≥ 2についてKrを有理係数の古典直交多項式多項式に付随す
るカーネル多項式とし，Krを射影化して得られる射影曲線をCrとおく．このとき次
が成り立つ：

(1) 曲線CrはC上絶対既約である；

(2) 曲線Crの種数は (r − 1)2である．

定理 1の前半の主張は，Strum-Liouville型微分方程式をはじめ直交多項式の解析的
性質を用いてCr上の通常特異点を分類した後，Bezoutの定理を用いて証明される．後
半の証明にはFaltingsの定理 [4]を用いる．
本稿では，定理1とは一見無関係に見える次の不定方程式系の求解問題にも言及する：

本研究は科研費基盤研究（Ｃ）(課題番号:18K03414)の助成を受けたものである．
∗〒 657-8501 兵庫県神戸市灘区六甲台町 1-1　神戸大学 大学院システム情報学研究科
e-mail: sawa@people.kobe-u.ac.jp
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問題 1．m,nを自然数とし，有理的多項式に対応する汎関数 I[·] =
∫ b

a
· w(t)dtを考え

る．このときxi, yiに関する不定方程式系

m∑
i=1

xiy
j
i =

∫ b

a

tjw(t) dt, j = 0, 1, . . . , n, (1)

は有理解をもつか？

不定方程式系 (1)が有理解xi, yiをもつことと，有理点yiと有理ウェイトxiからなる次
数nの求積公式1が存在することは等価である．求積公式の点集合のサイズmを下から評
価するStroud型不等式と同様の議論から ([15]等参照)，n ≤ 2m−1となることがわかる．
この不等式においてタイトな場合 (n = 2m− 1の場合)，各点yiはwに関するm次直交
多項式Φm(x)の零点になり，この逆も成り立つ．一般に，m個の点からなる次数2m−k

の求積公式の点は階数k− 1の準直交多項式Φm(x) + b1Φm−1(x) + · · ·+ bk−1Φm−k+1(x)

の零点になり，この逆も成り立つ [13]．この事実は特にk = 2のときはRiesz [11]の古
典的な結果に等しくなる．なお本稿での準直交多項式の定義は [17]に基づいているが，
いくつかの文献 ([14]等) では階数の定義が少々異なるので注意が必要である．
筆者の知る限り問題１はHausdorff [5]まで遡る．Hausdorffはガウス積分 1√

π

∫∞
−∞ e−x2

dx

を考えて，n = m−1の場合に不定方程式系(1)が有理解をもつことを示した．Hausdorff
のモチベーションはワーリング問題のHilbert [6]による解の簡略化にあった．Hausdorff
の仕事はその重要性に反してワーリング問題関連のほとんどの文献で見落とされてき
たが，2006年のNestarenkoの論文 [9]で業界的に再認識されるようになった．なお本
稿の主眼からは逸れるが，(1)式の実解は古典的な有限次元バナッハ空間の等長埋め込
みやユークリッドデザインの構成にも応用されるため，組合せ論的な視点からも重要
である [9, 10].

Schur [12]によるエルミート多項式のQ上既約性の証明から，n = 2m− 1のときに
は不定方程式系 (1)は有理解をもたない．そこで筆者ら [19]は，n = 2m− 2の場合に
次の非存在定理を示した：

事実1 ([19])．自然数 r ≡ 2, 3, 4, 5, 6 (mod 8)について，

r+1∑
i=1

xiy
k
i = ak, k = 0, 1, . . . , 2r. (2)

を満たす有理数xi, yiは存在しない．

組合せ論的には，事実1は有理点・有理ウェイトのalmost tight Gaussian 2r-design [1]

の非存在に言及している．
この他に興味深いのは区間 (−1, 1)上の定数関数w ≡ 1の場合である．これに対応

する有理的多項式はルジャンドル多項式である．エルミート多項式と異なり，ルジャ

1 ∫ b

a

f(t)w(t)dt =

m∑
i=1

xif(yi), f ∈ Poln(a, b)

の形の積分近似公式を次数nの求積公式と呼び，yiを点（ノード），xiをウェイトという．組合せ論
的には次数nの求積公式の点配置は区間 (a, b)上のn-デザインである．
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ンドル多項式の Q上既約性の判定問題は未解決である．しかし，Holtの古典的な結
果 [7]からルジャンドル多項式が有理的な一次式で分解されないことはわかっているの
で，n = 2m − 1のときには (1)は有理解をもたない．かくしてエルミート多項式の場
合と同様にalmost tightなケースが自然に興味の対象になる．
また坂内-坂内-伊藤 [2, 問題 2]では区間 (−1, 1)上で一般の重み関数wについて問題

1が提起されている．
そこで本研究の目的はこれらの状況を問題1の枠組みで統一的に扱うことであり，こ

れまでに関連する結果として次を得ている：

定理2 ([18])．m ≥ 3を整数，n = 2m− 2とする．このとき不定方程式系 (1)は（有理
的多項式のクラスの選び方に依らず）高々有限個しか有理解をもたない．

定理2の証明の概略を述べる．まず解析学の基本的な事実である

Km−1(x, y) =
km−1

km
· Φm(x)Φm−1(y)− Φm−1(x)Φm(y)

x− y

に注目する (Christoffel-Darboux公式，[16]等参照)．ここでkmは有理的多項式Φmの
主係数である．n = 2m− 2のとき，上の準直交多項式の零点に関するくだりから，方
程式系 (1)の有理解 yiはある 1階の準直交多項式Φm(x) + cΦm−1(x)の零点にならなけ
ればならない．すると Christoffel-Darboux公式から，異なる零点 yi, yj を用いて曲線
Cm−1上の有理点 (yi, yj)を構成することができる．定理1よりCm−1上の有理点の個数
は高々有限個なのだから，(1)式の有理解の個数も高々有限個になる．
エルミート多項式，ラゲール多項式 (一般ラゲール多項式の特殊化)，ルジャンドル

多項式 (ヤコビ多項式の特殊化) について定理2の結果を改良することができる：

定理 3 ([18])．m ≥ 3を整数，n = 2m − 2とする．このとき次のwと (a, b)に対して
不定方程式系 (1)は有理解をもたない：

(1) w(t) = e−t2/
√
π, (a, b) = (−∞,∞);

(2) w(t) ≡ 1/2, (a, b) = [−1, 1];

(3) w(t) = e−t, (a, b) = (0,∞).

一連の結果の証明にはニュートン多角形とベルトラン仮説を用いる．これらの手法
は，原理的には上記以外の重み関数wにも適用可能なのだが，一般ラゲール多項式や
ヤコビ多項式の係数は上の三つのケースとは比べものにならないくらい繁雑であり，多
くの場合，ニュートン多角形に関する付値の計算でおよそ手詰まりになる．論文 [19]

では（1階の）準エルミート多項式の判別式の明示公式を与えることで事実1を証明し
た．同様の手法を，準ヤコビ，準ラゲール多項式についても試みたが，計算の繁雑さ
からやはり手詰まりになる．
問題1への他のアプローチとして，カーネル多項式Krの付値を直接計算することで

曲線Cr上の有理点を分類する方法もある．たとえば (1階の) 準ルジャンドル多項式
Φ3(x) + cΦ2(x)の場合には 2進付値の計算によってC2上に有理点がないとわかる．し
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かし，同じ準ヤコビ多項式系列であっても，たとえば第2種の準チェビシェフ多項式の
場合には事情が大きく異なる．実際，この場合には曲線K2(x, y) = 0の方程式は

32x2y2 − 8x2 + 8xy − 8y2 + 4 = 0

となり，有理点 (1/2,−1/2), (−1/2, 1/2)を含むことが容易にわかる．上の曲線の方程
式をTateのアルゴリズム（例えば [20]等参照）などで適当な楕円曲線に変形した後，
Mordell群を計算すると，C2上の有理点が (1/2,−1/2), (−1/2, 1/2)に限られることが
結論される．このようにC2上の有理点の分類から準チェビシェフ多項式の零点の有理
性を直ちに判定することはできないのである．幸い，いまの例では±1/2が第 2種準
チェビシェフ多項式の零点にならないことを具体計算で確かめられるが，一般の準ヤ
コビ多項式になると曲線Crの分類だけでは足りないのかもしれない 2．
最後に不定方程式 (1)の求解問題に関する肯定的な結果に触れておく．既に述べたよ

うにHausdorffは n = m − 1の場合に (1)が有理解をもつことを示した．次の結果は
n = mの場合にも方程式系 (1)が有理解をもつことを示している：

定理4 ([18])．任意の自然数mについて，

m∑
i=1

xiy
j
i =

∫ b

a

tjw(t) dt, j = 0, 1, . . . ,m.

を満たす有理数xi, yiが存在する．

m+ 1 ≤ n ≤ 2m− 3の場合には問題1にまったく手をつけていない．
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On the closed subset generated by a regular relation

吉川　昌慶（兵庫教育大学）

1 序

アソシエーション・スキームの正則な relation s（s∗ss = {s}を満たす relation）に対して，s∗sは ns∗s = ns

を満たし，さらに閉部分集合となることが知られている．こうして，正則な relationの valency ns は，元の

アソシエーション・スキームの位数を割ることが分かる．一方，relation sが正則ならば，その strong girth

sg(s)は有限であり，

asn1 =

{
ns

n−1 （sg(s) | nのとき），
0 （それ以外のとき）

を満たす．こうして，正則な relationの strong girthは，有限群の元の位数と似た特徴をもつ．実際，任意の

thin relation sは正則であるが，その strong girthは，sで生成される巡回群の位数に一致する．有限群の元

の位数は，よく知られているように，元の群の位数を割るが，正則な relationの strong girthは元のアソシ

エーション・スキームの位数を割るだろうかという問題が考えられる．

本稿では，正則な relation sで生成される閉部分集合 ⟨s⟩，上記の閉部分集合 s∗s，sの strong girth sg(s)

の関係を考察することにより，任意の正則な relationの strong girthは元のアソシエーション・スキームの位

数を割ることを紹介する．

また，閉部分集合 ⟨s⟩の構造の研究の応用として，正則アソシエーション・スキームに対して Burnsideの

定理が成り立つことを紹介する．ここで得られる Burnsideの定理は，「正則アソシエーション・スキーム S

において，χを重複度 mχ が 2以上の既約指標とするとき，χ(σs) = 0となる S の relation sが必ず存在す

る」であり，有限群の指標理論における Burnsideの定理よりも強い主張が成り立つ（有限群を考えた場合は，

mχ = χ(1)であるので，有限群の場合における主張は変わらない）．

2 準備

アソシエーション・スキームの定義などは，Zieschang [4]による．

(X,S)もしくは単に S をアソシエーション・スキームとし，σs を s ∈ S の隣接行列とする．また，astu を

交叉数とし，ns を s ∈ S の valencyとする．S の任意の部分集合 T に対して，nT :=
∑

t∈T nt と定義する．

CS を S の複素数体上の隣接代数とし，その既約指標全体の集合を Irr(S)とする．

Oθ(S)を S の thin residueとする．S//Oθ(S)は thinなアソシエーション・スキーム，すなわち本質的に

有限群である，ことが知られている．

ΓX : CS → M|X|(C), σs 7→ σs を CS の標準表現といい，その対応する指標を χX とかき，標準指標とい

う．χX =
∑

χ∈Irr(S) mχχと表されるとき，mχ を既約指標 χの重複度という．

1
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交叉数 astu に対して，次のような記述による省略を許すことにする．

σs
ℓ =

∑
u∈S

asℓuσu

3 正則アソシエーション・スキーム

正則アソシエーション・スキームの詳しい議論は，[3]にある．

s ∈ S が次の同値な条件

1. s∗ss = {s}
2. σs∗σsσs = ns

2σs

3. as∗sss = ns
2

の一つを満たすとき，正則な relationであるという．すべての relationが正則であるようなアソシエーショ

ン・スキームは正則であると呼ばれる．

注意 1. 有限群 Gをアソシエーション・スキームと見なしたとき，g ∈ Gに対して，g∗ は g−1 に相当するの

で，g∗gg = {g}を満たす．したがって，有限群は正則アソシエーション・スキームである．

有限群の元の位数に対応する 2つの概念を定義する．1 ̸= s ∈ S に対して，sの girth g(s)を

g(s) := min{e ∈ N \ {1} | ase1 ̸= 0}

で定義する．明らかに，任意の relation s ∈ S に対して，g(s) < ∞である．また，sの strong girth sg(s)を

sg(s) := min{e ∈ N \ {1} | ase1 = ns
e−1},

もしそのような eが存在しないときは，sg(s) = ∞と定義する．1 ∈ S に対しては，g(1) = sg(1) = 1と定

義する．定義から，g(s) ≤ sg(s)が成り立つことが分かる．実際には，sg(s) < ∞ならば，g(s) = sg(s)が成

り立つ．特に，定理 2で紹介するように，relation sが正則ならば，sg(s) < ∞であり，g(s) = sg(s)が成り

立つ．

任意の relation s ∈ S に対して，sg(s) < ∞であるとき，S の exponent exp(S)を

exp(S) := l.c.m{sg(s) | s ∈ S}

で定義する（ただし，l.c.mは最小公倍数を意味する）．そうでないときは，exp(S) = ∞と定義する．上記に
あるように，S が正則アソシエーション・スキームならば，任意の s ∈ S に対して sg(s) < ∞なので，S の

exponent exp(S)は有限である．

アソシエーション・スキームの正則な relationは，次の特徴を有する．

定理 2. s ∈ S が正則な relationであるとき，次を満たす．

1. g(s) = sg(s) < ∞,

2. s∗s = ss∗,

3. s∗sは，ns∗s = ns を満たす S の閉部分集合,

2
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4. t ≥ 2に対して，

ast1 =

{
ns

t−1 sg(s) | tであるとき,

0 そうでないとき.

特に 1番目と 4番目の性質から，正則な relationの sg(s)（もくしは g(s)）は，有限群の元の位数に対応す

る概念の候補と考えられる．

4 1つの正則な relationで生成される閉部分集合の構造

アソシエーション・スキームの 1つの正則な relationによって生成される閉部分集合 ⟨s⟩を考える．組合せ
論的な議論は行わないので，閉部分集合とそれに付随する部分アソシエーション・スキームを区別しないで議

論する．正則な relation sに対して，閉部分集合 s∗sが与えられる．この閉部分集合は，ns | nS であること

の証明にも使われるが，⟨s⟩の構造にも重要な役割を果たす．

定理 3. s ∈ S が正則であるとき，s∗s = Oθ(⟨s⟩)である．

こうして，剰余スキーム ⟨s⟩//(s∗s)は complex productに関して有限群をなすことがわかる．さらに，詳

しく次が成り立つ．

定理 4. s ∈ S が正則であるとき，⟨s⟩//(s∗s)は位数 sg(s)の巡回群 Csg(s) に同型である．

この定理から，n⟨s⟩ = sg(s) ·ns∗s = sg(s) ·nsが得られるので，任意の正則な relation sに対して，sg(s) | nS

が分かる．従って，正則アソシエーション・スキーム S に対して，exp(S) | nS が成り立つことが分かる．

この節の残りで，一元生成正則アソシエーション・スキーム S = ⟨s⟩の指標について考察する．Sの relation

はすべて正則であることが仮定されていることに注意する．このとき，R = s∗s とおくと，上の定理より，

S//R ∼= Csg(s) が成り立つ．さらに，次の２つの集合の要素の間に 1対 1対応があることが分かる．

T := {t ∈ S | ⟨t⟩ = S}, T := {tR ∈ S//R | ⟨tR⟩ = S//R}

K を位数 nsのランク 2のアソシエーション・スキームとする．このとき，自然な単射準同型 C(K ≀S//R) →
CS がある．ここで，K ≀ S//Rは，K と S//Rの wreath productを意味する．こうして，CS の任意の表現
は，C(K ≀Csg(s))の表現として考えることができる．Hanaki-Hirotsukaの論文 [1]からこの wreath product

K ≀ Csg(s) の既約指標は具体的に分かっていて，次の定理が得られる．

定理 5. S = ⟨s⟩を一元生成正則アソシエーション・スキームとし，R = s∗sとする．T = {t ∈ S | ⟨t⟩ = S}と
する．このとき，CSの任意の（既約でなくてもよい）指標 χに対して，任意の t ∈ T に対して χ(σt) = ntχ(σtR)

を満たす CS//R ∼= CCsg(s) の指標 χが存在する．

5 Burnsideの定理の正則アソシエーション・スキームへの拡張

Isaacs [2]において，有限群の Burnsideの定理の証明には，次の補題が用いられている．

補題 6. [2, Lemma 3.14] G を巡回群とし，χ を G の（既約でなくてもよい）指標とする．T = {g ∈ G |
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⟨g⟩ = G}とする．任意の g ∈ Gに対して，χ(g) ̸= 0と仮定すると∑
t∈T

|χ(t)|2 ≥ |T |

が成り立つ．

前節の定理 5を用いることにより，この補題を一元生成正則アソシエーション・スキームに拡張することが

できる．

補題 7. S を一元生成正則アソシエーション・スキームとし，χを CS の（既約でなくてもよい）指標とする．
T = {t ∈ S | ⟨t⟩ = S}とする．任意の t ∈ T に対して，χ(σt) ̸= 0と仮定すると，

∑
t∈T

χ(σt)χ(σt∗)

nt
≥ nT

が成り立つ．

この補題を用いれば，Isaacs [2] の Burnside の定理の証明 [2, Theorem 3.15] とほぼ同様に，正則アソシ

エーション・スキームに対する Burnsideの定理が示される．

定理 8. S を正則アソシエーション・スキームとし，χ ∈ Irr(S)を重複度mχ が 2以上の既約指標とする．こ

のとき，χ(σs) = 0となる S の relation sが必ず存在する．
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