


まえがき

この報告集は、1992年6月29日より7月1日までの3日間、岐阜大学教
養部においておこなわれた「第10回代数的組合せ論シンポジウム」の識演記録
です。

集会は約110名の参加者を得て盛会でした。プログラムは代数的組合せ論の
関連分野の講演を重視して作成しました。また、1991年4月に亡くなられた、
日本における組合せ論研究の先駆者である山本幸一氏の仕事を解説する講演も、
新しい試みとしてお願いしました。他に、都筑俊郎先生にも講演をお願いし、引
き受ていただけたのですが、健康上の理由で出席していただけなくなり、残念で
した。（1993年1月20日の北大の最終講義でお話いただけることを期待し
ています。）

講演者の旅費等について、科研費総合A(研究代表者：森田康夫東北大教授）
の援助をいただきましたことを御礼申し上げます。

私の怠慢から、報告集の出版の遅れたこと、（原稿の催促を怠ったこともあっ
て）いくつかの講演の原稿が採録出来なかったことをお詫びいたします。

最後になりましたが、自由な形でプログラムを作ることを了承していただけた
この会の代表者である大山豪・木村浩氏、会場の世話をしていただいた北詰正顕
氏、講演者、参加していただいた方々 に感謝いたします。

1993年1月

坂内英一

（プログラム責任者）



(#10m)燗棚合崎シンポジウム
代表者:木村浩

大山豪

ゴ屋書踵題

プログラム圖任者:坂内英一

(愛媛大･理）

(大阪教育大）

(岐阜大･教養）
(九大･理）

科研費総合A(代表者森田康夫）の援助により（第10回）代数的組合せ諸シンポジウムを開催します。
奮って御参加下さい。．

時：1992年6月29日（月）～7月1日（水）

所:岐阜…(別紙案内図参照）

・1日目～3日目午前…大学会館第6集会室

・3日目午後のみ．…－．．．104番教室(教養部）

日
場

プログラム

9:1510:15.11:3013:00 17:30

10:30 16:00

(各50～60分）全

6月29日

害尾宏明(Wiscmsin":Armng画印tsofhyperplanesaImreflectiongrcuPs
上野喜三雄(早大･理工）：無限次元楕円型R祷り
根上生也(横国大･教育）：グラフの多項式不変量の周辺

土井幸雄(鈴･教育):Braid"bialgebms

A19:15-10;15

A210:30-11:30

A313:0113:50

A416:4117:30

5月30B

俊丈（東大･数理):CDxetergraphsand
知行(熊本大･理）：有限群のBlmsid"

A59:1F10:15河野

A616:40-17:30吉田

filsionalgebzaS

7月1日

A79:15-10:15竹内光弘(筑波大･數学):有限群と量子…

-Dippez=JanleS率へ鰯たな視点一

A810:30=ll:30橋爪道彦（岡山理大):無限グラフのスペクトル幾何とその応用



己（各25分）

6月29日

B114:0114:25II踵謙一（九大･理):Mmingassociationschmesから作られるspinmmel,I
B214:3114:弱坂内悦子:1胞皿ing"SoCiationsCh"esから作られるspinmme1,11
B315:00-15:25市原浩二(岡山理大):陸告脆皿ingsch"es
B415:30-15:55千吉良直記(筑波大･数学):BrattelidiagramsoffinitegroUps

B5.16:00-16:25宇錘子(お茶水大･理):可換不足群を持ち､惰性閑除騨f蝉4の巡回群であるブロック
のパーフェクト・アイソメトリーについて(withL.nlig)

旦且30日
B610:30-10:弱岡田聡-(名大･理):AlernatingsignmatrixとWWlの分母公式
B711:00-11:25上野一男（名工大):TheilamondoperatoralgebraandtheBellpolyndnials
B813:0413:251酷正顕(岐阜大･教養):Gri"sの“と…非分裂拡大
B913:30-13:55JoSeBalmaCma:(フィリピン大/九大･理):Hultiplicity-freesubgrcupsofalternatiIE

愈蜘騨

B1014:00-14:25花木童秀(千葉大･理):有限群の共役類の元の数と、既約指標の次数とのある条件について
B1114:3114:55精田正夫(…圃大･教養):Sharp&aractmsoffinite""F

B1215:00-15:25山崎則男(ｵ味･理):Distanceregulargraphswithr(x)=3'Ka+l

B1315:30-15:弱平木彰(阪大･理):Anu即駈bomdoftwithCtFl
B1416:00-16:25野村和正(東京医歯犬･教養):COngruglcesmdismnceregulargraPhs

7 月1日

B1513:00-13:25祐浩(愛媛大･理):NonlbllWPeのI腿ama画行列

C(各50分）
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:WrkonnmbertheoryofKoidliYamamoto(1921-1991)
:Workon"binatoricsofKoichiamamoto(1921-1991)

m(30分）

7月1日

D115:30-16:00都筑俊郎(北大･理):未定 (c食画嘩'lf4)

2日目は18:00から岐阜大生僅食堂において懇親会を予定しております｡(会費は約4．OOO円の予定）
申し込みは1日目に会場で。（またI詞笛吉まで御達諾下さい。）
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套報次元楕円的尺縮1

早夫･理工上野喜三雄

私か"ぬ液元のR縮1の岡維妨めた動機19,リー

代数;I"のﾕ-/”""'''@"",t)蝸っ麦i多,〔ﾙ,〃,｡)
きうくる“にあ,た．当伽す'､きEul3,この代救
世与-ん紳畑“液允のR榊雌見出し，勘性質揃

哨こzで･紬．今のとこう，恥俳)3Z'.l.到血z
,､形､､んv2"71の候補1ｺ見つか’たのてシそ雌秘詞る．

何族このｲ徽去肱Lv､の力〉芝の理由を雌ﾍ゙ 出すと長く恥

の評ゐる．*喝このｨ蛍冒軸体,尭紡に､､z､､のzY,z>、
ラにも齢7J,t/W<鮎かツェソあ河ﾂ次のよぅ乃刈ホ
の'牝･こり仁皐在見うこと|こしたい．

量柵tM(W)蝿見坤乙かう7z誰にえしv､.W'13
Yh"w-8"血擁式のnfo"…枕屑解(z蝦制）
洲'､て鵡之'liz,Wのi-脚"7f航：鯛つ難であ’

た．牡して，この代約表現論を血嘩zY"w-M"し榊式
Iz対する瑠榊$‘脈ﾁｿ，派,組借､c諭絶依允卜表ロ
ラ剛L-l二花々 乃問鍵提族して来た．せLk〃ら1才>福円的

－1－



肋ﾗ'l,ある‘,13,鳥穂数の代数曲線州毘したR補1

（今りとこう，c伽翅凡族模型以外'二例1可知らLI,z,､が）
吃りFう〃Iか鮎乢たら）』t小らの昔狼に鵬数学勵

繩ﾌ仁欺て稽職1に目燗<悩乙"､13/Jv､b､．とり附け，

この飾斯列'二付耐刈の変形13,当然[Wﾉの一服'化
のI河てぅ牡帷鏡野に橡ｿ人に初紅景ﾁ縛り世界､の季

，性鰯解し得ものび稲､､か.タ，そう〔た試純|榊寸
悩峨に肌かか，zv､”で'秘､､か，

この鞭惜客'す,門§をね,こりい"意図に誰,てう鰄

坤た三題嫌｢である，§iてw，岬〃""mg"yz.R行ｿIIから
畳描画"|蝿)をﾉ鰄寸航曄復看すう.2ZZ,Y訂，
趾加九鯉岬'3，･帖楕l胸R"1j,ら，一般ﾉﾋ坤良

s恥i恥代汝(伽4"）鶴く太曄伽.ゐ，こ勾代蝋。
§/鈍り麦i多吻納）と見服雌加であM,ツー部の喜
階'え外,像ｿ知られ､,､73-,､仁うに思う．§3か､私峨
)IIA(北大･理)によるオリジWし7縦果,す房＃うち標題に

かか'派R"'ll二フ､､zの解説で鵬,我ぐのR行う113

Bel｡州縄&り字直/噛味での“旗7t版と見"せ,かつ，

楕円テータ幽数の本貫z服く緑，て､､ろ．

§1．2""､伽f''･ｱ."(s/")

－2－



この恥書くにあた-て≦旗の丈蹴2餓肌た．

V.i/b&""0す刎R/Wf""ﾉ今北j4-9"""
ノ亀zﾙ&〃”洲座少加嘩R""f@秘，r//viS′〃〃”〃"'）

V=C"2tz，行列R")eEMLI(I/"鰍ご淀驫プ
る.

(/-/)R"'=室三t割員‘｡E泌土毫腸､易

土〃’烏｡巨魁.易(t-t~)EW･弓，朝

E弓1ﾖ制単位z,>tzf何パフメーダz鮎，尚‘割‐PRIz)
(P:"も岸bec')"<z/
(/-z)="+A"=腓剛,鰔卿=-Z

師ぐlcもかも、雑"☆鯵)(3i良数淘-B"".椛式
(/-3）確購感参脳R淑圖

を満たす．ただし,R"=ZR!=)夢貝k@弓，胡〈
咳，隅=〃鱈'写E雌吟@I,血であう

旗にスペ7卜'し,ﾉ､'7ﾒーﾀ入を導入し，

(/-芋ノRA)=e入尺”＋ご-人R回

を考えう.こ州,㈹),(ﾉーﾘﾄｿw-B喚"‘畝瀧式
(ﾉーら）凡(入)凡(入十ﾉﾉ尾〃)＝尾3“脇岬)Rz(A)
勾解z,･あう．

量子鱗Wsl")(3，このR行列から渡の午1偵(認ゆ

－3－



み，'鰯"鈍伽加碓）を踏人でうぐ帥ら．‘代飲ﾉ4
側生航肌乙L(屋ﾉ),崎卿）鍋つとしよ
う．広り行列茜恥ず今．
(/-3)Z_ZA)=ど入Z-j'+e-ｽ〃

騨潅'/@J4.M7E
(/-7ノ尾(鼎)ﾑｲｽ)ムヂ)＝ム(/‘)〃人)Bz(A-/人ノ
たた､､し，L,(入)=L(A)Z，ム")=I@L").(/-伽可

次のう本の式墹等である．

q-"|震燃二f
行う'l獅で書くと，

wノ易疫γL熟蝋-易R鋤掌L霞L票
ん〆の,〃）

込乃か．雁お,代汝z4IzI3,徐積△;.4→化刻を

w’ノム(L;)==L-笈④崎
で庭義で､鋤，叩sﾙt)凪ﾉｨ'7通童"斧6Y管えの渦を

取る尽込で摸現djkb.ハ・ﾗﾒー 〃!可最狼の段階墹江
いう．

§2,.βe伽施模型じ一級化坤た飴ｸ"‘施代数

－ 4－



こり計り赫鰡11．次の論丈である，

(i)6･A･1W'ci，吻si"/6D(/側期2Z".
qi)M.P凧γ"[/C.4.吻予，ルル｡｡/sM."d.az

〔/ﾀ〃）3//-坪及

(i)H.β･-y汐〃"〃伽,J:/IfaiwMfd.ﾉ｡(7"ﾉ，
ユ7卯－27姑．

帥阿施模型|1,完全Z鯛炭言榊|蛙持つ頂良模型であ’ﾉ，

御ボル､ソマン重率か騨楕脳数で与え鮴b、

＄す>Z腿疎模型にっ,､工融りいう，Atﾄｲxﾊﾉり

l鋼的鰐と了う．

、
Ｉ
Ｍ
Ｉ
ノ

A 一
一

～ 一
/V

劇を手臭入嗜ハ13最薙の糖ﾁ臭の〃と｣J,(b"'fj沌胞し繊Z

柏副乍|砿すもとしよう.bonclの状龍､(sfnfz)Aw,(図の

(j,/,夜,1))か和且作|恥表わして1,も./今，この状彪の集
/合kZ認可ぅ((j/,〃）eZ,f)．z《|得う相皇作|剛こん

じてﾎﾙﾂﾏﾝ重幸R苓鱒ん州>二小でれうのZ""
臭棋型か淀1’たこLに内も．勿論儀織ﾀに何,M,/V→'。

－5－
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蝿眺uうて（熱力学的極限)，／繕ﾁ臭あにｿの倉I古エ

系ルギ.－，胸c等の祢鰻を計算．

求､ルソマゾ群から広り行列fつくる．

(2-〃昨参焔琴'恥与

IE4PI¥'可行列単位で恥.V=C〃と神|3､>ReEn4("
であう．こ雌R"''l畔鍬，頂真ﾉ鯉が尭全Z碗楠性

(Z鵬〆Z#炎榊雌補う.)を待つとI可,ホルγマン重孝

が旗ﾜ剃托満阿ことであう．

一皇｡ ‘
（2戸2）

この詞4郷クナし代数的lこ捉える．今峅z蝿ﾉを
Vの標準基忘乢，:,AEEmj(Vノを

α-3)”="ﾗ,得一ﾗ-'</Ez")
と足めう．”＝坪(2にR〃2ノて･あゑ．江z，〆=(KI,")

とめ=Z卿潅Z,I二封{て

(2-'f)Zk="γ吃

とおく．”と灰のことか‘ホユ雌．

Lz"f"k/)]R行列が完全Z郷対称腱椅ﾌ烏の'鰐十

"j糸件'3

(2-ﾀ）肩＝之_域合妬岫“〃

－6－



と著か↓kうこZZ､｡ある．

〃＝2,のとき，(2-5)17次の燗をして,､今．

1
斤＝

二州ら‘ﾜR"'12､)xWﾄﾙ亭ﾊ，ﾌﾒーー勾幼YhV-β抑心
方程式z昨測り'3,R.βα(軌I薑rソ求め沖た(/9fZ).

=M'''直臭/蝿Lz畔1丁雌〃Zu.純．βek油模型'Jこ

畑一級の庇への拡薙であぅ(Bel',vf繩,N"cl.P&Wb･BIPO
[FS2](11rl)lf4-200)

Bel"ｨ腕礎Lにおハて，を心|3ikZ"手九ら小杏．

(2-G)Mjk(A)=J剛州毎ソ』剛伽）
排"し;J[$]u,E)!dJmh｡"@MM'ctM加α'be"x

＃フテーグー調数z鯛あみ：

(2-7)J[:}修揮)==泡岬(m(伽令'附加("+4)"))
氏加､凧核型'二方,’てI可,ズペ7Hレ･ﾉ､｡フメーツール〃卜

|こ'と（セキ､ユライ)､LYeE宏にナヱライ'との楕円曲綱
と､､うルフのﾉ､'ﾗﾒーﾀを橋ﾌz,､ろことにi境し腹〉．勿

論，氷E乞陞〃脚へ､.さて"乃乞．
雄厘塵竺z(8"!""，(/”た.)R"1(2-軌仁一3)'。

－7－



聯’－6aMﾉ'か律式
(2-′）品叺)伽岬ﾉ尾抑ノー尾〃)品しI+ﾉ)凡”

錨た7．

ハ･ラメータ他適当に変更し，ごら|言正規4.鵡通乗す”

らことて》蝿(入）を

(2-9)"(昨剛叩曝叩ん(仰州）
にzみことI。可能で､ある．ただし，

(2-/D)oF(2)=唯欺lい）
－拙上さI'たs柳"'泡代数",この尺彬1に舛腿た

代数で，あう./〃をこの代数の生戒元とし，

(2-//)Lw=2_螂入)ZZd
"edi,

陞おく．さらlこ§i乙"見たよう/二L(入）に対以吹の閏徐

式

(2-/2）凡(入-I')LI(入し[/A)=▲“ム(入)凡(ﾝl-JI)
E調．

食
み

令
の
Ｆ
１
″裾

淵

も
一
・
頼

卿
鉱

と
母

玲
於
×
・

ぽ
い
帖

剛
》
》

=O

(別≠の
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－綴,に邪た般胸'瓦代数一ここ乙"{泌雌邸洗と
記すこI.lc-ﾘも－'3{Ja}".d)@z生戎元乢(z-/3)Xg

本関係式可うｨf獣であう．極限'ﾋﾄ→…にお】､て，
“A憾一→叩くﾙ2)(t=e''『北庭ろことか･知られ〔い

ろ（文献(iii))．従，て，dM"'3ソ-/fXs/拠りル

ノmα胴‘軌刻今（心仇ﾒ‘んw忽加@)延即さ小抓鶴劫
のて･あも．変形の,､｡ラメ-7!J";-ez7r'てと‘､あるか

ら，モの意味Z､､OM,(を〔ﾘ,t(sI")と書!､乙緋”協
う．たた･し，こホにH6I,fｲ↑数の槽J造ﾉ6，．入､､ろかｨtか'すわ
がうて､､内､､．多くの人々 11こぃに対’硴趣ﾀ見I轆椅

うて‘ヘゥ．

さて，尺榊|り考崇に災うう．鳥ﾉf､z誰丈撚性(2-Z)2

繩に僻榊ば;仙赫wﾏﾝ鉾屑ゲに対'馴も
閏数Sc'l'(a,beZ)かぁ，［，

(洲2掌‐物,",G…-L
傭か小bcとE港味すう(Jh.b=lil'雲ら""瞳ｨ繩，＝り

°”"zjg)."(入ﾉを(2-8)で与九た瞳のS'9入)13
文献α)で計算s此いる．

J(('-.W'1(入…電）
α粥）職人>=伽"〃燗《…vI""(ﾙ極）

－9－



ただし

(2-/7）抑＝〃g-67Zyl亙‘{"篭脇1(A,"て）

(2-/f)7=f-･筈十妾．

きて，テータ幽数の健F艫象永

(州）伽,て)-か/"）(/+ご-崎縦-』〃‘典"‘γ鰯診
:=ezir"

2校って次か､示でも(S"ﾙ伽"-(〃〃を鈍愚）

_L坐竺＆lil＜ノと了う．§勉‘【入）を
別

S'bb,)-A入);-ｱずう入）

て畷ﾉ醸すも．‘,〃どZ"を＃X(Z〃－“とすうと，｝X

を得う．

(型｡)伽融人)＝
スー“

/-:"~"e､.[''
ﾀα"-2疵虻）／ノー〃一妬

§3・ん"“z卵維旅Fル伽
この詐で､rJ,

m伽!"“だ伽の勿岬zザ謝卿""署伽R
"M"ｸ<，／岬"”〃鰯上あ‘ツゲ"ﾉ2k鬼z姥"4次
雌旅伽伽af〃秘

のI蝶の-細E鉾(＜弥胴も．こり論郊以下で口
M]延引珂湘．
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我RI3，“次元の尺行列

(3r()M-""";〃且膿‘馳
鰯窯すう．こり尺行列か､淀ﾉ全Z対細雌〃だ:~7L'Z

_二f,Vf,･lez
(3塁）

か．戒立すう“て､ある．ニホIWf3'l痢分か。

(j-3)2夢杁)=Jly,胸棚s…加
塔か雌こ肌雌診淋．｜β‘‘い))ご‘って”‐
8"伽糒式鶴<陞旗のよう|ご〃う．

‘-祭)g｡s…7i)s…加州…請い…〔/4）

-ES'…朔SIFi'粥)S…《入）
、f〃“,ぁ,助ﾙ,ゐ,心硴〃駈ら=胸払･ゐ）

方程'l撫尼和かあらわ‘It今のz､〉こ純解く際に'推

違かｼ嫌であう.(す〃わち，糸ｨ牝げた洞'"ての((,.Lzf3,

あみが'z#{て美｣“横或Ka(>',f）かあ'て，そこ
Z,"式の内助8､一様総寸Y球に‘もこ鮒曹求さ紬.)

』池mg2zz/:I<I吋も．こハ澱，

鮎）脚)-ァ差ア器ァ茎,。

－11－



IJYhm{-Bo''血方潅式(3-")''|¥z務う
、､くフかのif髭を与えてあ､こう，河"β一ち)の左凡/3

(2-2‘）の右辺その#"z"あう．たも､ら館うて,f.6kl｡良

理が自明lこ戒立猫ことを港啄{/3-,,.旗に,I:I<Iキリ

』腱…g"bQ)=ん母伽=o(綴墹数鰄少）で泌身0ル→=ぬ

う，このことと，（ﾀー 柳に方!'てSの肩にの，〔､､うI”〃

の働く鞄ﾖ'てI鵡艸'3;収凍糸併|3グリアZ･.鈍いも.等

式の註明細#')Iす，昨ez7rzAIニワ,､zの穏糊術て為も
小6.狗等的で(測榊堰含(v,.fた，ノCEてに(:=
eZm七）に陸核えz孝九#ll3．〉

G-8)(:-I)"wl:-!-fLr+G-8）（:-1)鱗wl:-！‐乖丁+下百
鯛ろ.伽胴""向-&”し械弍(3－の肋阿〃ブ
だが〉乙小か､",伽伽/zいて／〃尋/這与たち山たひ･次

元賄う'lで恥.(/V.'@,."＃蝿,J:〃伽α牛9(/〃）
/〃7-/〃5）

鮎'ﾌ鯖'1，ズW卜'し･ハ'ﾗﾒーダｽ』〃ﾄに，2，つのﾉ､，

ラメーダて遂にf街っz,､”､ｿ見か'加加等関数であう．
しかし，このR行列(可楯円関数の本賀z予緑丈旦二節棚ﾐ，

て､､みのz,､ある．

勘閏純解く鋭可縮'|黙のF加皿変換

(3-7)Zi,,肩琴"()ど皿何"か"）

－12－



E議 す算うことにあら・次のテーゾ'有の屍岬ﾉi",巌閉にi蝿

すう．

㈹告鶚
‐副"÷"〃+像,：碗加艇伽γノ

fz/L,!ﾙ低ノノくふて

ここで>､I(z)!"|リテータ虫数

W）伽-1:吻呵/〃脚岬胸…十;皇"ﾉ．
_ﾑ",,理Eza",:,'し級数8-7ﾉﾉｺ広りよ〉に〃6，

M》晨R琴仏'‘州謹"》
＝6吋，入)ビｭ'割二i岬輔)-6(x-/:Mt)22施帥xヴノ

たf"し，

｡-"）“ルホ撫鼎
式(3ｨD)IJ次･操に聯<沖ぅ．γ趣変数鰯i

くる皇卸し，－細二，鍼御を暇象,)フくる空間乙

媒のつ

とヅろ．

(厳豪に議論した'↑｣113,;7=c術リ岬小|3.よ､､.)

鮮欝､鰄鰯M)堂’
こ巾にドリ，G-/0)を箸ざ息也IJ"

(3-f2ノ(f(入ﾉ作妙雌,ﾉノ

－13－



＝6吋;〃(伽卿(Z,ﾉﾉ-d(z7〃(仏②軽)(zy)
を得6，プ乃ﾙ,ち，γ@塁｣二で'坪鋤ぅ千局f排7砿
(ﾀｲ〕）剛)＝6(入)o--Q(x)E則〃32ノ

か．脚エつと采も．ここで〉6仇）'7か'算作噸

(3群）（“ﾉﾉ(Z,グノ=ci(z7;入〃"ノノ
て"恥'ﾉ，0－ｲ媛数りとｿ狭沿

(j-/ﾀノ(0,9)(,ﾉﾉ言？(〃ノ
z剛あう．この作|砿をR-作l河紅呼ぶことにいう．この

作|噸のb恥‘州､咄k,』eZ|二町る編1表現が本来の

R柄|"')z"26.他乙,R州細吻-伽加椛式産
耐が>》t小I肱舛うに農式化さ小ろ．

今ル‘射〃§ツを
(M)3('I)=今帥辱一命伽
呵う．ここZ．

(j-/7)(dy(A)"ﾉ“剛ﾉ=#(zt-';入)’α,ﾉL")

（喝)(--玲一弓--)＝？(--ゲー珍--）
雌叫の〃復え）

す批，次をﾉ得復

妙血ノ?-ｲ潮黄13射(ﾌﾉ・ﾂの'*で>吟-8"‘血
か繧式も汀阿；

("〃品仇)品3(Affi)Rz3(/4)=fa(ﾉ)凡u+ド)尺堅い）
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］メェの皐爽か､)我々 のR榊雌"抑〃陞称粥,tI総
て､､ある．

さて，Lの患f鐙退もう少し友､､却紅柾_久z〃よう.淡

の産理を註甲乙鰻王6．

脇｡潅雌伽)'3堂関数Z'》沢のう項関係式鮒たアヒ
秘．

Gｲ)9(z寺ﾉﾉ〃-ﾉﾉ伽ﾅ"ﾉ雌-Aﾉ")

十タ(”ﾉﾀ(淳)9("ヅﾉﾀ〃f）

＋タ(剛ﾄﾉ〃wﾉ〃与凶ﾉ〃－2）＝○

作|zifR(A)e剛〃32)畝求定義7も．
(3-z2o)2"=d"0，－ヶ(虻）

γ猛勉’
灌式G-/"Z〃たす．瑚二，G弓2クル3-必/）で･農義

坤う作|輔か"､ib"";-B''<伽ｵ程弍を"た了乃らI3.;gj"
数β(X)13;項間稀式(J-/9)丘〃庭7．

この崔噸で主索LE'、こと'3日聯で､ある‘ヲ項閼ﾙ式か．

脚'昨封73YIMI-|3@x"(伽方程式とI調と'､うことて･あさ・
でrJ，この3項閏係式､の解I桐か辿諦叫欠のことか知られ

z､､6.(M/Ai〃‘んﾉ&〃ﾉ"紬","c""jzJgイ眺幽艇恥〃,鞭，

－15－



ク郷ノ):(3-19)の解材的解'可麦教ズ”スヶーリン7,.を除

けIJ･ifに根ら雌．

(3-22-l)タα)=,A(z)抑(と〃+B)

(;22-2)9(z)=.""'")2xP(fAzz+8)
(3-22-3）9()－虻でx'(4A:z､+B)
A,BI3ｨ屋急越とで．ある．吻論(I)→(2)→(3)と退

化して､､<，$た，楕円テータ開放tA(x)I雇封ブぅ(3-/')

11,謂ゆも加"","r&r,,!"l"(<7:D碑，戒戒為cbb"J
｡”肋伽…』雌"fh"‘，L"/vi"")り楕円曲線の場合に化

尽らル､・せ,IIから,楯円'約線|量対-りらPrilfie形式，

((MI加~!)'3,

(/23)E(z,/)""=割筈
で‘与えら州ご耐圧泡す'*さ皐州拘仲,、

以上ﾊ嘘々 ，マ〃ﾙﾌち堪と論)'l式にrって庵見さikたD・

次元R絹1の基本角性質で．ある.灯やら暗ｵ.的"．'､噸を得，

z､､う擁'てﾉさ〉の郷､‘）、､かか'で細う．

我々〃目標"このR桶|からﾒ"の楯'ｪ1噸”,t“）
を桧舸うことlこあうのだ．.が‘＞E小に'3派'成功し乙､､〃い

こり鋤信わて,R行ﾂ'lの『ｿ詳し､､性質持釆〃i陶悩

テーマI1[SO11て番か申乙､､ぅ.鍵榊椅庇小正かうそらら

を御覧<ぼ､､．〃〃ﾀノ
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グラフの多項式不変量の周辺

横浜国立大学教育学部根上生也(SeiyaNEGAMI)

1Negami多項式

mの中で私は次の再帰的な公式により，任意のグラフGに対して1つの多項式/(G)=
/(G;t,z,y)が定まることを示し，それが持っているいろいろな性質を明らかにした．私自

身はこの多項式に何の命名もしていないが，当然の流れとして，今日では/(G)はNegami
多項式と呼ばれている．

(i)ノ(Z)=t"

(m)/(G)=z/(G/e)+9/(G-e)(eEE(G))

上の定饗において,K向は完全グラフK,の補グラフでD"個の孤立点のみからなるグラ

フである．また,G--eはGから辺eEE(G)を除去して得られるグラフで,G/eはG－e
においてeの両端点を同一視して得られるグラフである．直観的には，辺eをその両端が

一致するまで縮めていけばG/eが得られる．この変形を辺eの繍約という．綱約によって
生じた多重辺やループは除去してしまうことも多いが，ここではそのままにしておく．

辺の縮約･除去を繰り返していくと，グラフの辺数は1つずつ減少していくから,(i)の

ように辺を持たないグラフ意の値を初期値として定めておけば,(n)の公式を再帰的に用
いることで,/(G)が求められることがわかる．ただし,(n)における辺eEE(G)の選び方

は任意なので,(i)と(n)のみで1つのﾉ(G)が定まることは自明ではない．

単に多項式を1つ定磯するだけなら,(i)の初期値は何でもかまわないが,/(G)に何か
を数え上げる母関数の役目を果たしてもらおうとすると,(i)の条件は十分に意味を持つ．

実際，計算手順をきちんと考察すると,/(G)は次のように展開できる．

/(G)=Et.(G-y)zls(G)-Ylyl1'I
I'cE(G)

ここで，“ﾉ(G)はGの連結成分数である．さらに，同類項をまとめて

Iv(G)IIE(G)I

ノ(G)=EE6jjtizIE(G)I-jyj
d=0j=0

とおくと，その係数6jjには次のような意味がある．

6"="IA'(H)=i,IE(")|=IE(G)I-jのGの全域部分グラフHの総数”

－17－



この事実をいろいろに解観すると，以下のようにノ(G)からGに関する多くの憎報が引

き出せることがわかる．

。Gの頂点数，辺数，連結成分数がわかる．

。Gの全域木や全域林の個数がわかる．

。Gが含む完全グラフ鴎の個数がわかる．

。Gが単純グラフかどうかがわかる．

。Gが一筆杏き可能かどうかどうかがわかる．

。Gの辺連結度がわかる．

。Gの頂点彩色の総数がわかる．

さらに，それまでに知られていた次のようなグラフの多項式をことごとく/(G)から導
き出すことができる．例えば，染色多項式はt色を用いたGの頂点彩色の総数を値に持ち，

流れ多項式は位数tの環を係数とする至るところ0でないGの流れの総数を値に持つ多項

式である．

・染色多項式P(G;t)=ﾉ(G;t,-1,1)

･流れ多項式F(G;t)=tly(G)!/(G;t,t,-1)

・双染色多項式Q(G;t,z)=ziv(G)I/(G;tz,1,z)

。Tutte多項式T(G;z,3)=(y-1)1v(G)1(z-1)"(G)/(G;(z-1)(y-1),1,y-1)

このように述べてくると,/(G)は非常に優れた不変趾であるような気がする．何より

も有名なmltte多項式を含んでしまうという事実は非常に強力で,T11tte多項式を勉強した

ことのある人の感悩を少なからず刺激してしまった．例えば,Oxley{即は私の焔文が出る

やいなや,TIltte多項式からも/(G)が導き出せることを示している．

（…)=(等)｡《.'(",'"･''T("+等,+;｝
しかし,mltte多項式はグラフのサイクル・マトロイドの不変量なので，それから連結

成分数U(G)や頂点数Iv(G)|は読み取れない．つまり,T(G)が与えられているだけでは
/(G)を復元するのは不可能なのである．例えば,"とKを交わらないように並べたグラ
フをHUK,1頂点だけ同一視してHとKをくっつけたものをH･Kとおくと，

T(HUK)=T(H･K),/(HUK)≠ﾉ(H･K)

となってしまい,T(G)だけではHUKとH・Kの区別ができ赦い、さらに，ノ(G)にはグ

ラフの分解に対応してきれいに分解するという性質もある.(詳細は(7]の後半を見よ.）本

質的にはT(G)とf(G)はほとんど同等芯不変鼠だが，とりあえず/(G)の勝ちである．

－18－



2Jones多項式

話は変わるが，ここで結び目や絡み目の不変量として数年前から有名になったJon=多

項式について紹介する．JoneEは側の中で,現在JOneg代数(多元環）と呼ばれているvon
N",ma皿代数AIDを構成した．そのAnは次の関係式を持つ、－1個の元elje21･b･3e脇－，で

生成されている．

e:=e;,eiei土,ei=ted,eiej=ejei(li-jl>1)

ji+1i+2ii+1i+2

！
／
工

Ｘ
ノ
ー

＝＝

odOi+1"=Oj+10jOd+1

〆

》

1jj+1 1ij+1

＝＝

｡‘の＝qjo@(li-jI>1)

図1:Braid群

沈本の組み紐(braid)の絡み方を記述するBraid群恥はぴ19029…Pdn-1を生成
次の関係式によって定裟される群と同型である．”

DiOi+1oi=｡i+10idi+110jの=ojjj(li-jl>1)
．.f

おける単位元は冗本の紐が平行に並んだ状態に対応し,od(ar1)をかけること
:j+1番目の紐に左捻り（右捻り）を加えて，組み紐の最下位に交差を追加する

を生成一方，

元として，

Rrniri群における単位元は冗本の紐が平行に並んだ状態に対応し，

はi番目とj+1番目の紐に左捻り（右捻り）を加えて，組み紐の，

効果がある．
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例えば，ぴiOi+10iと｡i+10idi+1に対応した組み紐の状態を比較すると，両者は上下の端

を固定したまま連続的に変形して移り合える．したがって，その2つの組み紐の状態は同

じであると考えられるので0Braid群の中でもそれに対応した2つの積も等号で結ばれるこ

とになる．また，遠く離れた2つの場所に捻りを加える甥合，捻る順番はできあがった組

み紐の状態には影響しない．これがRraidl群の第2の関係式の意味である．

ここで,Jones代数とBraid群の関係式を比較してみると，両者が非常によく似ている

ことに誰でも気づくだろう．そこに着眼して,Jonesはa,からAwBへの衷現p:a,→A,zを

構成した．さらに，トレースか:An→c{t,#-'】を定鍵した．組み紐の両端を丸めて一致
させると，何本かの閉曲線が絡んだもの（閉じた組み紐と呼ぶ）ができあがる．逆に，ど

んな絡み目（空間内の閉曲線の梁まり）も閉じた組み紐の状態に変形できる．その組み紐

に対応したRrmiJ群の元6LEふに対して，唯(z)=か｡β(6L)EcI,t-']とおいたものが
絡み目LのJ@n@g多項式である．この定畿からは自明でないが,Zを6Lに変形する仕方に

よらずに既(t)は一意的に定まり，絡み目の不変趣になる．

L+ Lー

図2:絡み目の局所的な変形

Lo

このJon=の定式化はたいへん見事なものだが，代数や関数解析に疎い者にとって，そ

の詳細を理解するのは蕊しい、しかし，幸いなことに,Jones多項式雌(t)は次の再帰的な
性質を持つので，誰でも簡単に畦(t)を求めることができる．ただし,L+,L-,Loは局所
的厳一部分以外が一致している図2のような3つの絡み目である．

(i)Lと"がアンピエント・アイソトピックならば,It(t)=It,(t).

(m)IC(t)=1(oは自明な結び目）

(iii)t-'呪.(t)-tlt_(t)=(､/7-jE)It｡(t)
これでJones代数を見ることなしにJon"多項式が議證できるようになった．この事実

に影響されて，多くの研究者がそれぞれに再帰的に定袈できる結び目．絡み目の多項式不変

mを考案し，それらが統合されてHomy多項式凡(Q,z)が誕生した.(この命名は[1]の
共著者の頭文字を晤呂よく並べたものである.〉その母(G,z)も上の(i),(n)を満たし,(mi)
を次の公式でほき換えることで定袈されている．

α凡+(a,z)一α-'"_(G,z)=z凡｡(G,z)
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これはJones多項式の(iii)を形の上で含んでいる．また，古典的に知られていたConVay-

41exanfIPr多項式▽L(z)も同様の公式

▽L+(z)－▽L_(z)=zvL,(z)

を満たし，恥(q,z)に含まれてしまう．しかし,Cmway-Alexander多項式にはトボロジス
トが満足できる幾何学的な解釈が存在するが,Jones多項式もHomHy多項式も幾何学的に

何を意味しているのかがはっきりしてい救い．

3Murasugi多項式

再び，グラフの話に戻る．ただし，今度はグラフの辺に符号を割り当てた符号付きグラ

フを考える．その符号付きグラフの多項式を考えることで，結び目・絡み目の不変趾であ

るJcInes多項式とグラフの不変量が見事に結びつくことがMur"ugi間によって示されて
いる．

まず，写像s9'z:E(G)→{11}によってグラフGの辺の符号付けが’つ固定されてい

るものとし,Gの辺集合E(G)を辺の符号に応じて2つに分割する．

Ef(G)={eEE(G):sgn(e)=1},a(G)={eEE(G):s9n(e)=-1}

このとき，次の総和によってMurasugi多項式〃(G)=M(G;",",z)を定農する．

M(G)=Ez'"(")I-IE-(")Iず(H)-1za(H)
H

ただし，この総和においてHはGの全域部分グラフ全体を動く．また,8(H)はHのサイ

クル空間の階数でβ(H)=IE(H)|一Iv(H)|+｡ﾉ(H)である．
特に，符号付きグラフの辺の符号がすべて1のときは，それを符号の愈い通常のグラ

フと見なすことができるから,Mur"ugi多項式もグラフの不変mとなる．実際,符号のな

いグラフに対して,Murasug多項式はmltte多項式やNegami多項式と次のような関係が
ある．

T(G;",z)="(G;1,y-1,z-1)

/(Gif,z,y)=#B(G)M(G;z,fy,y-')

また，今までと同棟に，次のような再帰的な公式でMUraSugi多項式を求めることもで
きる．

(i)E(G)=0のとき,"(G)=ylv(G)I-'

(n)eEE(G)がループでないとき,M(G)=M(G-e)+z'm､(.)M(G/e)

(iii)eEE(G)がループのとき,"(G)=(1+z'"(c)z)M(G/e)
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‘絡み目とグラフを結び付けるために，絡み目Lの射影図Zから次のようにして符号付き

グラフGZを作る．その射影図Zとは,Lを適当な平面の上に正射影した図のことで，交差
点はすべて十字になっており，そこを通る2つの弧のどちらが上を通っているかが指示さ

れているものとする．したがって,Zは4-正則平面グラフになっているので，その領域は2

色（黒と白）で色分けすることができる.そこで，唯一の非有界な領域を白で塗ることに

して，各黒領域の中央に頂点を置き，交差点で接している黒領域に瞳かれている頂点どう

しをその交差点を通る辺で結ぶ．その辺と交差点を通る弧の状態に応じて図3のように符

号士1を割り当てる．

図3:絡み目の射影図と符号付きグラフ

このように定鍵された符号付きグラフGZのMur"ugi多項式M(Gz)は絡み目Lの射
影図Zの作り方に依存しているのでL自身の不変量とは言えない．そこで，その射影図に

依存する部分を消去するように補正して次のように吃(z)を定義すると，それが絡み目の

不変量になることをKaumlan[3]が示している．

VL(z)=(-1)IE+(G)I-IE-(G)1Z-;(19f(G)I-IB､G)1-3"(L))M(GLiz,-(z+z-1),-(z+z-'))

ここで，きちんとは述べないがuj(Z)は射影図Zのねじれ(writhe)と呼ばれるもので，射影
図Zから読み取れる趾である．

さらに,KauHmanはvL(z)の変数zに､/『を代入すると,Jones多項式が得られること
を示している．

If(t)=vLM)

これでグラフと結び目の話が完全に結びついた．特に，弧をたどっていくと交差点を上

下上下と交互に通過するような射影図を持つ絡み目（交代絡み目と呼ぶ）に限れば,"(GL)
は通常のグラフの不変丘として扱え，グラフ理鎗的な手法を用いた絡み目の研究が可能と

なる．実際,Murasud[51,[6}はM(G)の次数に関する畿鑛を展開して，古くから知られて
いた"Thit予想"のいくつかを見事に解決している．
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4，Negami多項式，再び

かくして，絡み目の不変風であるJon"多項式は,Murasugi多項式を経由して，グラ

フの不変鼠である'nltte多項式やNegami多項式と関連することがわかった．このように

捉えると,Negami多項式は1つの研究の流れに乗っているように見えるが，実は私にとっ
てNegami多項式はJones多項式の真似でしかないのである．今だから正直に言うが，結
び目・絡み目の多項式不変通の再帰的な定義の研究を眺めていて，それを真似してグラフ

の多項式が定袈できないものかと思いを巡らして考案したがNegami多項式だったのであ

る．だから,Negami多項式が絡み目の研究と結びつくなどとは夢にも思わなかった．それ
に日本における“位相幾何学的グラフ理鎗"の開祖を自称する私の研究の流れからすると，

Negami多項式はその流れには乗らない単発的なものだった．それにもかかわらず，多くの
人に関心を持たれてしまい，内心，困ってい．たのだった．

そこで名誉挽回のために，最後に新しいNegami多項式[8]を簡単に紹介する．それは

グラフの不変斌ではなく，グラフの埋め込みの不変歴である．

グラフGを閉曲面に埋め込むと，その閉曲面はいくつかの領域に分割される．その各

領域が開円板{(z,y)ER3:z2+y2<1}と位相同型であるとき，その埋め込みをαの2-
胞体埋め込みという．グラフGの2-胞体埋め込みにおいて，見掛け上,Gの各辺の両側に
は2つの領域に接している．その領域が実際に異なる2つの領域なのか同一のものなのか
に応じて場合分けして，次のよう芯多項式h･(G)=h･(Git,",y)を定装する．

(i)h｡(rF)=t"(流≧1)

(ii)辺eEE(G)に接銃する両側の領域が同一のとき，

"(G)=(z+y)h･(G･e)

(iii)辺eEE(G)に接統する両側の領域が異なるとき，

h･(G)=zh･(G-e)+yh･(G･e)

このh・(G)を定義するためには,Gは絶えず閉曲面に2胞体埋め込みされている必要

がある．例えば,(i)にある鴎が2-胞体埋め込み可能となるのはn個の球面以外にはない
ので，“､でその埋め込みも表しているものとする．

さらに，グラフの変形も閉曲面こみで行わなければならない．辺eeE(G)の除去は自
然に行えるがpeの両側の領域が同一であるとG－eの埋め込みが2-胞体的ではな‘くなっ

てしまう．したがって，その場合の辺の除去は禁止する．また，辺eEE(G)がループでな

いときはウ自然にeを縮約してG/eの2-胞体埋め込みが得られる．しかしp'eがループの
ときにeを縮めてしまうと，閉曲面がくびれてしまう．そのときはくびれた部分で閉曲面

を切り放してしまうことにする．このルー,ルのもとで辺eEE(G)の縮約を伝って得られる
グラフの2胞体埋め込みをG･eで表す．ただし，ループeがメピウスの帯の中心線になっ

ているときにはpeの縮約がクロス・キャッ:プを1つ切り取る効果があることに注意．

実は，このように定磯した多項式h･(G)はGの閉曲面上の双対グラフαのNegam多
項式と一致する．

h｡(G)=f(G･）
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特に,Gが球面に2胞体埋め込みされているときには,h・(G)は、で定裟されているGの
双対多項式/・(匂に等しい．ただし，／・(G)はGの埋め込みとは無関係に定袈されたもの
であるが，球面に2胞体埋め込みされているグラフGに対しては

/・(G)=/(G･)

というきれいな関係が成立することが，すべに[71で示されている．

この新しいNegmi多項式h･(G)は定壌されたばかりなので，多くのことはわかってい

ないが,手始めにh･(G)が等しくなる同じグラフの異なる2-胞体埋め込みの構成にチャレン

ジしてみるとよいだろう．また，球面以外の閉曲面にZ胞体埋め込みされたグラフGに対

して,h･(G)とf･(匂の関係を調べてみるのもよいだろう．現在のところ,h･(G)=/･(G)
となるための必要十分条件はGが埋め込まれている閉曲面の各連結成分が球面なっている

ことであることがわかっている．
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Braidedbialgebras

福井大学教育学部土井幸雄

線形代数群の座標環を｡量子化"して得られるタイプのホップ代数(いわゆる量子線形

群)は可換でも余可換でもないけれど,"braided"と呼ばれるある意味で可換にかな

り近い性質をもつクラスに属している．この報告の目的は,braidedなbialgebra

(またはHopfalgebra)の定義の周辺をなるべく予備知識を仮定せずに解説すること

である．この方面の基本的文献として.Larson-Towber[LT],Hayashi[H]がある．

"braided。（定義1)とは･quasi-triangular"を形式的に双対化したものというだけ

でなく，右comoduleの作るmonoidalcategoryがbraidedcategory(定菱2)に

なることと完全に一致する(これはLarson-Towberの仕事)ことが特徴である.1節

でこれを解説する．証明は改良してある．なお"quasi-triangular"に対しては，上

のような解釈(もちろんこの場合はbialgebra上の左moduleの圏に対して考える）

との間にギャップがあることを注意したい．2節では．braidedbialgebraの定義か

ら得られるいくつかの性質を導く．とくにantimdeSをもつなら(すなわちHopf

algebra),Sは必ずbijectiveになることがわかる(この事実は以外と知られていな

いようである)．3節では，任意のcoalgebraCとある条件をみたす2次形式oの組

(定裟3)からbraidedbialgebraM(C,o)を構成する．これはR-matrixからA(R)

を栂成するいわゆるFRT-constructionまたは竹内のcocentralizermethod[T2]

の一般化になっている．これによりYang-Baxterequationの役割がよりはっきりと

捕らえられるであろう．最後の節は,Hopf-Galois理論からのアプローチを考える．

とくに可逆な2-cocycleoをもつ豆璽なホップ代数からあるbraidedbialgebra

(orHopfalgebra)が構成できる．

1．braidedbialgebraの定装とその意味

A=(A,A,E）を体k上のbialgeb唾とする．すなわち単位元をもつk-algebraA

と(unitary)k-algebramapsA:A→AA,E:A→kの組で次の図式を可換にす

るもの(ただし，②＝⑧hとする．ムをAのcomultiplication,ビをAのcounit

という.）：
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A③k

IR1⑧ビつまり,bialgebraとはalgebraかつ

kA=A了A②Acoalgebraであってム．Eが
E81KIAI1③ムalgebramapsになることである．

A⑧A型A②A②A
xEAに対し,A(x)=Ex@x2,(1②A)A(x)=(A②1)A(x)=ExGx"x3,etc,

のような表し方を用いることにする．いわゆるSweedler'sE-notation1従って，

x=2E(x,)x2=ExIG(x2),A(xy)=Zx,yex2y2.

右A-comoduleとは,k-vectorspaceVとk-linearmappv:V→V③Aの組

(V,pv)で次の図式を可換にするものをいう．

Vk(E-nota t i o n )

I氏E@p(v)=2voev,と表す，また

,:p:V→V②A(1②ﾑ)p(v)=(p1)p(v)

lpl1@A=2 v"vGv2lp＝EVC⑧v,⑧v2と表す．従って，

pe1:V@A→V⑧AAv=EvoE(v,)となる．

A自身p=ムに関して右A-comoduleになることに注意しよう．またkは

k→keA,qHqe1

により右A-comoduleとみる．

M人で右A-comodulesの圏を表すことにする，ただし射f:(V,pv)→(W,p")

とは,･k-1inearmapf:V→Wで次の図式を可換にするものとする．この性質をみ

たす写像fをA-comodulemaEという．

f :V→ロ(i､e.

lpv |pw Zf(v)Ef(v)]=2f(vo)ev,.)

f 1:VA→W⑧A

V,WEMヘのとき,VWはpvew(VeW)=EV@WOeV,W,で右A-comoduleとな

るから．Mヘニ(MA,Qk)はHaclane[H]の意味でmonoidalcategoryとなる．

[定義1]k-bialgebraAとその上の2次形式｡:AA→kの組(A,

(BO)から(B3)をみたすとき,braidedbialgebraであるという：

o)が次の

(BO)。が(AA)率の元とみて可逆，すなわち,ao.l:AA→ks.t.

Eo(x,,y,)o-'(X2,y2)=ビ(x)E(y)=Eo-!(X,,y,)o(x2,y2),x.yEA.

(B1)2o(x,.y,)xzy2=2y,x1o(x2,y2),Vx,yEA.

(B2)o(xy,z)=Eo(x,z,)o(y,z2),Vx,y,zEA.
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(B3)o(x,yz)=2o(xi,z)O(X2,y),VX,y,zEA.

さらに"o-I(x,y)=o(y,X)周をみたすとき,(A,o)はtriangu堅であるという．
’’二』

一般のmonoidalcategoryに対して"braided"なる概念が考えられる(例えば[Y,

Def.1.12]参照).(MA,⑭.k)に対しては次のようになる．

[定蕊2］任意のV,wEMAに対して,VeWからW②Vへのk-linearmapOv,w

が定銭されていて次の(i),(i)．（面）をみたすとき,MAはbraidedであるという

(族{ov,w)をM人のbraiding栂造という):

(i)任意のV,WEMAに対して,OV,wはbijectiveA-comodulemap.

(i)(naturality)任意のA-comodulemapsf:V→u,g:w→Xに対し，

(gef)Ov,w=Ou,x(fg).

（面）任意のU,V,wEMヘに対し，

(oU､wlv)(1u⑧｡v､w)=o"v,w,(1@o.U,w)(oU.@1w)=oU・Vew･

さらに."ow.vov,w=1vew園をみたすとき,MAはsymmetri2であるという.

[定理]([LT])k-bialgebraAに対し，

Aがbraidedbialgebra(定萎1)-MAがbraidedcategory(定義2).

(Aがtriangular-MAがSymmetric.)

(oとOVowの具体的対応は証明の中で与える.)

証明（→):(A,o)がbraidedとする．任意のV,WEMAに対して，

（力)Ov,w:VW→WV,vwHEwoevoo(v,,w,)

とお<.loA,A=oとなることに注意せよ．この{Ov,W;V,WEMA）がMAの

braiding構造を与えることを示したい．，

OV,Wは次のような逆写像をもつ(従って,bijective):

(Ov,w)-!:WeV－ZvEwoo-:(v,,w,).

OV,wがA-comodulemapであることは，

PwevOv,w(VW)=EWOeVPW,V,O(V2,W2)

=Ew@voo(v1,wlmv2w2(byB1)=(ov,wl)pwev(v").¥

unaturality"は,("f)0v,w(veW)=2g(Wo)f(vo)O(V,,w,)

=2g(W)@f(V)｡O(f(V),.g(W),)=%Ou.x(g)(VW).

(6):(Ou,wlv)(1COv,w)(UV@W)=2(O;u,職⑧1v)(UWPVoO(V,,W,))
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=EwCuCvoo(u!.w,)o(v,,w2)=EW@u@voO(u,V,.w,)(byB2)

=OOev,w(UeVW).

(1@ou,w)(o,,.vlw)=ou,vewの証明も同様(B3を使う)．

(←):MAにあるbraiding構造{OV,w;V,WEMA}が与えられたとする．

2次形式｡:A@A→kを次のように定義する：

o(x,y)=(E⑧6)oA,A(xm),Vx,yEA.

この｡によって(A,o)がbraidedになることを示したい．まず任意のV,WEMA

に対してOV,w(VW)=EWOeVOO(V,,W,)となること(すなわち一般のOVoWが

このoから（#）の方法で決まること)を証明する.V$=Hom(V,k)の任意の元V*に

対し

F(v*):V→A,vf､Z<v*,vo>v,

とおくと,F(v")はA-comodulemapかつビF(v*)=v車であることが容易にわかる，

ただし<,>:V事②V→kは通常のpairingを表す．任意のv謬匡V*,w*EW率に

対し.(w竃③vz)(ov.w(vw))=(百事③v¥)(2w@voo(v,,w,))をいえば十分で，

左辺=(@@)(F(WZ)F(Vg))(Ov,w(VW))

=(E@g)oA,A(F(v")eF(wg))(vw))(naturality)

=(@&)oA,A(Z<vz,vo>v,@<w$,wo>w,)

=E<w率.WO><VZ,VO>(2m)OA,A(V】②w,)

=(w室②vz)(Zwoevo(i③f)oA,A(v】②w,)=右辺．

とくにA=V=Wのとき，

(")OA,A(X｡)=EyGX,O(X2.y2),Vx,yEA

となる．

次に◎が可逆になることをいう:o'(x,y)=(@@)(◎へ,A)-!("x)とおくと，

Eo'(x,.y,)o(x2,y2)=2(［②)(oA,A)-'(yl②x,)o(x2,y2)

=2(6⑧8)(oA,A)-'(yex,o(x2,y2))

=(t②8)(oA,A)-'oA,A("y)(by")=6(x)@(y)．また．

Zo(x,,y,)o'(x2.y2)=E(c②E)oA,A(x@y,)o'(x2,y2)

＝（［②8)oA,A(Exey,O'(x2,y2))

＝（②@)oA,八γ(yx)(ただしγ("x)=ZxGy,o'(x2,y2)とする）

＝（@⑧g)oA,A7oA,A(oA,A)-I(yx)

（ところが直前に示した結果より,(7oA,A)(Xy)=7(2y@x,o(x2,y2))=

Ex@y,o'(x2,y2)o(x3,y3)=Exey,(X2)2(y2)=xeyだから）

=(@l)oA,A(oA,A)-'("x)=(§⑧g)(yex)=&(x)I(y).
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よって,Oが可逆かつO-I=OTが示された．

(B1-3)を確かめることはやさしい．例えば(B1)は，oへ,A(")がA-comodulemap

であることを具体的に書き下した式にビ②f②1をほどこせば直ちにでる.(B2-3)も

容易((且）でA=U=V=Wとせよ).ロ

[補足]BN=<sI=',…,SN-l*l>をN次のbraid群とする，ただし，

sis!f,s!=s'+,sIs!+,(15i≦N-2),sIs,=sIs!(li-jl>1).

braidedbialgebra(A､o）上の右A-comoduleV(EMA)に対し,VeN(EMA)は次

の方法で左BN-moduleとみれる:VeNの任意の元W=…②x③y②…に対し，

i i+1ii+1

Si.｡(…③X②y⑧…)=E(…②yoXo②…)o-'(y,,xi)

Si-･(…②x②y②…)=E(…②yExo②…)o(x,,y,).

((A,o)がtriangularなら左SN-moduleとなる，ここでS側はN次対称群.）

しかもVeNのA-comodule構造Pとβ、の作用は次の意味で可換になる：

p(s･w)=Es･woew!，sEBN,wEVeN.

このような観点からSchur'sDoubleCentralizerTheoremがどんなbraided

bialgebraでなりたつかという研究が最近始まっている．

2．｡の基本性質

(A,o)をbraidedbialgebraとすると，◎は次の性質をもつ．

(B4)<normalcondition>o(1A.x)=E(x)=o(x,1A),YxEA.

(B5)<YangBaXtercondition>

EO(X!,y!)O(X2,Z,)O(y2.Z2)=2O(y,,Z,)O(X,,Z2)O(X2,y2).

(B6)<2-cocyclecondition>

EO(X,,y,)O(X2y2,Z)=EO(y,.Z,)O(X,y2Z2).

さらにAがantipodeSをもつ(すなわちHopfalgebra)なら，

(B7)o．I(x､y)=o(s(x),y).

(B8)o(X,y)=O-!(x,S(y)).

(B9)o(x,y)=o(S(x),S(y)).

(B10)Eo(xI,S(x2))o-!(S(x3),x4)=6(x).

(B11)2o-!(S(x!),x2)o(x3,S(x4))=2(X).
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(B12)S2(X)=Eo-!(S(x,),x2)xso(x4,S(X5)).

とくに,SはbijectiVeである．

証明(B4)ao(x,1)=o(E6(xl)x2,1)=EE(x1)o(x2,1)

=2o-'(x,,1)o(x2,1)o(x3,1)(G(1)=1に注意）

=2o-'(x,,1)o(x2,1)(B3でy=z=1とする)=f(x).また，

o(1,z)=o(1,22(z,)z2)=EE(z,)o(1,z2)

=Eo-'(1,z,)o(1,z2)o(1,z3)

=Eo-'(1.z,)o(1,z2)(B2でx=y=1とする)=6(z).)

(B5):左辺害Eo(x1,yl)o(x2y2,z)(byB2)=o(Zo(x,,y,)x2y2,z)

=o(Ey,x,o(x2,y2),z)(byB1)=2o(y,x!,z)o(x2,y2)

=Eo(y,,zi)o(x,,Z2)o(x2,y2)(byB2again)=右辺．

(B6):B5の左辺にB2,右辺にB3を適用すればよい．

(B7):最初にantiPOdeの定装を復習しよう.bialgebraAに対し，、次の条件をもつ

k-linearmapS:A→Aが存在するとき,AはHopfalgeb唾であるという（この

SをAの且ntipodeという):

ES(x,)x2=@(X)1A=2X,S(x2),VxEA.

さて,o(S(x).y)=2o(S(X,),y,)E(x2)(y2)

=2o(s(x,),y,)o(x2,y2)o-'(x3,y3)

=EO(S(Xi)X2,yl)O-I(X3,y2)(byB2)

=Zo(8(x,)1,y,)o-'(x2,y2)(sinceSisanantipode)

=EI(x,)f(yl)O-I(X2,y2)(byB4)=O-1(X,y).

(B8):o-!を使って(B1-4)を言い換えると次のようになる：

(B1')Zo-!(xl.yl)y2x2=Exlylo-!(x2,y2)

(B2')o-'(xy,z)=2o-'(y,z1)o-'(x,z2)

(B3')o-I(x,yz)=Eo-'(x,,y)o.'(x2,z)

(B4')o-'(1,x)=f(x)=o-!(x,1)･

つまり(A…,o-')がbraidedになる，ここでAco・はAのalgebra構造と

counitfはそのままでcomultiplicationだけムc｡im(x)-Ex"x,に変えた

bialgebraを表す．以上の準備の下にB8を示そう．

o-!(x､s(y))=Eg(x,)f(y,)o-!(x2,s(y2))

=2O(Xi,y,)O-I(X2,y2)O-'(X3,S(y3))

=Eo(x!,y,)o-!(x2.y2S(y3))(byB3')
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=Eo(x,,y,)o-'(x2.f(x2)1)=o(x,y)(byB4').

(B9):B7とB8から直ちにでる．

(B10):antipodeSがanti-coalgebramapであること，すなわち，

ES(x)GS(x)2(=ム(S(x)))=ES(x2mS(x,),f(S(x))=6(x)

を使う([S]を参照):2o(x,,S(x2))o-'(S(x3),x4)

O-'(S(X5),X6)

o-](S(x4),x5)(byB6)

Ｅ
Ｅ

一
一
一
一

O(x,,S(X4))0(X2S(xs),X

o(S(xs),x6)o(x,,S(x2)x7

=Eo(x,,S(x2)x3)(byZo-I(S(x4),x5)o(S(x3),x6)=:(S(xs))f(x4))

=2o(xi,1)@(x2)､=E(x).

(B11)と(B12)はやや複雑Sがanti-algebramapでもあることに注意する：

s(xy)=s(y)s(x)かつS(1)=1.

(simpleproof:S(y)S(x)=ES(y,)S(xi)E(x2y2)=ES(y,)S(x,)x2y2S(xsy3)

=ES(y,)8(X,)y2S(X2y3)=EE(XI)f(y,)S(x2y2)=S(xy).)

さて簡単のため1(x)=Eo(x,,S(X2))とかくとき,AAの元ZXeS(X2)に

(B1)を適用して,1(x)1=ES(x3)x,1(x2)を得る．とくに右辺はAの中心に属す

から,Zl(x,)S2(X2)=ES2(x4)S(x3)X,l(x2)=ES(S(x3)X4)x,l(x2)=Ex,1(x2)

となり，

(0)EA(x,)S2(x2)=ExIX(x2)

を得る．これを用いて(B11)を示す．

Eo-'(S(x,),x2)o(x3,S(x4))=E･-!(S(x,),x2)A(x3)

=2o(S2(xl),x2A(x3))(byB7)=Zo(S2(x,),A(x2)S2(x3))(byO)

=Eo(x,,x3)1(x2)(byB9)=Eo(xl,x4)o(x2,S(x3))

=Eo"(x,,S(x2)x3)(byB3)=o(x,1)=E(x).

また,Sz(x)=EE(xi)S2(x2)=2o-!(S(xi),x2)i(x3)S2(x4)(byB11)

=Zo-'(S(x,),x2)x31(x4)(byO)=2o-'(S(x,),x2)x3o(x4,S(x5))

となり,(B12)が示された．この形からS2はbijective(逆写像はx拝

Zo(x!,S(x2)x3o-!(S(X4),x5)で与えられる).とくにSもbijective.ロ．

与えられたbialgebraAがbraidedかどうか(すなわちoをみつけること)は一般

には簡単ではない．また,braidedだとしてもoが一意的に定まるとは限らない．

[例1H4で次のようなHopfalgebraを表す:kはchk≠2なる体とする．

k上1(＝単位元),x,y,zで張られていて，
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Xy=Z,X2=:1,y2=0,XZ:=_ZX=y

でalgebra構造を入れる．さらに，

ム(x)=x8x,ム(y)=yeX+1｡,ム(z)=zm+"z,

2(x)=1,t(y)=ビ(z)=0,S(x)=x,S(y)=z,S(z)=-y,

とおくとH4は(可換でも余可換でもない)Hopfalgebraになる．これを

という．任意のロEkに対し,o｡:HeH､→kをSweedlerの

次で定義すると,(H4,o｡）はtriangular(braided)になる.(これらがH4を

braidedにするすべての2次形式である．このような形に限ることは｡の基本性質を

うまく利用すれば簡単.）

、
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3.FRT-constructionの一般化

条件(B5)はAのcoalgebra構造だけに関係していることに注意したい．

[定義3］あるk-coalgebraCと(BOの意味で)可逆な2次形式oE(CeC)竃の組

(C,o)が次の条件をみたすとき,Iang-Baxtercoalgebra(orYB-coalgebra)であ

ると呼びたい:VX,y,zECに対し，

(B5)Eo(x,.y,)o(x2.z,)o(y2,z2)=Zo(y,,z,)o(x,,z2)o(x2,y2).

(その根拠)V=k・とする．C=End(V)z=H(n,k)率とおくと,Cはk-coalgebra

となる:u(n,k)のmatrixunits{e!j)のdualbasisを{E!j)(cC)とかくとき，

Cのcoalgebra構造はム(E,,)=EkE!k@Ek,,6(E1,)=6!'で与えられる．自然

な同一視End(VV)=End(V)eEnd(V)=(CC)摩によって元REEnd(V@V)に対

応する(CC)率の元をo:CeC→kとするとき．

RI2RI3R23=R23R,3R,2-(B5)

となる．

さてCを任意のk-coalgebraとする.tensoralgebraT(C)=$｡C③画は自然な
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bialgebra櫛造をもつ:xy…z=xy⑧…②zECe｡に対し，

&(xy…z)=Ex,y!…zI@x2y2…Z2,ビ(xy…Z)=g(x)g(y)…［(z).

任意の(可逆な）2次形式o:CC→kはo:T(C)T(C)→kに(次の条件をみ

たすように)一意的に拡張される：

O(XY,Z)=20(X,ZI)O(Y.Z2),X,Y・ZET(C)

o(X,YZ)=2o(XI,Z)o(X2,Y),X,Y,ZET(C).

（例えば,O(XyZ,UV)=ZO(X1ylZl,V)O(X2y2Z2,U)

=EO(X,,V,)O(y,,V2)O(Z,,Vs)O(X2,U,)O(y2,U2)O(Z2,U3).)

さて．

{Eo(xl,yl)x2y2-2yexlo(x2,y2)lx,yEC}

で生成されたT(C)のイデアル1．によるquotientT(C)/I．をM(C,o)で表す

(C=H(n､k)率の場合,FRT-constructionA(R)と同型になる).I・はT(C)のbi-

idealだから，確かにK(C､o)はbialgebraとなる.(o(x,y)=f(x)f(y)のとき，

C上のsymmetricalgebraとなる.）

canonicalprojectionT(C)eT(C)→Ⅱ(C,o)M(C,o)のkernelは

T(CPl｡+I｡②T(C)

だから,o(T(C)I｡+I｡⑧T(C))=0をみたせばo:u(C,0)⑧Ⅱ(C･o)→kが

induceされ，明らかに(u(C,o),o)がbraidedとなる．

条件轡o(T(C)I｡+I｡⑧T(C))=0"は

"O(EO(X,,y,)X2y2-2y,X,O(X2,y2),Z)=0かつ

o(x,20(yl,zI)y2z2~Ezlylo(y21z2)=0,Vx,y,zEC"と同値・これは

"2O(X,,y,)O(X2y2,Z)=2O(y,X,,Z)O(X2,y2)かつ

Eo(y,.z,)o(X,y2z2)=o(x,z,y,)o(y2.z2),Vx,y.zEC"と同値．これは

"EO(Xi,yI)O(X2,ZI)O(y2,Z2)=ZO(y,,Z,)O(X,,Z2)O(X2.y2)

¥x,y,ZEC"と同値．すなわち,(C,o)はYB-coalgebra.

このようにして次の結果を得る：

[定理](C,o)がYB-coalgebraなら,u(C,o)はbraidedbialgebraになる．

またT(C)のuniversalmappingpropertyから，任意のbraidedbialgebraAは

M(C､o)のquotientとなる(Aのgeneratorsで生成されるsubcoalgebraをCと

する)．
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[例]C=U(n,k)事とする．任意のkのunitS@,βに対して,o｡,a:CeC→k

を次で定義する：

i=1,2,1…,nに対してo｡,p(Ei,,EII)=g6;i<jに対して

｡｡,'(E,j.EI!)=g,o｡,,(EI!,E,j)=6,ぴ｡,8(EIj,Eji)=gj-1;

その他＝0．

このとき,(C,od,,)はYB-coalgebraになることが直接計算で確かめられる．

H｡,,(n)=u(C,o)はn2個の{E,j)で生成されるbialgebraで次の関係式をみた

すことも直接計算で確かめられる．

E'｡Eir=@E,,EIs(ifr<s),

E｣,E!,=jE!,EI,(ifi<j),

Ej,E!,=0~'jE!.Ej,(ifi<j,r<s),

E!,E,｡-'Ej.E!,=(g-'-8)E!.E!(ifi<j,r<s).

coalgebra構造はム(E!,)=EnE,beEkj.f(E!,)=6',.

これをTakeuchi'stwo-parametermatrixbialgebraという[T1]・q=j=qのと

き，通常のquantummatrixbialgebraM｡(n)と一致する．

[注意](1)I。はT(C)のhomogeneousidealだから,K(C,o)はgradedalgebra

である．各N次成分H(N)はム(H(N))仁Ⅱ(N,②Ⅱ《N》をみたすから,dualalgebra

(K(N))掌が考えられる．これがSchuralgebraの役割を果たすはずである．

(2)braidedbialgebra(A,0)に対し，

0､(a)=0(-,a),9-(a)=0-'(-,a)(VaEA)

はdualbialgebraA｡(cAz)に含まれる.Imr,Im9-で生成されたA・のsUb-

bialgebraをU(A､0)で表す[LT].Aに付随する"量子リー環"というべきものである

(FRTのU(R)の一般化).

[補足](A､o)のgrouplikeelementsG={gEAIA(g)=gg,E(g)=1}による

局所化A[G~']について簡単に触れておく．条件(B1)からGの元は互いに可換にな

ることが容易にわかるが.Aの中心に属すとはかぎらない．しかしVgEG(A)に対し，

冗図:A→A,a拝汀厘(a)=2o(a,,g)a2o(a3,g)

とおくと，応・はAのbialgebraautomorphismで,VaEAに対し

ga="c(a)g,ag=g(兀厘)-'(a),兀匡(ag)=汀恵(a)g=ga

をみたすことがわかる[H,52].とくに.ga=:0-ag=0"となり,AのGによ

る(両側)局所化A[G~']が作れる．さらにA[G~!jはbraidedbialgebraになる，
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ただしVa,bEA,Vg,hEGに対し，

ム(ag-')=Za,g-'ea2g-'.E(ag-!)=E(a),

o(ag~',bh~!)=Eo-'(a,.h)o(g,h)o(a2.b,)o.'(g,b2).

一般にA[G~']がHopfalgebraになるかどうかはわかっていないようである．しか

し特別な場合,あるひとつのgEGによってホップ化A[g~!](=A[G~'])が得られ

ることもある：

[定理](C,o)をYB-coalgebra,A=H(C’d)とする．次の条件をみたすgEGが

存在すれば,u(c,o)[g-i]がすでにHopfalgebraとなる：

CからM(C,o)へのk-linearmapsj,j'で

Zi(x,)j(x2)=6(x)g=Ej'(x,)i(x2),VxEC,

をみたすものがある．（この結果は,[T2.Propl.3]のvariationである.）

例えば,M｡,,(2)において,g=E!IE22-@~IE12E21=E22Ell-jE12E2,とおくと，

gはgrouplikeelementになる(この元をquantumdeterminantという).

j,j':u(2,k)竃→M｡,.8(2)を次で定義する：

j(E!!)=E22,j(E!2)=-gE!2,j(E2,)=-q~IE2!,j(E22)=EI!,

j'(E!,)=E22,j'(E,2)=-6EI2,j(E21)=-6~!E21,j(E22)=Ell.

このとき,Zi(x!)j(x2)=I(x)g=Ej'(x,)i(x2),yxEM(2,k)*,(余因子展開!),

となり,M｡,'(2)[g-']はHopfalgebraになる(これをGLo,'(2)で表す).

antipodeSは次で与えられる：

S(EI!)=E22g~'=g~IE22,S(E12)=-qE12g~!=-jg~'E,2,

S(E21)=-q~IE21g~｣=-j~!g~IE21,S(E22)=EIIg~!=g~IEI1.

、≧3に対してもquantumdeterminantgEU｡,3(n),j,j'が存在し,Hopfalgebra

GL｡,,(n)=M｡,,(n)[g~!]が作れる[T1].

4.Hopf-Galois理論との接点一条件(B6)の意味を考える一

Aを一般のbialgebraとする(braided

から,monoidの概念[u]が定義できる：

→BinMAからなるtriple<B,m,u>

と限らない).MAはmonoidalcategoryだ

すなわち,BEMAとm:BeB→B,u:k

で，次を可換にするもの：
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ml:Bm e B → B B u 1 : k eB→B②B←Bk:1u

mmllm、Im/

B ②BaB B

言い換えると,Bがk-algebraかつrightA-comoduleであってその構造射p:B

rightA-comodulealgebra→B⑭Aがalgebramapになること．このとき,Bは

であるという(pをcoactionという)．C={bEBIpをcoactionという)．C={bEBIp(b)=be1}とおく.CはB

のsubalgebraである.Bの（このcoactionに関する)不変環と考えられる．

自然な写像

j:BcB→BA,bb'H(bm)p(b')=Ebb'0eb'!

がbijectiveのとき，拡大B/CはとGaloi量であるという．このような拡大の研究

(Hopf-Galois理論)については[DT1,2]を参照．さらにBが左C-mcduleかつ右A

-comoduleとしてC②Aに同型のとき，拡大B/Cは正規底をもつという．正規底を

もつA-Galois拡大B/Cは次のような写像ウ:A→Bの存在と同値である[DT1]:

‘はA-comodulemapで，ﾖｳー 】EHom(A,B)s､t・

20(a,)j-!(a2)=E(a)18=2@-'(a,)4(a2),VaEA.

しかもこのとき,Bはウから定まる2-cocycleoによって得られる接合積C#｡A

と同型になる．

ここではC=kの場合を考えよう．このとき,Bに対する次の条件は同値になる

(このとき,Bはk上のA-cleftextensionであるという):

B/kがA-GaloisかつA-comoduleisomorphismj:A=Bが存在

-*-invertibleなA-comoduleisomorphism':A=Bが存在．

（このウは‘(1A)=18であるように選べる.)

このとき,x,yEAに対し，

o(X,y)=20(x,)ｳ(x2)ｳ.'(x2y2)

とおくと,oE(AeA)象かつoは可逆となる．

(O-!(X,y)=2#(X,y,)'~J(y2)#~I(X2)で与えられる.)

このoは(B6)をみたすことが容易に確かめられる．またBはk#｡Aと(comodule

algebraとして)同型となる，ただしk#｡A=Aは新しい積x｡y=Eo(x,,y,)x2y2

で(associative)k-algebraとみたもの(coaction=AA).AがHopfalgebraなら

この逆がいえる．すなわち,Aに(B6)をみたす可逆なoE(A@A)*を与えると，

k#｡Aが上のようにして作られ,k上のA-cleftextensionになる(#(x)=x,

j-i(x)=Eo-I(S(x2),x3)S(xi)となる).つまり,Aに(B6)をみたす可逆な◎臣

(A@A)恵を考えることは,k上のA-cleft拡大B/kを考えることに対応する｡Oに
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関するbraidedconditions(B1-3)は‘を使って言い換えられる：

(B1)-Z#(xl)j(yl)j(x2y2)･=E'(ylxl)4(x2)9(y2),Vx.yEA.

(B2)-Zj(x,)ｳ(y,)j(zI)ｳ-I(X2y2Z2)=

Z#(x,)j(y,)'-I(x2y2)j(x3)j(z,)ｳ-'(x4z2)j(y3)4(z3)j-'(y4z4).

(B3)-E'(X,)6(y,)0(Z,)j-'(X2y2z2)=

EO(y,)0(z,)4-I(y2z2)ｳ(x,)'(z3)'I(x2z4)@(x3)0(y3)'-:(x4y4).

上の考察をさらに発展させる.k上のA-cleft拡大(B/k・ウ）からBに次のような

新しい積b･c=2bocoo~I(b,,c,)=Eboco#(b,c,)9~'(c2)4~!(b2)を導入すると，

Bはassociativealgebra.これをウでAに引き戻すことによりAに新しい積が

定義でき，もとのcoalgebra栂造とともにbialgebraとなる.Aが可換ならA・は

あるae(A8A)零に関してtriangularとなる．このようにして次の結果を得る：

[定理]Aを一般のbialgebraとし,(B6)をみたす可逆な2次形式o:AA-

kが与えられたとする.x,yEAに対して，

x･y=2o(x1,yl)x2y20-](x3,y3)EA

とおくと,Aはこの積・に関してbialgebraになる．ただしcoalgebra構造ム,@

は元のまま．このbialgebraをA･で表そう.AがHopfalgebraなら,A・もそ

うで，そのantipodeは

S｡(X)=EO(x,,S(x2))S(X3)O-'(S(x4),x5).

もしAが可換なら,A・は次の

6:AxA→k.(x,y)r･6(x,y)=2o(y,,x,)o-!(x2,y2)

に対してtriangularbialgebra(orHopfalgebra)になる．

[補足］一般のbialgebraAに対して．MヘにおけるmonoidBの左(または右)の

actions([U.pl70])の圏が．いわゆるrelativeHopfmodulesの圏。MA(orMe)

と一致するを注意する．ここでUE｡MAとは，uが左B-mcduleかつ右A-comodule

で．P"(bm)=Ebomoeb,m,.bEB,meU蔵をみたすこと.M合についても同様．

また,braidedbialgebra(A,o)に対してBが次の条件をみたすとき,O-

commutative(orquantumcommutative)という：

os,0:BeB→BBi.e.

m、どm bc=Ecoboo(b,,c,)．Vb,cEB.

B
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このとき，明らかに不変環C={bEBIp(b)=b81}は(普通の意味の)可換になる．

さらに，ⅡEBMAに対して右からのBの作用を

皿←b:=EbomoO(m,,bi),圃巨m,bEB,

とおくと,uEBM6となる．また,H,NEBMAならⅡ②BNEBMAがいえる，ただし，

b･(m⑧｡n)=bm⑧BnandP(m8n)=2mo⑧｡no@m,n,.

従って,(BMA,B,B)はmonoidalcategoryの構造をもつ．

o-cCmmutativeなA-comodulealgebraの一般的研究が強く望まれる．
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CoxetergraphsandfUsionalgebras

河野俊丈（東大数理）

このノートは、filsionalgebraの組合せ論的側面についての解説であ

る。第1節では、A型のfUsiOnalgebraの定義と基本的な性質を述べる。

第2節で、Coxetergraphによる血sionalgebraの構成、amneLie環の

Dynkindiagramautomorphismによる対称性、fUsionalgebraの自己同
型などを議論し、さらにmodularinvariantな分配関数についてのADE

da"iacationとの関連について触れる。

1．A型の釦sionalgebraとVerlindemrm''1R

I

この節ではA型Lie環に対応した血sionalgebraの定義と主な性質

を述べる。これは、sI(n,c)の表現環R河のあるqUotientalgebraとして
以下のように定義される。まず､､レベルとよばれる正整数Kを固定する。

sI(")の基本ウェイトをA1,･･･,A,,-1とおくと、dominantintegralweight
の集合は、

{=.'A""ez,"≧｡｝Rf(")=

一

と表される。また、aHineLiealgebrasI(")のlevelkdominantintegral

weightの集合は、

{=.iA''"ez,"≧0,="≦照｝必(冗,K)=

と同一視される。自然なinclusionmapR+(",K)CR+(",k+1)を考え

aR+(",K)="(",K+1)W+(",K)

とおく。表現環必は、AER+(")をZbaaigとして持つが、aa(",K)

で生成される脇のイデアルをliz,Kと書く。このとき、filsionalgebra

R,,,KをR",K=&/Ih,kと定義する。
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表現環Rnにおいて入,"ER+(n)の積を

入･jj=E耐騨〃
しE輿(”）

と表すと、この構造定数はLittlewood-Richardson係数であり、sI(")の

表現のテンソル積の分岐則にほかならない。R",Jrは[GⅧにより、入E

R+(",K)をZbasisとして持つheeZmoduleであることが知られている。
積構造を入,"ER+('z,K)に対して、

預恥〃入・脾＝
しER+(",K)

で表す。この構造定数Ⅳ蝿をfilsionruleとよぶ。これは、non-negative
integerとなり次の不等式が知られている。

蝋≦耐似

R+(",K)には、ス=--'"(入)で定裟されるinvolutionが存在する。こ
こでt〃は、Weyl群のlongestelementを示し、スは入をhighestweightと

へ

する表現の双対表現に対応する。ⅣAjMJ==Ⅳ蝋とおくと次の性質が成り
立つ。

(1)恥,",は、入,似,〃について対称である。

(2)Ⅳ敬＝6入‘，

R+(",jr)の元入についてlevelkintegrablehighestweightmodule

L(A)を考え、その指標をXAとおく。conbrmalweightAA,centrJcharge
cをそれぞれ、次のようにおく。

器圭等,‘＝
KdimsI(",C)

△入＝
K+n

ここで､βはsI(",c)のpositiverootの和の1/2を示す。Kac-Petersonに

よりX入(TMER+(",K),ImT>0は、modular群の作用で閉じている
ことが知られていて、とくに

x入(-'/T)=Es入鰹x似(γ）
"ER+(",K)

X入(T+1)=exp2汀､/二T(△八-=)xA(｢)
－40－



ここで、

SAjj=云芸苦言愚det…(-畿艸+'ﾙ州）
である。またWはWeyl群でsI(",c)のweightlatticeに作用する。上

の変換の表現行列をそれぞれS,Tとするとこれらはumtarysymmetric

で次の基本関係が成立する。

(sT)3=s2=(6Aβ）

このとき、fUsiOnruleをS行列を用いて表すのが次のVerlindebrmulaで

ある。

Proposition(Verlindefbrmula).

Ⅳ地＝
SAa乳。母α

ア ー
動a

QERf('8,K)

Verlindebrmulaの代数的意味は、以下の通りである。mlsionalgebra

Rn,K｡Cの基底を変換して

汕入=sbAEsA""
脾

を基底にとるとこれらは、idempotentとなる。すなわち

凹入･t"I4=6入脾uﾉﾑ

が成立する。また､行列Ⅳ入を“=(jvM&恥で定羨すると、これらは行
列sによって同時対角化され、それらの固有値は、

(=),｡ea(",")
で与えられる。
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2．Coxetergraphと釦sionalgebraの自己同型

まず､最も基本的な場合としてsI(2,C)の場合を取り上げる。Filsion

algebraR2,KをRKと書き、spinj表現に対応するRKの基底をuj,j=

0,1/2,1,…,K/2で表す。RKは、次のCoxetergraphから構成される。

－－．－－－－●

叱の端沙1 1姥

上のように、graphの各頂点にRKの基底を対応させ、graphのincidence

matrixY=2I-Cを考える。ここで、CはAK型のCartan行列である。

この時、次が成立する。

PropoSition

RKは、坊,0≦j≦K/2,("0=1)を生成元としてincidencematrix

Y=(IGj)を用いた関係式

で表示される。

tlj."1ﾉ2=EIfj"@
‘

これを用いてRKについてのVerlindebrmulaの証明は次のようにな

される。まずincidencematrixYはⅣ1/2に等しいことに注目する。S
行列はこの場合

1高ﾗsm(2i+#g')"･&j=

で与えられるが、YがSによって対角化されその固有値が

島-響=2"｡(鍔”
となることは、初等的に示される。また上のPropositionより"》はⅣ,/2
のある多項式で表されるので、これらはSによって同時対角化される。以

上により、sI(2,C)の場合のVerlindebrm',1aが示された。
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