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概 要

m-ovoidの概念は, 有限射影幾何学で古典的に扱われてきた ovoidの概念の, 有限極空
間上への一般化として定義される. この論文では, hemisystemと呼ばれる Hermitian曲面
(一般化四角形)の上で定義される幾何構造の双対として定義される, q+1

2 -ovoidの新たな無
限系列の存在についての結果について概説する.
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1 導入

この論文は, John Bamberg氏, Melissa Lee氏 (University of Western Australia), Qing Xiang

氏 (University of Delaware)との共同研究によるものである. いくつか証明を省く命題がある
が, 詳しくは論文 [4]を参照していただきたい.

有限極空間 P に対し, その最高次元の部分空間のことを極大空間と呼ぶ. P の点集合の部分集
合Oが, 任意の極大空間とちょうどm点を共有するとき, Oはm-ovoidと呼ばれる. この研究
分野における大きな問題は, m-ovoidの存在・構成・分類である. 特に, 1-ovoidは, 射影幾何学
(およびデザイン論)で古典的に研究されてきた ovoidの概念の極空間上への一般化であり, さ
らに重複数に関して一般化させたものがm-ovoidである. これまでの研究経緯に関しては, 文
献 [3]を参照していただきたい.

この論文では特に, Fq 上の 6次元 elliptic型の二次形式の零点から得られる極空間Q−(5, q)上
のm-ovoidに興味がある. この極空間の点と直線 (極大空間)は一般化四角形を成す. また, 一
般化四角形の双対性から, 点と直線をそれぞれ Fq2 上の 3次元 Hermitian空間 H(3, q2)上の直
線 (極大空間)と点へ写すことができる. このとき, m-ovoidの概念は, H(3, q2)の直線の集合で,

任意の点をちょうどm回通るもの (m-coverと呼ばれる)に写ることになる.
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Segre [9]およびBruen-Hirschfeld [7]により, H(3, q2)のm-cover はm = (q + 1)/2の場合以外
存在しないことが示された. このm-coverを, hemisystemとよぶ. また, Segreは q = 3の場
合に, それを発見した. しかしながら, その後 30年間, その他の qで hemisystemを発見できな
かったことから, hemisystemは q = 3以外存在しないと予想されてきた (Thas [10]). しかしな
がら, 2005年, Cossidente-Penttila [8]は, すべての奇素数ベキ qで hemisystemを構成するこ
とに成功し, その予想の反例を与えた. 彼らの作った hemisystemには PΩ−(4, q)という非常に
大きな群が作用している. 一方, Bamberg-Giudici-Royle [2]は, 位数 q2 − q+1という比較的小
さな巡回群を自己同型群にもつ異なる hemisystemを, q ∈ {7, 9, 11, 17, 19, 23, 27}に対し発見
した. 本研究の目的は, これらのうち, q ≡ 3 (mod 4)の場合の hemisystemを無限系列に一般化
することである.

既に述べたように, H(3, q2)上の hemisystemは, Q−(5, q)上の (q+ 1)/2-ovoidとして解釈でき
る. よって, 本論文の主定理は以下のようになる.

定理 1.1. q ≡ 3 (mod 4)なる任意の素数ベキに対し, 位数 q2 − q + 1の巡回群を自己同型群に
持つ, Q−(5, q)上の (q + 1)/2-ovoidが存在する.

2 準備

2.1 m-ovoidと強正則グラフ

知られている一般化四角形のいくつかからは,点をグラフの点, 2点が同一直線上に乗るとき辺を
結ぶことで,強正則グラフが得られる. また, Q−(5, q)上の (q+1)/2-ovoidは,点集合のちょうど
半分からなり, その補集合も (q+1)/2-ovoidとなり, 強正則グラフをそれぞれの (q+1)/2-ovoid

上へ制限することで, 完全グラフの 4つの部分グラフへの分解ができる. 実は, 各々は強正則グ
ラフとなり, 特別なアソシエーションスキームを成すことが知られている [11].

一方, この幾何構造を直接グラフに対応させずに, 有限体上のベクトル空間の部分集合として解
釈することでも強正則グラフが得られる. 今, 簡単のため, 極空間はQ−(5, q)とする. このとき,

Oは, Fq 上の 5次元射影空間 PG(5, q)の点集合なので,

M := {λx : λ ∈ F∗
q , ⟨x⟩ ∈ O} (2.1)

と定めると, Mは Fq上の 6次元ベクトル空間 V の部分集合として解釈できる. ここで, グラフ
の点集合を V の元と同一視し, 2つの元 x, yに対し, x− y ∈ Mのとき対応する 2点を辺で結ん
で得られるグラフが, 強正則グラフとなる. ここで, このグラフをCay(V,M)と書き, ケーリー
グラフと呼ぶ. よって, このグラフの非自明な固有値は, 2種類となる. 特に, このケーリーグラ
フの非自明な固有値は, 集合Mの非自明な指標値で与えられるため, 以下の補題が成り立つ.

補題 2.1. OをQ−(5, q)の (q+1)(q3+1)/2点集合とし, Mを式 (2.1)で定義されるV の部分集
合とする. このとき, Oが (q+1)/2-ovoidであるための必要十分条件は, 任意の点P ∈ PG(5, q)



に対し,

ψ(M) =

−q3 + (q2 − 1)/2, P ∈ Mのとき,

(q2 − 1)/2, その他

が成立することである. ここで, ψは V の非自明な指標でかつ, P⊥上で自明な指標とする.

この補題で, P⊥は, この極空間に付随する双線形形式Bに対し, P⊥ = {x : B(x, P ) = 0}とし
て定義され, PG(5, q)の超平面に対応する.

2.2 Q−(5, q)のあるモデル

この論文では, Q−(5, q)上のm-ovoidを構成することが目的であるので, Q−(5, q)のあるモデ
ルを固定し, その上で構成法を与える.

今, Fq6 を Fq 上の 6次元ベクトル空間とみなす. また, 写像Q : Fq6 → Fq を

Q(x) := Trq3/q(x
q3+1)

で定義する. このとき, Q は elliptic 型の非退化な二次形式を与える. よって, 集合 {⟨x⟩ :

x ∈ F∗
q6 , Q(x) = 0}が Q−(5, q)を与える. ここで, 点 P = ⟨x⟩に対し, P⊥ は P⊥ = {⟨y⟩ :

Trq6/q(yx
q3) = 0}で与えられる.

さらに, 補題 2.1の条件は,

ψa(M) =

−q3 + (q2 − 1)/2, aq
3 ∈ Mのとき,

(q2 − 1)/2, その他
(2.2)

と書き換えることができる. ここで, ψa(x)は ψa(x) = ψFq6
(ax)と定め, ψFq6

は Fq6 の標準加法
的指標とする.

3 内部にある幾何構造とアソシエーションスキーム

Q−(5, q)上のm-ovoidを構成する前に, その内部に埋め込む小さな幾何構造について言及する
必要がある.

ωを Fq3 の原始根とし, N := q2 + q + 1とする. Fq3 を Fq 上の 3次元ベクトル空間と解釈し,

PG(2, q)の点集合を F∗
q3/F

∗
q と解釈する. PG(2, q)の点を ⟨ωi⟩, 0 ≤ i ≤ N − 1と表記すると,

PG(2, q)の直線は
Lc := {⟨x⟩ : Trq3/q(ωcx) = 0}, 0 ≤ c ≤ N − 1

で与えられる.



ここで, 写像 f : Fq3 → Fq を f(x) := Trq3/q(x
2)で定めると, これは非退化な二次形式を与え

る. 対応する双線形形式B : Fq3 × Fq3 → FqはB(x, y) = 2Trq3/q(xy)で与えられる. このとき,

C = {⟨x⟩ : f(x) = 0}は, PG(2, q)の conicと呼ばれ, q + 1点から成る. 特に, 各直線は, この
conicと 0, 1または 2点で交わり, それぞれの直線は exterior, tangent, secantと呼ばれる. ま
た, 各点には 0本か 2本の tangentな直線が通っており, それぞれ interior, exteriorな点と呼ば
れる.

今, この conicに付随するアソシエーションスキームを考える. ZN の部分集合

IC = {i : 0 ≤ i ≤ N − 1, Trq3/q(ω
2i) = 0} = {d0, d1, . . . , dq}

を考える. ここで, diの添え字は適当な順序で付けておく. 明らかに, C = {⟨ωdi⟩ : 0 ≤ i ≤ q}
となる. また, ZN の部分集合

S := {i (mod N) : Trq3/q(ω
i) = 0}

は, 直線 L0 = {⟨ωi⟩ : i ∈ S}に対応し, また. IC ≡ 2−1S (mod N)が得られる. Sは Singer差
集合とも呼ばれている.

各 x ∈ Fq3 に対し, xの符号 sgn(x) ∈ {0, 1,−1}を以下で定める.

sgn(x) =


1, xが非零平方元,

−1, xは非平方元,

0, x = 0.

このとき, 以下が成立する.

補題 3.1. (1) Bによって誘導される ⟨ωc⟩と Lcの間の polarityは, C 上の点を tangentな直
線へ, exterior (interior)な点を secant (exterior)な直線へ写す.

(2) P = ⟨x⟩ ̸∈ C なる点 P に対し, P が exterior (interior)であるための必要十分条件は,

sgn(f(x)) = ϵ (−ϵ)となることである. ここで, q ≡ 1 (mod 4)か 3 (mod 4)に応じて,

ϵ = 1,−1とする.

この補題より,

Lcが tangent ⇔ sgn(f(ωc)) = 0 ⇔ |(S − c) ∩ IC | = 1,

Lcが exterior ⇔ sgn(f(ωc)) = −ϵ ⇔ |(S − c) ∩ IC | = 0,

Lcが secant ⇔ sgn(f(ωc)) = ϵ ⇔ |(S − c) ∩ IC | = 2

が成立する.

今, C
(N,q3)
i = ⟨ωi⟩とし, D1 :=

∪
i∈IC C

(N,q3)
i とおくと, ちょうど 3つの指標値を持つ. 実際,∑

i∈IC

ψFq3
(ωcC

(N,q3)
i ) =

∑
i∈IC

ψFq(Trq3/q(ω
c+i)F∗

q) = q|(S − c) ∩ IC | − (q + 1)

=


−1, c (mod N) ∈ IC のとき,

−1 + ϵq, c (mod N) ∈ Isのとき,

−1− ϵq, c (mod N) ∈ Inのとき

(3.1)



となる. ここで, C
(2,q)
0 を Fq の非零平方元の集合, C

(2,q)
1 を非平方元の集合とし, Is = {i

(mod N) : Trq3/q(ω
2i) ∈ C

(2,q)
0 }, In = {i (mod N) : Trq3/q(ω

2i) ∈ C
(2,q)
1 }と定める.

注意 3.2. 以下の Fq3 の分割を考える:

D0 := {0}, D1 :=
∪
i∈IC

C
(N,q3)
i , D2 :=

∪
i∈Is

C
(N,q3)
i , D3 :=

∪
i∈In

C
(N,q3)
i .

このとき, ケーリーグラフ Cay(Fq3 , Di) (i = 0, 1, 2, 3)は, Fq3 上の 3クラスのアソシエーショ
ンスキームを与える [6].

このアソシエーションスキームは古典的によく知られたものであるが, この fissionスキームと
して新しいものを発見した. そして, このアソシエーションスキームが, 今回構成するm-ovoid

の背後に現れる.

今から, D1のある分割を考える. d0 ∈ IC に対し,

X := {ωdiTrq3/q(ω
d0+di) : 1 ≤ i ≤ q} ∪ {2ωd0}

と
X := {logω(x) (mod 2N) : x ∈ X} ⊂ Z2N

を考える. 明らかに, X ≡ IC (mod N)が成立する.

注意 3.3. (i) X の定義において, d0 の代わりに di を用いた場合, 得られる集合 X ′ に対し,

X ′ ≡ X (mod 2N), または, X ′ ≡ X +N (mod 2N)が成立する.

(ii) 集合X は, 2N を法として, qの積で不変である.

集合X は
X = 2S′′

1 ∪ (2S′′
2 +N) (mod 2N) (3.2)

と偶数部分と奇数部分に分割できる. 特に, |S′′
1 |+|S′′

2 | = q+1は明らか. また, S′
i ≡ 2S′′

i (mod N)

と Si ≡ 2S′
i (mod N)に対し, S′

1 ∪ S′
2 ≡ IC (mod N)と S1 ∪ S2 ≡ S (mod N)が成立する.

よって, conicと Singer差集合の分割が得られる.

ここで, 以下のD1の分割を考える:

D1,1 :=
∪
i∈X

C
(2N,q3)
i , D1,2 :=

∪
i∈X+N

C
(2N,q3)
i .

このとき, 以下の定理が成立する.

定理 3.4. 集合D1,1は, ちょうど 4つの指標値をもつ. 特に,

ψFq3
(ωcD1,1) =


−1+η(2)qGq(η)

2 , c (mod N) ∈ IC かつ c (mod 2N) ∈ X,
−1−η(2)qGq(η)

2 , c (mod N) ∈ IC かつ c (mod 2N) ∈ X +N ,
−1+ϵq

2 , c (mod N) ∈ Is,
−1−ϵq

2 , c (mod N) ∈ In

が成立する. ここで, Gq(η)は Fq の平方剰余記号 ηに対するガウス和を意味する.



注意 3.5. ケーリーグラフ Cay(Fq3 , Di) (i = 0, 2, 3)と Cay(Fq3 , D1,j) (j = 1, 2)は Fq3 上の 4

クラスのアソシエーションスキームを成す. これは, 注意 3.2のアソシエーションスキームの
fissionスキームを与える.

4 Q−(5, q)上の (q + 1)/2-ovoidの構成法

以下, q ≡ 3 (mod 4)とする. 双線形形式

B(x, y) := Trq6/q(xy
q3)

に付随する Fq6 から Fqへの二次形式は, Q(x) = Trq3/q(x
q3+1)であり, 非退化かつ ellipticであ

る. よって, この二次形式が, ellipticな直交空間Q−(5, q)を与える.

これまでの議論より, {x ∈ F∗
q6 : Trq3/q(x

q3+1) = 0}の「良い」部分集合を選ぶことが本質的で
ある.

構成法 4.1. 集合 S1と S2を, 式 (3.2)で定義された S′′
1 , S

′′
2 に基づく Singer差集合 Sの分割と

する. また, J1 = {0, 3}, J2 = {1, 2}とし,

I = {Ni− (q + 1)j (mod 4N) : (i, j) ∈ (J1 × S1) ∪ (J2 × S2)}

とおく. このとき,

M :=
∪
i∈I

C
(4N,q6)
i

と定める. ここで, C
(4N,q6)
i := γiC0とする. また, C0はF∗

q6の指数 4Nの部分群, γはγq
3+1 = ω

を満たす Fq6 の原始根とする.

構成法より, |M| = (q3+1)(q2−1)/2は明らかである. また, Mは{x ∈ Fq6 : Trq3/q(x
q3+1) = 0}

の部分集合である. 実際, 任意の x = γNi−(q+1)j+s ∈ M(ここで, γs ∈ C
(4N,q6)
0 とする)に対し,

Trq3/q(γ
(Ni−(q+1)j+s)(q3+1)) = Trq3/q(ω

Ni−(q+1)j+s)

= ωNi+s−NjTrq3/q(ω
Nj−(q+1)j)

= ωNi+s−NjTrq3/q(ω
j) = 0

が満たされる.

本論文の主定理は以下のようになる.

定理 4.2. 構成法 4.1における集合Mに対応するPG(5, q)の点集合Oが, Q−(5, q)の (q+1)/2-

ovoidを成す. 特に, C3 n C(q3+1)/4を自己同型群として含む.

定理は, 式 (2.2)に基づき, その指標値の計算を行うことによって証明される. ここで, 指標値
は, 指標の直交性を用いて,

ψFq6
(γaM) =

1

4N

4N−1∑
h=0

Gq6(χ
h
4N )

∑
i∈I

χ−h
4N (γa+i) (4.1)



のように変形される. ここで, χ4N は位数 4N の乗法的指標, Gq6(χ4N )は χ4N に付随する Fq6

上のガウス和である. 残りの指標値の計算の詳細は, 論文 [4]に譲ることにして, その大まかな
計算のアイデアと流れについて簡単に説明する.

式 (4.1)より, 指標値の計算は, 位数 4N のガウス和の計算が本質的になるが, 直接的な計算は
非常に難しい. しかし, 以下の定理を利用すると, 式変形のみで指標値の計算ができる.

定理 4.3. q = pf を q ≡ 3 (mod 4)なる素数ベキ, mをN = q2 + q+1を割る奇数とする. χ′
m

を Fq3 の位数mの乗法的指標とし, χmをその Fq6 へのリフトとする. また, χ4を Fq6 の位数 4

の乗法的指標とする. このとき, Gq6(χ4χm) = Gq6(χ
3
4χm)が成立する. 特に,

Gq6(χ4χm) = ρqGq3(χ
′4
m)Gq3(χ

′−2
m ) (4.2)

が成り立つ. ここで, q ≡ 3 (mod 8)または q ≡ 7 (mod 8)に応じて, ρq = −1または 1とおく.

このガウス和に対する公式の証明は, 良く知られたDavenport-Hasseのリフトの公式と積公式
を応用し証明される. 詳しくは, [4]を参照してほしい. この公式は非常に強力で, 拡大体上のガ
ウス和の計算を, 部分体 Fq3 上の位数N のガウス和に落とし込むことができることを意味する.

あとは, 前章で議論した新しいアソシエーションスキームの指標表を利用して, 残りの指標値の
計算ができるという流れになっている.

最後に, 得られたm-ovoidの新規性についてであるが, 既存の (q + 1)/2-ovoidの全自己同型群
の情報はかなり詳細に調べられており ([1, 5]を参照), 位数 q2 − q + 1の巡回群を自己同型群に
含むことができないことを証明できる. 例えば, Cossidente-Penttila [8]の (q + 1)/2-ovoidは,

PΣL(2, q2)の作用で不変であることが示されているが, その位数は q2(q4 − 1) logp(q)であり,

q2 − q + 1では割れない. また, 一般に, Bamberg-Giudici-Royle [1]の (q + 1)/2-ovoidは, 位数
q2の基本可換群を自己同型群に含む. もし, 我々の (q+1)/2-ovoidが位数 q2(q2− q+1)の基本
可換群を自己同型群に含めば, SU(3, q)を自己同型群にしめされる. 一方, SU(3, q)はQ−(5, q)

の点上可移に作用するので, あり得ないことがわかる.

5 いくつかの問題

この章では, (q + 1)/2-ovoidに関連した未解決問題を挙げる.

文献 [2]で, 以下の表に示すように, 位数 q2− q+1の巡回群を自己同型群にもつ (q+1)/2-ovoid

の例がいくつか発見された.



q q2 − q + 1 Stabiliser

3 7 PSL(3, 4).2

5 21 3 ·A7 · 2
7 43 43 : 6

9 73 73 : 6

11 111 111 : 6, 333 : 3

17 273 273 : 3

19 343 1715 : 6

23 507 507 : 6

27 703 703 : 3

ここで, q = 13, 25に対しては, 存在しないことに注意する. よって, 自然な推測として, q ≡
1 (mod 12)の場合は存在しないと予想される. また, 本論文では, q ≡ 3 (mod 4)なる場合に一
般化を与えた. よって, 以下の問いが自然に生じる.

問題 5.1. q ≡ 5, 9 (mod 12)なる素数ベキ qに対し, 位数 q2 − q+1の巡回群を自己同型群にも
つ, Q−(5, q)上の (q + 1)/2-ovoidを構成せよ.

この問いに対し, 本論文の手法は全く通用せず, 解決の糸口が全く得られていない状態である.

この問いを未解決問題として挙げ, 本論文を閉じることとする.
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