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1 Introduction

Rkを k次元ユークリッド空間とし、Skを k次元球面とする。
x, y ∈ Rkをx = (x1, x2, · · · , xk), y = (y1, y2, · · · , yk)とするとき、xとyの距離をd(x, y) =√∑k

i=1(xi − yi)2で定める。

Definition 1.1. 有限集合X ⊂ Rkに対して、

A(X) = {d(x, y)|x, y ∈ X, x ̸= y}

とおく。このとき、|A(X)| = sであるならば、XをRkにおける s-distance setと呼ぶ。
また、2つの s-distance setが互いに相似である場合は同型であるということにする。

s-distance setに関する主な問題として、次の 2つが挙げられる。

1. Rkにおける s-distance setの個数が同型を除いて有限になるときの点の数はいくつ
になるのか?

2. Rkにおける s-distance setの点の個数の最大値はいくつになるのか?

2-distance setの問題 1については、|X| ≥ k+2であるならば、Rkにおける 2-distance
setとなるXは有限個であることが Einhorn-Schoenberg [5]により示された。
また、2-distance setの問題 2については、R1、R2 (Kelly [9])、R3 (Croft [4])の場合に

知られている。R3における最大値を与える2-distance setの分類はEinhorn-Schoenberg [6]
により示され、さらに、k ≤ 8に対するRkの場合は Lisoněk [14]によって与えられ、次
のページのTable 1のような結果が得られている。(坂内-坂内 [1]より抜粋)

RkをSkに置き換えた 2-distance setの問題 2については、Musin [15]が k ≤ 38に対し
て述べている。2-distance setについて関連する他の問題は、Larman-Logers-Seidel [13]等
を参考にされたい。また、Rkにおける一般の s-distance setについては、Bannai-Bannai-
Stanton [2]や Blokhuis [3]によって |X| ≤

(
k+s
s

)
という上限が与えられた。R2における

3-distance setについては Shinohara [16]が結果を得ている。しかし、これらの結果を除
いては s-distance setについての結果はあまり得られていない。

また、2-distance setを考える際の 1つのアイデアとして、isosceles setというものが
あり、次で定義される。
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Table 1: 2-distance setの点の個数の最大値

k
(
k+2
2

)
2-distance setの 最大値を与える
点の個数の最大値 2-distance setの個数

1 3 3 1
2 6 5 1
3 10 6 6
4 15 10 1
5 21 16 1
6 28 27 1
7 36 29 1
8 45 45 ≥1

Definition 1.2. Rkにおいて、n個の点からなる集合を考える。
この集合の任意の 3点が 2等辺 3角形をなしているとき (ここでは、同一直線上の 3点も
2等辺 3角形とみなす)、この集合は n-point isosceles setであるという。

任意の 2-distance setは isosceles setになっていることから、isosceles setは研究され
るようになった。

isosceles setについても、s-distance setを定義した後に挙げた 2つの問題を isosceles
setに置き換えた次の問題が研究の対象となっている。

1. Rkにおける isosceles setの個数が同型を除いて有限になるときの点の数はいくつに
なるのか?

2. Rkにおける isosceles setの点の個数の最大値はいくつになるのか?

上記の 2つの問題や関連する問題について、isosceles setについては次のことが知ら
れている。

• R1では isosceles setの点の個数の最大値は 3である。

• R2における 7-point isosceles setは存在しない。(Golomb [8], Kelly [9])

• R2における 6-point isosceles setは、同型を除けば正 5角形とその中心の 6点から
なる集合の唯 1つに定まる。(Golomb [8], Kelly [9])

• R2 における 5-point isosceles setは、同型を除けば Fig. 1の 3つの集合に限る。
(Fishburn [7], Golomb [8])

• R3における 9-point isosceles setは存在しない。(Croft [4])

• R3における 8-point isosceles setは、同型を除いて Fig. 2で表される集合の唯 1つ
に定まる。(Kido [10])
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• R3における 7-point isosceles setは同型を除いても無限に存在する。

• R3における 7-point isosceles setで 3-distance setのものは同型を除くと 15個に定
まる。(Kido [11])

• R4における 12-point isosceles setは存在しない。(Kido [12])

• R4における 11-point isosceles setは、同型を除けば 2つに定まる。(Kido [12])

Fig. 1: R2における全 3個の 5-point isosceles set

Fig. 2: R3における唯 1つの 8-point isosceles set
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今回は、R3における 7-point isosceles setとS2における 6-point isosceles setの分類に
ついて考えた。いずれも無限系列の存在があり、同型を除いても有限個ではないが、無
限系列まで含めた完全分類を与えることも必要であると考えて研究に至った。

次の 2つの定理が本講演における主結果である。

Theorem 1.1. 　 R3における 7-point isosceles setは同型を除いても無限に存在する。
しかし、正 5角形に 2つの点を加えた 3種類の無限系列 (Fig. 3を参照)を除くと、R3に
おける 7-point isosceles setは Fig. 4におけるX1, · · · , X5のいずれかと同型になる。

Theorem 1.2. 　 S2における 6-point isosceles setは同型を除いても無限に存在する。
しかし、無限系列である正 5角錐を除くと、S2における 6-point isosceles setはFig. 5に
おける Y1, · · · , Y5のいずれかと同型になる。

Croftの手法 [4]を利用して 2つの定理の証明を行った。証明の概略を次の節以降で述
べる。

Fig. 3: R3における 7-point isosceles setの 3種類の無限系列

Fig. 4: 3種類の無限系列を除く、R3におけるすべての 7-point isosceles set

X1

X2

X4 X5

X3
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Fig. 5: 無限系列となる正 5角錐を除く、S2におけるすべての 6-point isosceles set

Y2

Y3

Y4 Y5

Y1

2 Notation and a fundamental lemma

次の言葉を導入する。
apex : 3点以上からなる集合において、残りすべての点から等距離の位置にある点

P = {P1, · · · , Pn}をn-point isosceles setとする。Pの点Piの”vertex-number” V (Pi)
を V (Pi) = (Piを含む 3点からなる部分集合をすべて考え、そのうち、Piが apexとなっ
ているものの数 ) = (∠Piを頂角とする 2等辺 3角形の個数)
で定義する。
このとき、

V (P1) + · · ·+ V (Pn) ≥
(
n

3

)
(1)

が成り立つ。
また、点PiからPの残りの点との距離を考える。距離aとなる点がr個、距離bとなる点

が s個、· · ·、距離 lとなる点がu個あったとき (a, b, · · · , lは互いに異なり、r ≥ s ≥ · · · ≥ u
とする。また、r+ s+ · · ·+ u = n− 1)、点 Piは type(r, s, · · · , u)の点であるということ
にする。

Piが type(r, s, · · · , u)であるならば、

V (Pi) =

(
r

2

)
+

(
s

2

)
+ · · ·+

(
u

2

)
(2)

が成り立つ。

isosceles setの分類を考えるうえで、最も基本的な補題を述べる。

Lemma 2.1. P = {P1, · · · , P7}を R3における 7-point isosceles setとし、P1が最大の
vertex-numberであるとする。このとき P1の typeは、次の 5つのいずれかである。

(3, 3), (4, 2), (4, 1, 1), (5, 1), (6).
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Proof: V (P1) + · · ·+ V (P7) ≥
(
7

3

)
= 35が (1)より成り立つので、 V (P1) ≥ 5となる。

ゆえに、P1の typeを (r, s, · · · , u)とすると、(2)より、(
r

2

)
+

(
s

2

)
+ · · ·+

(
u

2

)
≥ 5 (3)

が成り立ち、さらに、
r + s+ · · ·+ u = 6 (4)

も成り立つ。
(3)と (4)の両方を満たすには、(r, s, · · · , u)は補題にある 5つのうちのいずれかでな

ければならない。

同様にして次の系も示せる。

Corollary 2.2. P = {P1, · · · , P6}を S2における 6-point isosceles setとし、P1が最大の
vertex-numberであるとする。このときP1の typeは、(3, 2), (4, 1), (5)のいずれかである。

3 Sketch of the proof of Theorems 1.1 and 1.2

ポイントとなる補題や命題を以下に紹介することによって（ただし、それらの証明は省
略する）、Theorem 1.1と 1.2の証明の概略を述べる。

Lemma 2.1と Corollary 2.2における P1の typeを場合分けして考察することによっ
て、次の 2つの補題が示される。

Lemma 3.1. R3における 7-point isosceles setが存在するならば、7点のうちのある 4点
は同一円周上にある。

Lemma 3.2. S2における 6-point isosceles setが存在するならば、6点のうちのある 4点
は同一円周上にある。

ある 4点は同一円周上にあることが分かったので、同一円周上の 4点の配置を考える。
次の補題はそれについてのもので、Croft [4]の Lemma 18と同様に証明できる。

Lemma 3.3. 4-point isosceles setをなす同一円周上の 4点は、正方形の 4点もしくは正
5角形の 4点に限る。

Lemma 3.3より、正方形の 4点を含む isosceles setと正 5角形の 4点を含む isosceles
setの分類をそれぞれ考えればよい。

《正方形を含む isosceles setについて》

Proposition 3.4. P = {P1, · · · , Pn}をR3における正方形を含む n-point isosceles setと
し、P1, P2, P3, P4は正方形であるとする。このとき、P1 = (−1

2
,−1

2
, 0), P2 = (1

2
,−1

2
, 0),

P3 = (1
2
, 1
2
, 0), P4 = (−1

2
, 1
2
, 0)と仮定できる。
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すると、残りの点の座標は次のいずれかを満たしていなければならない。
(i) (0, 0, 0)を通り、正方形 P1P2P3P4に垂直な直線 L上の点,
(ii) 次のQ1からQ8までのいずれか.

Q1 = (0,−1
2
,
√
3
2
), Q2 = (1

2
, 0,

√
3
2
), Q3 = (0, 1

2
,
√
3
2
), Q4 = (−1

2
, 0,

√
3
2
),

Q5 = (0,−1
2
,−

√
3
2
), Q6 = (1

2
, 0,−

√
3
2
), Q7 = (0, 1

2
,−

√
3
2
), Q8 = (−1

2
, 0,−

√
3
2
).

（正方形Q1Q2Q3Q4とQ5Q6Q7Q8はともに 1辺の長さが
√
2
2
である。）

Lemma 3.5. R3において、正方形の 4点を含む 7-point isosceles setは同型を除くとFig.
4のX1およびX2に限られる。

Sketch of the proof: Proposition 3.4より、残りの 3点は次のいずれかを満たしている。
（なお、Q1からQ8までの点を取る場合、対称性から最初の 1点としてQ1をとることが
できる。）

(i) 3点とも L上にある。
(ii) 1点はQ1で、残りの 2点は L上にある。
(iii) 2点はQ1, Qi (i ∈ {2, · · · , 8})で、残りの 1点は L上にある。

それぞれの場合を考察すると、
(i)の場合：Fig. 4におけるX1が得られる。
(ii)の場合：これを満たすものは存在しない。
(iii)の場合：QiとしてQ3をとれば Fig. 4におけるX2が得られる。

Lemma 3.6. S2において、正方形の 4点を含む 6-point isosceles setは同型を除くとFig.
5の Y1および Y2に限られる。

Sketch of the proof: Proposition 3.4より、残りの 2点は次のいずれかを満たしてい
る。（Lemma 3.5と同様に、Q1からQ8までの点を取る場合、対称性から最初の 1点とし
てQ1をとることができる。）

(i) 2点とも L上にある。
(ii) 1点はQ1で、もう 1点は L上にある。
(iii) Q1とQi (i ∈ {2, · · · , 8})。
すべての点が球面上にあるという条件を含めてそれぞれの場合を考察すると、
(i)の場合：Fig. 5における Y1が得られる。
(ii)の場合：これを満たすものは存在しない。
(iii)の場合：QiとしてQ3をとれば Fig. 5における Y2が得られる。

《正 5角形の 4点を含む isosceles setについて》

Proposition 3.7. P = {P1, · · · , Pn}をR3における正5角形の4点を含むn-point isosceles
setとし、P1, P2, P3, P4は正5角形の4点であるとする（P4とP1の間には”gap”がある）。こ

のとき、P1 = (−1−
√
5

4
,

√
10+2

√
5

4
, 0), P2 = (−1

2
, 0, 0), P3 = (1

2
, 0, 0), P4 = (1+

√
5

4
,

√
10+2

√
5

4
, 0)

と仮定できる。
（P2P3の中点が原点で、正 5角形の 1辺の長さは 1である。）
すると、残りの点の座標は次のいずれかを満たしていなければならない。

(i) (0, 3+
√
5

2
√

10+2
√
5
, 0)を通り、正 5角形 P1P2P3P4に垂直な直線 L上の点,
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(ii) 正 5角形の残りの点 T (0, 5+3
√
5

2
√

10+2
√
5
, 0),

(iii) Q1 = (0, 1−
√
5

2
√

10+2
√
5
,

√
10+2

√
5

2
√
5

), Q2 = (0, 1−
√
5

2
√

10+2
√
5
,−

√
10+2

√
5

2
√
5

).

Proposition 3.8. R3 における正 5角形の 4点を含む n-point isosceles setについて、
Proposition 3.7での T とQi (i ∈ {1, 2})を同時に選ぶことはできない。

Lemma 3.9. R3における正 5角形の 4点を含む 7-point isosceles setは、Fig. 3における
3種類の無限系列と、Fig. 4におけるX3, X4, X5のいずれかと同型になる。

Sketch of the proof: Proposition 3.7, 3.8より、残りの 3点は次のいずれかを満たして
いる。（なお、Q1あるいはQ2を取る場合、対称性から最初の 1点としてQ1をとること
ができる。）

(i) 3点とも L上にある。
(ii) 1点は T で、残りの 2点は L上にある。
(iii) 1点はQ1で、残りの 2点は L上にある。
(iv) 2点はQ1, Q2で、残りの 1点は L上にある。

それぞれの場合を考察すると、
(i)の場合：Fig. 4におけるX3が得られる。
(ii)の場合：Fig. 3における 3種類の無限系列が得られる。
(iii)の場合：Fig. 4におけるX4およびX5が得られる。
(iv)の場合：これを満たすものは存在しない。

Lemma 3.10. S2における正 5角形の 4点を含む 6-point isosceles setは、無限系列であ
る正 5角錐と、Fig. 5における Y3, Y4, Y5のいずれかと同型になる。

Sketch of the proof: Proposition 3.7, 3.8より、残りの 2点は次のいずれかを満たして
いる。（Lemma 3.9と同様に、Q1あるいはQ2を取る場合、対称性から最初の 1点として
Q1をとることができる。）

(i) 2点とも L上にある。
(ii) 1点は T で、もう 1点は L上にある。
(iii) 1点はQ1で、もう 1点は L上にある。
(iv) Q1とQ2。

すべての点が球面上にあるという条件を含めてそれぞれの場合を考察すると、
(i)の場合：Fig. 5における Y3が得られる。
(ii)の場合：無限系列である正 5角錐が得られる。
(iii)の場合：Fig. 5における Y4および Y5が得られる。
(iv)の場合：同一球面上にないので、これを満たすものは存在しない。

以上の結果をまとめると、Theorem 1.1および 1.2を得る。
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