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1 はじめに

有限体 Fq 上の n-次元ベクトル空間に対して, その部分空間全体の集合 P を考える.

集合 P には包含関係により半順序構造が入り, これを部分空間束 (subspace lattice)

と呼ぶ. 部分空間束 P のファイバー Pi を次のように定める.

Pi = {y ∈ P | dim y = i}, 0 ≤ i ≤ n.

各ファイバー上にはGrassmannグラフと呼ばれる距離正則グラフが定義される. 本研

究の目標は,ファイバー上に定義される隣接代数やTerwilliger代数などのGrassmann

グラフの組合せ構造から定まる代数を, 部分空間束のレベルで捉えることである.

Terwilliger [5] では, 幾つかの半順序集合と Lie環 sl2 や量子環 Uq(sl2) の対応につい

て触れている. 本研究では, この結果に関連して, 量子アファイン環 Uq(ŝl2) との対応

をみる.

2 Grassmannグラフ

定義 1 ([1, Section 9.3]). 非負整数 0 ≤ d ≤ n に対して, Grassmannグラフ Jq(n, d)

とは, 頂点集合を Pd とし, 異なる 2つの頂点 y, z ∈ Pd に対して, dim(y ∩ z) = d− 1

を満たすときに隣接関係を定めた (無向)グラフのことである.

Grassmann グラフ Jq(n, d) は直径 min{d, n − d} の距離正則グラフとなることが
知られている. また, Jq(n, d)と Jq(n, n − d)は同型なグラフであるため d ≤ n/2を

仮定することが多い. 本稿でも, 特に断りがない限り, 整数 d は 0 ≤ d ≤ n/2 を満

たすとする. 行と列が集合 Pd で添字付けられた複素数体 C上の行列全体のなす環を
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MatPd
(C)で表す. Grassmannグラフ Jq(n, d)の隣接代数 (adjacency algebra)とは,

隣接行列 Ad ∈ MatPd
(C), つまり,

(Ad)y,z =

{
1 if dim(y ∩ z) = i,

0 if dim(y ∩ z) ̸= i
y, z ∈ Pd

で生成される全行列環 MatPd
(C) の部分代数である.

ある部分空間 x ∈ P に対して, 部分集合 Y (x) ⊆ Pd を

Y (x) = {y ∈ Pd | x ⊆ y}

と定める. 各 0 ≤ i ≤ dimx に対して, 部分集合 Y (x) から距離 i の頂点の集合を

Yi(x) で表す.
Yi(x) = {y ∈ Pd | dim(y ∩ x) = dimx− i}.

行列 E∗
i (Y (x)) ∈ MatPd

(C) を Yi(x) への射影として定義する. つまり, 行列

E∗
i (Y (x))は対角成分に

E∗
i (Y (x))y,y =

{
1 if y ∈ Yi(x),

0 if y ̸∈ Yi(x)
y ∈ Pd

を持つ対角行列である.

定義 2 ([4, Section 3], [3, Section 4]). 全行列環 MatPd
(C) の部分代数として隣接行

列 A と射影行列 E∗
0 (Y (x)), E∗

1 (Y (x)), . . . , E∗
dim x(Y (x)) で生成される代数を, グラ

フ Jq(n, d) の部分集合 Y (x) による Terwilliger代数という.

3 結合代数の拡張と Terwilliger代数

行と列が集合 P で添字付けられた複素数体 C 上の行列全体のなす環を MatP (C)
で表す. 下降行列 (lowering matrix ) L ∈ MatP (C) と上昇行列 (raising matrix )

R ∈ MatP (C) を次のように定める.

Ly,z =

{
1 if y ⊆ z, dim y = dim z − 1,

0 otherwise
y, z ∈ P,

Ry,z =

{
1 if z ⊆ y, dim z = dim y − 1,

0 otherwise
y, z ∈ P.

定義から明らかに, L と R は互いに転置行列の関係にある. 次に, 固定した部分空間

x ∈ P に対して, 各ファイバーの分割

Pi,j = {y ∈ Pi+j | dim(y ∩ x) = i}



(0 ≤ i ≤ dimx, 0 ≤ j ≤ n − dimx) を考え, 射影行列 (projection matrix ) E∗
i,j ∈

MatP (C) を Pi,j への射影として定義する. つまり, 行列 E∗
i,j は対角成分に

(E∗
i,j)y,y =

{
1 if y ∈ Pi,j ,

0 if y ̸∈ Pi,j

y ∈ P

を持つ対角行列である.

V = CP を, 集合 P を基底に持つ C 上の列ベクトル空間とする. 全行列環

MatP (C) は行列の積で自然にベクトル空間 V に (左から) 作用するので, V は標

準加群 (standard module) と呼ばれる. 射影行列の定義より, 各 0 ≤ i ≤ dimx,

0 ≤ j ≤ n − dimxに対して, E∗
i,jV は Pi,j を基底に持つ V の部分空間となる. さら

に, 下降行列 L と上昇行列 R は V に対して次のように作用する.

LE∗
i,jV ⊆ E∗

i−1,jV + E∗
i,j−1V,

RE∗
i,jV ⊆ E∗

i+1,jV + E∗
i,j+1V.

ここで, 0 ≤ i ≤ dimxと 0 ≤ j ≤ n− dimxを満たさないときは, E∗
i,jV = 0と約束

する.

全行列環 MatP (C) の部分代数として下降行列 L, 上昇行列 R と射影行列 E∗
i,j

(0 ≤ i ≤ dimx, 0 ≤ j ≤ n− dimx) で生成される代数を, Hで表す. ここでは詳しく

述べないが, 代数 Hは部分空間束 P の結合代数を部分代数として含んでいるため, 結

合代数のある種の “拡張”と見ることができる.

各 0 ≤ i ≤ n に対して, 包含関係 Pi ⊆ P から自然に定まる制限写像 φi :

MatP (C) → MatPi(C) を考える. つまり, 行と列が Pi で添字付けられる M ∈
MatP (C) の主小行列を φi(M) として定義する. 今回扱う代数 H は, 次の意味で,

Grassmannグラフの Terwilliger代数の一般化となっている.

命題 3. 非負整数 dimx ≤ d ≤ n/2に対して, 代数Hの Pd への制限

φd(H) = {φd(H) | H ∈ H}

は代数となる. 特に, Grassmann グラフ Jq(n, d) の Y (x) による Terwilliger 代数と

(代数として)同型である.

Proof. 表現を簡単にするため, 添字集合を

Id = {(i, j) ∈ Z× Z | 0 ≤ i ≤ dimx, 0 ≤ j ≤ n− dimx, i+ j = d}
= {(i, d− i) ∈ Z× Z | 0 ≤ i ≤ dimx}

とおく. 簡単な考察から, φd は, Hの上では代数準同型写像であり, その像 φd(H)は,

生成元として RL, E∗
i,j ((i, j) ∈ Id)を持つことが分かる. さらに, 写像 φd によって各



生成元は次のように対応する.

RL 7→ Ad +
qd − 1

q − 1

d∑
i=0

E∗
i (Y (x)), E∗

i,j 7→ E∗
dim x−i(Y (x)) (i, j) ∈ Id.

以上より命題が従う.

4 量子アファイン環 Uq(ŝl2)

本章内に限り, q ∈ Cは 1の冪根でも 0でもない任意のスカラーとする. ここでは,

量子アファイン環 Uq(ŝl2) の定義のみ記述し, 参考文献として Chari–Pressley [2] を

挙げる. 非負整数 n に対して,

[n]q =
qn − q−n

q − q−1

と定める.

定義 4 ([2, Section 2]). 量子アファイン環 Uq(ŝl2) とは, 生成元 e+i , e
−
i , ki, k

−1
i

(i = 0, 1)と以下の定義関係式を持つ C上の結合代数である.

kik
−1
i = k−1

i ki = 1,

k0k1 = k1k0,

kie
±
i = q±2e±i ki,

kie
±
j = q∓2e±j ki, i ̸= j,

e+i e
−
i − e−i e

+
i =

ki − k−1
i

q − q−1
,

e±0 e
∓
1 − e∓1 e

±
0 = 0,

(e±i )
3e±j − [3]q(e

±
i )

2e±j e
±
i + [3]qe

±
i e

±
j (e

±
i )

2 − e±j (e
±
i )

3 = 0, i ̸= j.

この生成元 e+i , e
−
i , ki, k

−1
i は, Chevalley生成元と呼ばれる.



5 主定理

表記を簡単にするため, a = dimx, b = n− dimxとおく. また,

L1 =
a∑

i=1

b∑
j=0

E∗
i−1,jLE

∗
i,j , L2 =

a∑
i=0

b∑
j=1

E∗
i,j−1LE

∗
i,j ,

R1 =
a−1∑
i=0

b∑
j=0

E∗
i+1,jRE∗

i,j , R2 =
a∑

i=0

b−1∑
j=0

E∗
i,j+1RE∗

i,j .

とする. 各 i = 1, 2 に対して, Li と Ri は互いに転置の関係にある. さらに, L =

L1 + L2 と R = R1 +R2 を満たす.

命題 5. 射影行列 E∗
i,j (0 ≤ i ≤ a, 0 ≤ j ≤ b) は, 可換な H の部分代数を生成する.

さらに, その代数は次の 2つの行列を生成元として持つ.

K1 =
a∑

i=0

b∑
j=0

qa/2−iE∗
i,j , K2 =

a∑
i=0

b∑
j=0

qj−b/2E∗
i,j .

Proof. 射影行列 E∗
i,j の構成方法より明らかである.

ここでは証明は省略するが, 組合せ論的数え上げによって, 各行列は以下の関係式を

満たすことがわかる.

補題 6. 行列 L1, L2, R1, R2, K1, K2 の間には次の関係式が成り立つ.

(1) K1L1 = qL1K1.

(2) K1L2 = L2K1.

(3) qK1R1 = R1K1.

(4) K1R2 = R2K1.

(5) K2L1 = L1K2.

(6) qK2L2 = L2K2.

(7) K2R1 = R1K2.

(8) K2R2 = qR2K2.

(9) L1R2 = R2L1.

(10) L2R1 = R1L2.

(11) qL1L2 = L2L1.

(12) R1R2 = qR2R1.

(13) R2
1L1 − (q + 1)R1L1R1 + qL1R

2
1 = −qn/2−1(q + 1)K−1

1 K2R1.

(14) qR2
2L2 − (q + 1)R2L2R2 + L2R

2
2 = −qn/2(q + 1)K1K

−1
2 R2.

(15) qL2
1R1 − (q + 1)L1R1L1 +R1L

2
1 = −qn/2(q + 1)K−1

1 K2L1.

(16) L2
2R2 − (q + 1)L2R2L2 + qR2L

2
2 = −qn/2−1(q + 1)K1K

−1
2 L2.



定理 7. ある F ∈ H が存在して, 量子アファイン環 Uq1/2(ŝl2)から代数 H への代数
準同型で以下を満たすものが存在する.

e+0 7→ R1 +R2, e−0 7→ q(1−n)/2(L1 + L2)

e+1 7→ L1K1F +K2FL2, e−1 7→ R1K
−1
2 +K−1

1 R2

k0 7→ K−1
1 K2 k−1

0 7→ K1K
−1
2

k1 7→ K1K
−1
2 k−1

1 7→ K−1
1 K2.

行列 F ∈ H は補題 6 における 2 次関係式 (13)–(16) から (人工的に) 構成される

ものであり, ここでは具体的な構成方法は省略する. 定理 7は, 定義 4における量子ア

ファイン環 Uq1/2(ŝl2) の定義関係式と, 生成元 L1, L2, R1, R2, K1, K2, F の満たす

関係式を比較することで証明される.

定理 7により, 標準加群 V には Uq1/2(ŝl2)-加群の構造が入る. さらに, 量子アファ

イン環 Uq(ŝl2)の有限な既約加群は, Chari–Pressley [2]によって完全に分類されてい

る. その分類結果と比較することで以下の定理を得る.

定理 8. ベクトル空間 V の既約 H-部分加群は, Uq1/2(ŝl2)-加群としても既約である.
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