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1. はじめに

kグラフ（k点部分集合族）Hが交差族であれば、そのサイズ |H|は小さい。一方、Hの
最小次数が大きければ、|H|は大きい。実は、交差族H の最小次数をうまく設定すると、H
の構造が一意に決まる。本稿ではこの事実を線形代数的に証明する方法について解説する。
n頂点上の kグラフを定義するため、

[n] := {1, 2, . . . , n}
とおき、[n]の k点部分集合全体を

(
[n]
k

)
と書く。つまり、(

[n]

k

)
:= {x ⊂ [n] : |x| = k}

である。H ⊂
(
[n]
k

)
を（[n]を頂点集合とする）kグラフという。

kグラフH（あるいはもっと一般に集合族H ⊂ 2[n]）は、任意のx, y ∈ Hに対してx∩y ̸= ∅
を満たすとき交差族とよばれる。例えば

HEKR := {x ∈
(
[n]

k

)
: 1 ∈ x}

は交差族であり、これを「1を中心にもつ star」ともいう。そのサイズは |HEKR| =
(
n−1
k−1

)
で

ある。次の定理は、サイズ最大の交差族の構造を決定するものである。

定理 1 (Erdős–Ko–Rado[2]). n > 2kでH ⊂
(
[n]
k

)
が交差族ならば、|H| ≤

(
n−1
k−1

)
が成り立つ。

等号成立はH ∼= HEKRに限る。

Hの頂点 i ∈ [n]の次数を

degH(i) := #{x ∈ H : i ∈ x}
と定め、Hの最小次数を

δ(H) := min
i

degH(i)

と定義する。例えば H = HEKR の場合、頂点 1の次数は degH(1) =
(
n−1
k−1

)
であるが、i =

2, 3, . . . , nに対しては、degH(i) =
(
n−2
k−2

)
となる。従って δ(HEKR) =

(
n−2
k−2

)
である。同様にH

の最大次数を
∆(H) := max

i
degH(i)
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と定義する。最近、Huangと Zhaoは次のことを示した。

定理 2 (Huang–Zhao[6]). n > 2kでH ⊂
(
[n]
k

)
が δ(H) ≥ δ(HEKR)を満たす交差族ならば、

H ∼= HEKRである。

彼らの証明はKneser graphの固有値を利用する代数的なものである。また等角直線の性質
を最小次数の制限と組み合わせて用いる。これに対してFranklはn ≥ 3kを仮定すれば、純粋
に組合せ論的な方法でもこの結果が得られることを示した。さらにHuangと Zhaoは Frankl
の証明に現れる不等式の扱いを慎重に行うことで、n > 2k + 1を仮定すれば上の定理の組合
せ論的な証明が得られることを示した。これらの組合せ論的証明に使われる主な道具は次の
ものであり、これは後で述べるHilton–Milnerの定理の拡張になっている。

定理 3 (Frankl[4]). H ⊂
(
[n]
k

)
が交差族で、

∆(H) ≤
(
n− 1

k − 1

)
−
(
n− j − 1

k − 1

)
をみたす 2 ≤ j ≤ kが存在すれば、

|H| ≤
(
n− 1

k − 1

)
−

(
n− j − 1

k − 1

)
+

(
n− j − 1

k − j

)
.

この定理の証明には shiftingという手法が用いられる。

今回、HuangとZhaoの代数的手法を用いることで、定理 2の q類似（ベクトル空間版）を
得た。この結果を述べるため、qを素数冪とし Vnで q元体 Fq上の n次元ベクトル空間をあ
らわす。Vnの k次元部分空間全体を

[
Vn

k

]
とかく。すなわち、

[
Vn

k

]
:= {x ≤ Vn : dimx = k}.

このときH ⊂
[
Vn

k

]
が交差族であるとは、任意の x, y ∈ Hについて dim(x ∩ y) ≥ 1が成り立

つことと定義する。
[
n
k

]
:= |

[
Vn

k

]
|とおく。

定理 4. n ≥ 2kでH ⊂
[
Vn

k

]
が交差族で、任意の line l ∈

[
Vn

1

]
について

#{x ∈ H : l ≤ x} ≥
[
n−2
k−2

]
ならば、Hはある lineを含む k次元部分空間全体である。

shiftingは集合族に対して定義され、部分集合族の性質を調べるための強力な道具である。
その q類似（つまり部分空間族における shiftingの定義）をどのように定式化すべきかは重
要な未解決問題である。実は shiftingの q類似を主張する論文がいくつか出版されているが、
残念ながらそれらはすべてその後に不具合が見つかっている。このため定理 3の q類似も得
られておらず、現時点では定理 4を組合せ論的に証明する方法は知られていない。
定理 4の証明は定理 2のものと本質的に同じ（だが計算は煩雑）だから、次節では定理 2

の証明を他の設定にも応用可能なようにやや整理した形で紹介し、最後の節で関連する問題
を紹介する。



2. HuangとZhaoの証明

この節では定理 2のHuangと Zhaoによる証明の概略を紹介する。
Kneser graph G = Gn,kは、V (G) =

(
[n]
k

)
を頂点集合とし、辺集合は

E(G) = {xy : x, y ∈ V (G), x ∩ y = ∅}

で定義される。Gの隣接行列A = (ax,y)の線形代数的な性質をまとめておこう。この行列は
s = 0, 1, . . . , kに対して固有値

λs = (−1)s
(
n− k − s

k − s

)
を重複度

ms =

(
n

s

)
−
(

n

s− 1

)
で持つ。λsの固有空間をWsとする (dimWs = ms)。E := R(

n
k)は

E = W0 ⊕W1 ⊕ · · · ⊕Wk

と直和分解される。W0 ⊕ · · · ⊕Wiは [n]の i点部分集合の特性ベクトル全体で生成される。
Eの標準内積に関する正規直交基底を v1, v2, . . . , v(nk)

とする。ただし、W0の正規直交基底を

v1, W1の正規直交基底を v2, . . . , vn等とする。
定理 2の条件をみたすH をとり、その特性ベクトルを 1H ∈ Eとする。すなわち 1H の x

成分は x ∈ Hなら 1, そうでなければ 0である。このベクトルを viたちの基底で展開し、

1H = f1v1 + f2v2 + · · ·+ f(nk)
v(nk)

(1)

としよう。Hのサイズを eとおくと、

e = |H| = ⟨1H ,1H⟩ =
(nk)∑
i=1

f 2
i (2)

である。一方、v1 = 1/∥1∥に注意すると

e = ⟨1H ,1⟩ = ⟨1H , ∥1∥v1⟩ = f1∥1∥⟨v1, v1⟩ = f1

√(
n
k

)
(3)

を得る。ここで証明のポイントとなる量

F := f 2
2 + · · ·+ f 2

n

を導入する。(2)と (3)から

e = f 2
1 + F +

(nk)∑
i=n+1

f 2
i ≥ e2/

(
n
k

)
+ F (4)



が従う。ここで、e∗ =
k−1
n−1

(
n
k

)
とおく。最小次数の仮定から e ≥ e∗である。実際、

e =
∑
x∈[n]

degH(x)/k ≥ δ(H)n/k ≥
(
n−2
k−2

)
n/k = k−1

n−1

(
n
k

)
= e∗

であり、さらに上の計算から e∗は全ての頂点の次数が
(
n−2
k−2

)
の kグラフのサイズであること

がわかる。証明の中心は次の主張を示すことである。

主張 1. F は次の二つの不等式をみたす。
(i)

(
n
k

)
F ≥ (n− 1)e(e− e∗),

(ii)
(
n
k

)
F ≤ k

n−k
(n− 1)2(e− e∗)

2.

大雑把に言えば、(i)はHが交差族だから eが小さいこと、(ii)はHの最小次数が大きいか
ら eが大きいことに対応する。
e > e∗と主張 1を仮定すると、(i)と (ii)から e ≥

(
n−1
k−1

)
が従う。一方、(i)と (4)からは

e ≤
(
n−1
k−1

)
を得る。つまり e =

(
n−1
k−1

)
でなければならない。よって定理 1からH ∼= HEKRを得

る。従って定理 2の証明を完了させるには、主張 1および e > e∗を示せばよい。
はじめに主張を証明する。(i)はHが交差族であることから従う。これを見るには ⟨A1H ,1H⟩

を二通りに計算する。まず、⟨A1H ,1H⟩ =
∑

x,y ax,y(1H)x(1H)y であるが、(1H)x(1H)y ̸= 0な
らば x, y ∈ H, すなわち x∩ y ̸= ∅であり、Kneser graphの定義から ax,y = 0である。ゆえに
x, yに依らずいつでも ax,y(1H)x(1H)y = 0であり、

⟨A1H ,1H⟩ = 0

となる。一方、⟨A1H ,1H⟩ = ⟨A
∑

i fivi,
∑

j fjvj⟩ と展開し、λ0 > λ2 > · · · > λ3 > λ1を用い
ると

⟨A1H ,1H⟩ = λ0f
2
1 + λ1(f

2
2 + · · ·+ f 2

n) + λ2(f
2
n+1 + · · ·+ f 2

(n2)
) + · · ·

≥ λ0f
2
1 + λ1F + λ3(f

2
n+1 + · · ·+ f 2

(nk)
)

=
(
n−k
k

)
f 2
1 −

(
n−k−1
k−1

)
F −

(
n−k−3
k−3

)
(e− f 2

1 − F ),

ここで最後の項には (2)を用いた。さらに
(
n−k−3
k−3

)
< k−1

n−k

(
n−k
k

)
と (3)も使うと

0 ≥
(
n−k
k

)
e2/

(
n
k

)
−

(
n−k−1
k−1

)
F − k−1

n−k

(
n−k
k

)
(e− e2/

(
n
k

)
− F ), (5)

ただし、等号成立には

e− e2/
(
n
k

)
− F = 0 (6)

が必要である。(6)は不等式 (4)で等号が成り立つこと、つまり 1H ∈ W0 ⊕W1を意味する。
(5)を整理すると (i)を得る。また (i)で等号が成立するには (6)が必要である。
(ii)の証明では、Hの最小次数の上からと下から評価を利用する。下からの評価は定理の

仮定であり、上からの評価には次の補題を用いる。

補題 1 (Huang–Zhao[6]). 単位ベクトル u1, . . . , un ∈ Rn−1が、i ̸= jならば ⟨ui, uj⟩ = c (定
数) を満たすとせよ。このとき任意の v ∈ Rn−1に対して、うまく iをとると ⟨v, ui⟩ ≤ − ∥v∥

n−1

が成り立つ。



この補題の証明の概略は次の通り。補題の仮定を満たす u1, . . . , unは自動的に regular sim-
plexの頂点となり、c = − 1

n−1
でなければならない。{u1, . . . , un} \ {ui}たちの非負係数線形

結合で張られる coneをCiとおくと、Rn =
∪n

i=1Ciである。従って、与えられた vに対して
v ∈ Ciとなる iがある。このとき ⟨v, ui⟩ ≤ c∥v∥が成り立つ。
頂点 iを中心とする star, すなわち {x ∈

(
[n]
k

)
: i ∈ x}の特性ベクトルを 1i ∈ Eと書く。こ

のとき 1i ∈ W0 ⊕W1である。（実際、g := 1i − k
n
1とおけばAg = λ1g.）従って

1i = αi1v1 + αi2v2 + · · ·+ αinvn

と展開できる。u′
j := (αj2, . . . , αjn)を正規化して単位ベクトル uj := u′

j/∥j′j∥を定める。これ
ら u1, . . . , unは補題 1の仮定を満たす。従って (1)の係数から v := (f2, . . . , fn) ∈ Rn−1を定
め、うまく iを選ぶと ⟨v, ui⟩ ≤ − ∥v∥

n−1
が成り立つ。つまり

f2αi2 + · · ·+ fnαin ≤ −
√

f 2
2 + · · ·+ f 2

n

√
α2
i2 + · · ·+ α2

in /(n− 1). (7)

右辺は（従って左辺も）0または負であることに注意せよ。この不等式は頂点 iの次数が小さ
いことを意味する。一方、最小次数に関する仮定 δ(H) ≥

(
n−2
k−2

)
から任意の jに対して

⟨1H ,1j⟩ ≥
(
n− 2

k − 2

)
であるから、j = iについてもこの不等式は成り立つ。つまり、

f1αi1 + f2αi2 + · · ·+ fnαin ≥
(
n− 2

k − 2

)
. (8)

(7)と (8)から

f1αi1 −
(
n−2
k−2

)
≥ −(f2αi2 + · · ·+ fnαin) ≥

√
f 2
2 + · · ·+ f 2

n

√
α2
i2 + · · ·+ α2

in/(n− 1) (9)

ここで（(2), (3)で eを表したように）∥1i∥2 =
(
n−1
k−1

)
を二通りに計算する。一つ目は、(

n−1
k−1

)
= ⟨1i,1i⟩ =

n∑
j=1

α2
ij, (10)

二つ目は (
n−1
k−1

)
= ⟨1i,1⟩ = ⟨

∑
αijvj, ∥1∥v1⟩ =

√(
n
k

)
αi1. (11)

(11)と (3)より f1αi1 = e
(
n−1
k−1

)
/
(
n
k

)
= ek/n. これと (10)を (9)に代入すると

ek/n−
(
n−2
k−2

)
≥

√
F

√(
n−1
k−1

)
−
(
n−1
k−1

)2
/
(
n
k

)
/(n− 1).

これを整理して (ii)を得る。以上で主張 1が示された。
最後に e > e∗を確かめる。e ≥ e∗はわかっているから e = e∗を仮定して矛盾を出そう。こ

のとき主張 1から F = 0である。また (i)（と (ii)）で等号が成り立つから (6)も成り立ち、
従って e =

(
n
k

)
である。これは e = e∗ =

k−1
n−1

(
n
k

)
に矛盾する。

以上が定理 2の証明の概略である。 □



定理 4も定理 2と同様に証明できる。主張 1に対応するものは次のようになる。

主張 2. F は次の二つの不等式をみたす。

(i)
[
n
k

]
F ≥ qn−q

q−1
e (e− e∗),

(ii)
[
n
k

]
F ≤ qk−1

qn−qk

(
qn−q
q−1

)2

(e− e∗)
2.

3. 関連する問題

3.1. 固定点をもたない交差族. k グラフ H が頂点 iを固定するとは、H の任意の辺が iを
含むことをいう。例えば HEKRは頂点 1を固定する（1を固定点に持つともいう）。Huang
と Zhaoの結果（定理 2）から、H ⊂

(
[n]
k

)
が交差族で δ(H) ≥

(
n−2
k−2

)
を満たせば、H は固定

点を持つ。では固定点を持たない交差族についてはどんなことが言えるだろうか？ここで、
y := {2, 3, . . . , k + 1}とおき、

HHM := {x ∈
(
[n]

k

)
: 1 ∈ x, x ∩ y ̸= ∅} ∪ {y}

と定めると、HHMは固定点を持たない交差族である。（しかしHHM \ {y}は 1を固定する。）
HHMの最小次数は、頂点 i (i = k+2, . . . , n)で与えられ、δ(HHM) =

(
n−2
k−2

)
−
(
n−k−2
k−2

)
である。

kを固定して n → ∞のとき、δ(HHM) = Θ(nk−3)である。

定理 5 (Hilton–Milner[5]). k ≥ 4, n > 2kとする。H ⊂
(
[n]
k

)
が固定点をもたない交差族なら

ば |H| ≤ |HHM|が成り立つ。等号成立はH ∼= HHMに限る。

そこで次の問題が自然に考えられる。

問題 1. k ≥ 4, n > 2kとする。H ⊂
(
[n]
k

)
が固定点をもたない交差族で δ(H) ≥ δ(HHM)なら

ば、H ∼= HHMか？

kを固定して n → ∞の状況を考えると、|HEKR| = Θ(nk−1), |HHM| = Θ(nk−2)である。
定理 5から固定点を持たない交差族のサイズは O(nk−2)である。ここから、n ≫ kならば
定理 2は容易に従う。というのは、H ⊂

(
[n]
k

)
が δ(H) ≥

(
n−2
k−2

)
= Θ(nk−2) をみたせば、

|H| ≥ nδ(H)/k = Ω(nk−1)であり、（定理 5より）これはHが交差族ならば固定点を持つこ
とを意味する。従って頂点のラベルを付けかえてH ⊂ HEKRとしてよいが、δ(H) ≥

(
n−2
k−2

)
を

みたすにはH = HEKRでなければならない。

3.2. t交差族. kグラフHは、任意の x, y ∈ Hに対して |x ∩ y| ≥ tを満たすとき t交差族と
いう。定理 2の t交差族版を考えるために、最小次数の概念を拡張しよう。τ ⊂ [n]に対して

degH(τ) := #{x ∈ H : τ ⊂ x}

と定め、Hの t最小次数 δt(H)を

δt(H) := min
τ∈([n]

t )
degH(τ)



と定義する。t = 1のとき δ1(H)は通常の最小次数 δ(H)である。t交差族は、
∩

H :=
∩

x∈H x
のサイズが t以上であるとき、自明であるという。例えば

H
(t)
EKR := {x ∈

(
[n]

k

)
: [t] ⊂ x}

は自明な t交差族であり、n > 2k − tならば δt(H
(t)
EKR) =

(
n−2t
k−2t

)
である。自明でない t交差族

H、すなわち、|
∩
H| < tなる t交差族の最大サイズは決定されており ([1, 3])、特に k ≥ 2t

を固定して n → ∞の状況では |H| = O(nk−t−1)である。一方、t最小次数が
(
n−2t
k−2t

)
以上の k

グラフのサイズは、少なくとも
(
n−2t
k−2t

)(
n
t

)
/
(
k
t

)
= Ω(nk−t)である。従って n ≫ k ≥ 2tのとき

t最小次数が
(
n−2t
k−2t

)
以上の t交差族は自明なものに限られる。しかも、自明な t交差族で t最

小次数が
(
n−2t
k−2t

)
以上ならば、それはある t点部分集合を含む k点部分集合全体でなければな

らない。そこで nが kに対してどの程度大きければそうなるのかが問題となる。

予想 1. k ≥ 2tを固定すると、ある定数 cが存在して以下が成り立つ。n ≥ ckでH ⊂
(
[n]
k

)
が

δt(H) ≥
(
n−2t
k−2t

)
をみたす t交差族ならば、H ∼= {x ∈

(
[n]
k

)
: [t] ⊂ x}である。

Huangと Zhaoの証明を t交差族に適用するため、隣接行列AをWilsonが [7]で定義した
擬隣接行列に置き換え、F := f 2

2 + · · ·+ f 2

(nt)
, e∗ :=

(
n−2t
k−2t

)(
n
t

)
/
(
k
t

)
とおく。さらに記述を簡単

にするため s :=
(
n
t

)
/
(
k
t

)
− 1, r :=

(
n−t
t

)
/
(
k−t
t

)
− 1とおく。主張 1に対応する不等式は次のよ

うになるだろう。

(i’)
(
n
k

)
F ≥ s(r+1)

r−s
e(e− e∗),

(ii’)
(
n
k

)
F ≤ 1

s

(
s(r+1)
r−s

)2

(e− e∗)
2.

(i’)は t = 1の場合と同様に証明できる。これと F ≤ e − e2/
(
n
k

)
((4)参照)から e ≤

(
n−t
k−t

)
を

得る。もしさらに (ii’)も成立すれば、(i’)と (ii’)から e ≥
(
n−t
k−t

)
が従う。つまり e =

(
n−t
k−t

)
で

なければならない。このとき t交差族に関するErdős–Ko–Radoの定理から予想が正しいこと
がわかる。つまり (ii’)が示せたら予想の証明は完了するのだが、t = 1と t ≥ 2では次のよう
な違いがある。t = 1の場合の (ii)の証明では、異なる uiたちから得られる内積の値がひと
つなので補題 1が適用できた。一方、一般の t交差族では内積の値が t種類あり、補題 1 のよ
うな単純な議論は使えない。この状況を処理するには何か新しい工夫が必要だろう。

3.3. 測度版. kグラフのサイズと集合族の測度の間には、p = k/nを介してしばしばきれい
な対応が見られる。実数 p ∈ (0, 1)を固定し、集合族H ⊂ 2[n]の測度を

µ(H) :=
∑
x∈H

p|x|(1− p)n−|x|

と定める。このときErdős–Ko–Radoの定理の測度版は次の通り：0 < p < 1/2でH ⊂ 2[n]が
交差族ならば、µ(H) ≤ pであり、等号成立はH ∼= H∗に限る。ただし、

H∗ := {x ⊂ [n] : 1 ∈ x}.



ここでH ⊂ 2[n]に対して、その最小次数の測度版を

δp(H) := min
i∈[n]

µp({x ∈ H : i ∈ x})

と定める。例えば δp(H
∗) = p2である。定理 2の測度版は次の形になるだろう。

予想 2. 0 < p < 1/2でH ⊂ 2[n]が δp(H) ≥ δp(H
∗)をみたす交差族ならば、H ∼= H∗である。
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