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1 はじめに

gを有限次元複素 Lie代数, または basic classicalな Lie超代数とする. このとき gは evenな非

退化超対称不変双線形形式をもつ. f ∈ gを evenなべき零元, kを複素数, Γを gの半整数次数付け

Γ : g =
⊕
j∈ 1

2Z

gj

であって, f ∈ g−1かつ adf : gj → gj−1が j ≥ 1
2 のとき単射, j ≤ 1

2 のとき全射となるようなもの

とする. このとき g, f, k,Γに付随するW 代数

Wk(g, f ; Γ)

が一般化された量子 Drinfeld-Sokolov還元によって定義される ([KRW]). Wk(g, f ; Γ)は一般に非

負半整数次数付けされた頂点超代数になる. この頂点超代数構造は, Γのとり方によらずに定まる

ことが知られている. 本稿では, W 代数をスクリーニング作用素と呼ばれる作用素の核の共通部分
として表現し (定理 3.2, 定理 3.3), それを応用して二つの予想 (定理 4.1, 定理 4.2)を証明する.

2 W代数
hを g0に含まれる Cartan部分代数, ∆を gのルートの集合, Πを単純ルートであって, g>0が正

ルートベクトル空間に含まれるように定める. このときルートにはルートベクトルの次数によって

自然に次数付けが定まり, それを∆ =
⊔

j∈ 1
2Z

∆j とする.

V k(g)を gに付随するレベルkのアファイン頂点超代数（affine vertex superalgebra）, Fch(g>0)を

g>0に付随するチャージフェルミオン頂点超代数（charged fermion vertex superalgebra）, F (g 1
2
)を

g 1
2
に付随する中立フェルミオン頂点超代数（neutral fermion vertex superalgebra）とする. V k(g)

を生成する場を u(z) (ただし u ∈ g), Fch(g>0)を生成する場を φα(z), φα(z) (ただし α ∈ ∆>0),

F (g 1
2
)を生成する場を Φα(z) (ただし α ∈ ∆ 1

2
)とする. これらの間の 0でない OPEは

u(z)v(w) ∼ [u, v](w)

z − w
+

k(u|v)
(z − w)2

, φα(z)φ
β(w) ∼ δα,β

z − w
, Φα(z)Φβ(w) ∼

(f |[eα, eβ ])
z − w
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となる (ただし (·|·)は g上の正規化された不変双線形形式とする). ここで

Ck = V k(g)⊗ Fch(g>0)⊗ F (g 1
2
)

とおく. Fch(g>0)に対し φα(z)は −1, φα(z)は +1なる次数付けを与えることで, Ck にも次数が

誘導される (これを電荷 (charge) という). 一方で Ck 上の場 d(z)を

d(z) = dst(z) + df (z) + dne(z)

で定める. ただし

dst(z) =
∑

α∈∆>0

(−1)ᾱ : eα(z)φ
α(z) : −1

2

∑
α,β,γ∈∆>0

(−1)ᾱγ̄cγα,β : φγ(z)φ
α(z)φβ(z) :,

df (z) =
∑

α∈∆>0

(f |eα)φα(z),

dne(z) =
∑

α∈∆ 1
2

: φα(z)Φα(z) :

であって, eα ∈ gはルートベクトル, cγα,β ∈ Cは構造定数, ᾱ ∈ Z/2Zは αのパリティとする.

d =

∫
d(z) dz = d(−1)

とすれば, d2 = 0であり, dは Ck の電荷を一つ増やす. したがって (Ck, d)は複体となり,

Wk(g, f ; Γ) = H(Ck, d)

で定められる. 実際には, 0 でない整数 n に対して, Hn(Ck, d) = 0 となるので, Wk(g, f ; Γ) =

H0(Ck, d)である.

3 主定理

u ∈ gに対し,

Ju(z) = u(z) +
∑

α,β∈∆>0

(−1)ᾱcαu,β : φα(z)φ
β(z) :

とおく. また C+ を Ju(z) (ただし u ∈ g≤0), φ
α(z),Φα(z)で生成される頂点超代数, C− を Ju(z)

(ただし u ∈ g>0), φα(z)によって生成される頂点超代数とすると, Ck は PBW型の基底をもつこ

とからベクトル空間として

Ck ≃ C+ ⊗ C−

が成り立つ. さらに C+, C− は dの作用で閉じており, しかも

H(C−, d) = C.

したがって

H(Ck, d) = H(C+, d)⊗H(C−, d) = H(C+, d)



となる ([KW]). C+ に deg Ju = 2j (ただし u ∈ g−j), degφ
α = 2j (ただし α ∈ ∆j), deg Φα = 0,

deg ∂A = degA, deg : AB := degA+ degB (ただし A,B ∈ C+) によって定まる次数付けを与え

ると, dはこの次数を保ち, C+に複体のフィルトレーションが入る. このフィルトレーションに付

随するスペクトラル系列 En をとると, これは収束し,

E1 = H(C+, dst) = H(C ′
+, dst)⊗ F (g 1

2
)

が成り立つ. ただし C ′
+ とは Ju(z) (u ∈ g≤0)と φα(z)によって生成された C+ の頂点部分代数で

ある.

u, v ∈ g0 に対し,

Ju(z)Jv(w) ∼ J [u,v](w)

z − w
+

τk(u|v)
(z − w)2

が成り立つ. ただし

τk(u|v) = k(u|v) + 1

2
κg(u|v)−

1

2
κg0(u|v)

であり, κg は g上の Killing形式を表す.

定義 3.1. k ∈ Cが genericとは,

H(C ′
+, dst) ≃ V τk(g0)⊗H(g>0,C)

が成り立つこと. ただし V τk(g0)とは Ju(z) (u ∈ g0)で生成された頂点超代数, H(g>0,C)は自明
表現に係数をもつ Chevalleyの g>0 加群コホモロジーである.

genericな k全体の集合は, Cで Zariski位相で稠密であることが証明できる. H0(g>0,C) = Cに
注意すると, この同型を通じて V τk(g0)⊗H(g>0,C)に V τk(g0)を部分代数として含むような頂点

超代数構造を自然に入れることが出来る.

H1(g>0,C) =
⊕
α∈ΠΓ

Cψα

とする (ΠΓ ⊂ ∆>0). α ∈ ΠΓ に対し, V τk(g0)⊗H(g>0,C)上の場 Sα(z)を

Sα(z) = Y (ψα, z)

と定義する. ただし Y は V τk(g0) ⊗H(g>0,C)の頂点作用素である. Sα(z)の各係数は定義から,

V τk(g0)から V τk(g0)⊗H1(g>0,C)への作用を定める.

kを genericとすると,

E1 ≃ V τk(g0)⊗H(g>0,C)⊗ F (g 1
2
).

ここで E1 上の場 Q(z)を

Q(z) =
∑
α∈ΠΓ

1

(f |eα)Sα(z) +
∑

α∈ΠΓ
1
2

: Sα(z)Φα(z) :

と定めると (df (z) + dne(z)の類似に注意する),

Q =

∫
Q(z) dz = Q(−1)



とすれば, Q2 = 0かつ Qは E1 の複体としての微分となっている. さらに

E∞ ≃ H(E1, Q)

が成り立つことも分かる. E∞ ≃ Wk(g, f ; Γ)であり, 0次のコホモロジー以外は残らないので,

Wk(g, f ; Γ) ≃ H0(E1, Q) = KerQ

となる. α ∈ ΠΓ に対し,

[α] = (α+
⊕
β∈Π0

Zβ) ∩ΠΓ, [ΠΓ] = {[α] | α ∈ ΠΓ}

とする. [α]の元は αと同じ次数をもつ. [α] ∈ [ΠΓ]に対し,

Q[α] =



∑
β∈[α]

(f |eβ)
∫
Sβ(z) dz (α ∈ ΠΓ

1のとき),

∑
β∈[α]

∫
: Sβ(z)Φβ(z) : dz (α ∈ ΠΓ

1
2
のとき).

とする (ΠΓ = ΠΓ
1 ⊔ΠΓ

1
2

に注意する).

定理 3.2. kが genericのとき, W 代数Wk(g, f ; Γ)は V τk(g0)⊗F (g 1
2
)の頂点部分代数として次の

ように実現される:

Wk(g, f ; Γ) ≃
∩

[α]∈ΠΓ

Ker Q[α].

このとき, Q[α]をスクリーニング作用素と呼ぶ. 定理 3.2はW 代数のスクリーニング作用素によ
る実現を与えている.

g0 = hのとき, V τk(g0) = V τk(h)は hに付随する Heisenberg頂点代数Hに同型になる. またこ

の同一視の下で

Sα(z) = e−
1
ν

∫
α(z)

となる. ただし ν =
√
k + h∨ である. さらに ΠΓ = Πとなり, [α] = {α}となる.

定理 3.3. kが genericかつ g0 = hとする. このときW 代数Wk(g, f ; Γ)はH⊗ F (g 1
2
)の頂点部

分代数として次のように実現される:

Wk(g, f ; Γ) ≃
∩

α∈Π1

(f |eα) ̸=0

Ker

∫
e−

1
ν

∫
α(z) dz ∩

∩
α∈Π 1

2

Ker

∫
: e−

1
ν

∫
α(z)Φα(z) : dz.

定理 3.3によって, (g0 = hの仮定の下で)スクリーニング作用素によるW 代数の自由場実現を
与えることが出来た. 特に gが Lie代数かつ f が正則べき零元のとき, 常に g0 = hとなり, これは

Feigin-Frenkel([FF])の結果を復元する (実際, 証明のアイデアのほとんどが彼らの方針に寄ってい

る).



4 応用

g = osp(1, 2n), f = freg を (even partの)正則べき零元とすると g0 = hなる Γが存在し, 定理

3.3が適用できる. このとき定理 3.3で与えられた同型の右辺は Fateev-Lukyanov([FL])が定義し

たWBk
n 代数に一致する. このままだと kが genericでしか成り立たないが, 三浦写像を用いるこ

とで k ̸= −h∨ = −n− 1
2 の場合にまで拡張できる (ここでは詳細は省く).

定理 4.1. k ̸= −n− 1
2 のとき,

Wk(osp(1, 2n), freg; Γ) ≃ WBk
n.

定理 4.1は, n = 1の場合にWBk
1 が Virasoro超代数に一致することから, Kac-Roan-Wakimoto

([KRW])によって証明されていたが, 一般の nに対しては予想とされていた (物理学者の間では良

く知られていた).

g = sln, f = fsub を副正則べき零元とする. このとき定理 3.2を用いることで (若干の議論が必

要となるが) 定理 3.2で与えられた同型の右辺が, Feigin-Semikhatov([FS])の定義したW(2),k
n 代数

に一致することが証明できる. 再び三浦写像を用いることで, k ̸= −h∨ = −nまでこの結果は拡張
される (詳細は略).

定理 4.2. k ̸= −nのとき,

Wk(sln, fsub; Γ) ≃ W(2),k
n .

定理 4.2 は, n = 2 の場合には W(2),k
2 = V k(sl2), n = 3 の場合には W(2),k

3 が Bershadsky-

Polyakov代数に一致することからよく知られてされていたが, 一般の nに対しては予想とされて

いた ([ACGHR]).
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